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Ubungsblatt 8

Abgabe von *-Aufgaben am 11.12.2003 in der Ubung.

Aufgabe 66*: (Mittelwertsatz. 10 Bonuspunkte)
Zeige, dass |sin(x)| < |z| gilt fiir alle x € R.
Anleitung: Mittelwertsatz fiir f(x) = sin(z).

Musterlésung:
Der Mittelwertsetz
r—=y
fiir beliebiges x, y und £ zwischen x und y liefert fiir f = sin, f' = cos, y = 0:

sin(x) — sin(0)

prao =cos(§) = sin(z)=cos(§) -z = [sin(z)| =]cos(§)|- |zl

Bekanntlich gilt |cos(§)] < 1 fiir jedes beliebige &, also |sin(z)| < |z|.

Aufgabe 67*: (Taylor-Reihen. 10 Bonuspunkte)

Bestimme die ersten 4 Koeffizienten ¢y, ..., c3 der Taylor-Entwicklungen

sin(x)

e :co+01-x+62-w2+03-x3+0(x4)

und

e = ¢o 4 ¢ - (x—g) +co- (x—g>2+03- (x—%)s—kO((x— g>4>.

MuPAD-Funktion zur Kontrolle: taylor.

Musterlésung:
Es gilt
f(O) (I) — 6sm(a:) = f(O) (0) — 6sm(O) — 1, f(O)(g) _ esm(ﬂ'/2) =e,
F () = cos(x) - ) = [0y =1, fN(5) =0,
[P (z) = —sin(z) - @) 4 cos?(z) - @) = f)(0) =1, f(z)(g) = —e,
fO)(x) = —cos(x) - 5@ — 3. cos(x) - sin(z) - @) 4 cos?(z) - e5 ()

= fB(0) =0, (3)(3) =0.
Damit ergibt sich der Beginn der Taylor—Entwicklung

f'(20) [ (o)
1! 21

f(z) = f(xo) + “(z —@0) + Sz —x0)® +

um den Punkt xp = 0 zu
2

@ =1 4o+ % +0(z),



wihrend sich bei Entwicklung um zg = 7/2 ergibt:

e AR ()]
Probe mit MuPAD:

>> taylor(exp(sin(x)), x = 0)

2 4 5
X X X 6
1+x+----—---+0(x)
2 8 15

>> taylor(exp(sin(x)), x = PI/2)

/ PI \2 / PI \4
exp(1) | x - —— | exp(1) | x - —— |
\ 2/ \ 2/ // PI \6 \
exp(1) - ——--———--—mm-—— - e +0l 1 x--—1 |
/

Aufgabe 68*: (Taylor-Reihen. 10 Bonuspunkte)

Betrachte f(z) =1/(1 — z).

a) Bestimme eine Formel fiir f(™(z).

b) Bestimme hiermit die Taylor-Reihe von f um den Nullpunkt.
c¢) Fiir welche z wird f(z) durch die Taylor-Reihe dargestellt?

Musterlésung:
a) Die ersten Ableitungen:

O (g) = L ppy— 1 @)(g) = —2 B)(g) = 23 p@ (= 234
f()()_1—$7f1()_(1—$)27f2()_(1—$)37fd()_(1—1')47f ()_(1_1,)5
legen die Vermutung |
" n!
I )(x)zm

nahe, welche durch Induktion leicht zu beweisen ist. Hier der Induktionsschritt:

FOHD (z) = %f( )(x):% T :—(n+1)-(1_W-(—1):(1(__|_W)+2.

b) Mit £ (0) = n!/(1 —0)"*! = n! ergibt sich die Taylor-Reihe

— fM0) ., .
z_% e :;x.




c) Es ist bekannt, dass die geometrische Reihe fiir [z| < 1 gegen -~ konvergiert und fiir |z| > 1
divergiert:

1 [e.e]
:E 2™ fir |z] < 1.
1—-2z —

Aufgabe 69: (Taylor-Reihen. 0 Bonuspunkte)

Betrachte f(x) = arctan(x).

a) Bestimme die Taylor-Reihe von f(x).

b) Fiir welche x wird f/(x) durch die Taylor-Reihe dargestellt?

c) Stelle eine Vermutung auf, wie die Taylor-Reihe von f(x) aussieht.

Anleitung: a) Die Konstruktion iiber Ableitungen ist miithsam. Betrachte stattdessen eine
geeignete geometrische Reihe. ¢) Integration von f’(z) und der Taylor-Reihe von f'(x).
(Integration als Vorkenntnisse aus der Schule vorausgesetzt).

Musterlésung:

a) In Aufgabe 63.b) wurde
1

14 22

_ t —
7y Arc an(x)
hergeleitet. Mit € = —a? gilt
1 p—

1 oo o ] oo )
I N EC  EICE EPI R
T I — k=0 k=0

b) Dies ist die Taylor-Reihe um den Nullpunkt. Als geometrische Reihe konvergiert sie fiir | — 22| < 1,
also |z| < 1, gegen f’(z) = 1/(1 + 2?).
c¢) Integriert man die Gleichung

flx)=1—2% 42" — a5 +...
formal links und rechts, so erhéilt man

f(x):x—%—ﬁ—%—%ino—kKons‘uan‘ue.

Die Konstante ergibt sich durch Einsetzen von x = 0 mit f(0) = arctan(0) = 0 als 0. Dies ergibt als
(vermutete) Taylor-Reihe
R
t = _ — _ = — :t e,
arctan(z) = x 3 + 3 -




Aufgabe 70*: (Extremwerte. 10 Bonuspunkte)

Ein Leuchtturm liegt 3 km vor der Kiiste, direkt gegeniiber einem Punkt A der geraden
Kiistenlinie. Vom Punkt A aus liegt in 5 km Entfernung parallel zur Kiistenlinie ein Laden.
Der Leuchtturmwérter kann mit 4 km/h rudern und mit 6 km/h laufen. Welchen Punkt
sollte er vom Leuchtturm aus startend ansteuern, um den Laden so schnell wie moglich zu

erreichen?
Leuchtturm

3 km rudern mit 4 km/h

laufen mit 6 km/h_

5 km

MuPAD-Funktionen zur Kontrolle: diff, solve.

Kiistenlinie

Musterlésung:
Sei x der Abstand zwischen A und dem Kiistenpunkt, der rudernd anzusteuern ist. Nach Pythagoras
ist die zu rudernde Strecke v/32 + z2, die zum Rudern bendtigte Zeit ist damit

V9 + 2?2
= ~— .
4
Es verbleibt die Strecke 5 — = zu laufen, die dafiir benttigte Zeit ist
b — d—x
2T T
Damit ist das Minimum von
V9422 55—z
t(:l?) = tl + tQ = +
4 6
zu finden:
dt 2-x 1 x 1 —
dr 4-2-/9+22 6 4-V/9+2%2 6
6
= 9-2°=4.09+2%) = 5.2°=36 = 7=~ 2.083

Aufgabe 71*: (Extremwerte. 10 Bonuspunkte)

Man begebe sich ins automatische Abgabe-Tool bourbaki.upb.de/mfpl. Diese Aufgabe
wird dort als 'Miniprojekt 71’ bezeichnet. Es ist dort eine Extremwertaufgabe zu lésen.
Liefere die Antwort im Web-Formular ab.

Es gibt drei Abgabeversuche! Abgaben bis Do, 11.12., 23::59::59 Uhr.

Relevante MuPAD-Funktionen zur Kontrolle: diff, solve.



Musterlésung:
Die generierte Aufgabe lautet: Betrachte einen Quader, bei dem die Seiten a, b der Grundfliche das
Verhiiltnis a/b = (M + Ms)/(M; + M3) aufweisen. Bestimme die Hohe ¢ des Quaders, wenn das
Volumen

a-b-c= (M1+M4+M5+M6+M7)3

vorgegeben ist und die Quaderoberfliche minimal werden soll. Hierbei sind My, ..., M7 die iiblichen
Ziffern der Matrikelnummer.

Losung: Sei
M + My 3
Ci=——= (0Oy=(M;+ M4+ M5+ Mg+ Mp)°.
1 M, + My o = (My + My + Ms + Mg + My)
Die Oberfliche ist
F=2-a-b+2-a-c+2-b-c,

wobei M4 M
1 2
=——=.b=C1-b
My + M3 !
und
a-b-c=C-b-c=0Cy
gilt, also

Cz

C71
Damit ergibt sich die Oberfliche als Funktion von ¢:

F(c)=2-a(c) - b(c)+2- (a(c) + b(c)) e

_9. @Jrz (\/CI;CQ+\/C??C):2~C;2+2-\/E-( Oy + gj )

Sei

Cs=+C1-C2 + =+/Cy-Cy - (1+—>

Das Oberflichenminimum ergibt sich durch

d 2 Cy (3 32 20 2-(05\2/3
:—F e _— = — g R
0 T (¢) =2 —|—ﬁ = ¢ s = ¢ <C3) ,
also
1/3 1/3
1/3
C_<4.c§>1/3_ 4-C3 B 4-Cy ( 4-Cy >/
= 2 = 2 = 2 = 1
s Cl'CQ'(].‘{’C%) C1'<1+%1> Citi+g

1/3 1/3

4 (My + My + Ms + Mg + My)3 4

= < M+ Mo +24 My+Ms = (M1+M4+M5+M6+M7). M+ Mo +24+ My+Ms ’
My+Ms M, +M, M1+ Ms Mi+Ma2



Aufgabe 72%*: (de 'Hospital. 10 Bonuspunkte)
1 — cos(z)

Berechne mittels der de I’'Hospitalschen Regel 1inf(1J 5
€Tr—>

X

Musterlésung:
Zweifache Anwendung von I'Hospital (solange eine %7Situation vorliegt):

d : d o
lim 1 — cos(zx) — lim 4= (1 = cos(z)) — lim sin(x) — lim - sin(x)
x—0 IQ x—0 ixQ x—0 2 -x x—0 i2 -x
dz dz
.. cos(xz) cos(0) 1
ST T2 T3

MuPAD:

>> 1imit((1 - cos(x))/x"2, x = 0)

Aufgabe 73*: (de I'Hospital. 10 Bonuspunkte)
Berechne den Grenzwert lim z*.
z—040
z-In(z)

Anleitung: 2* = e . Forme z - In(z) so um, dass sich fiir z = 0 eine 2-Situation ergibt.

Musterlésung:
Es wird zunéchst li%ri a In(z) per ’'Hospital berechnet:
Tr—
|
lim z-In(z)= lim n(ac)
z—0+0 z—0+0 1/x

Dies ergibt fiir z = 0 eine co/oco-Situation, d.h., wir kénnen "'Hospital anwenden:

1 4 In(z 1
im n(x) = i do T AT ( ): im 7/33 = lim (—z)=0.
z—0+0 1/z  «=0+0 L 1/x 2040 —1/22  2-0+0
Es folgt
lim z-1In(z)
lim 2% = lim *"® = gz—0+0 =e =1.

x—040 z—0+0




Aufgabe 74*: (de 'Hospital. 10 Bonuspunkte)

Man begebe sich ins automatische Abgabe-Tool bourbaki.upb.de/mfpl. Diese Aufgabe
wird dort als ’Miniprojekt 74’ bezeichnet. Es ist dort per de ’'Hospital ein Grenzwert zu
bestimmen. Liefere den Grenzwert im Web-Formular ab.

Es gibt drei Abgabeversuche! Abgaben bis Do, 11.12., 23::59::59 Uhr.

Anleitung: siehe auch Aufgabe 73. Die Ableitung von arctan war in Aufgabe 63.b) zu
bestimmen.

Relevante MuPAD-Funktionen zur Kontrolle: 1imit.

Musterlésung:
Die generierte Aufgabe lautet: Berechne den Grenzwert

lim o (sin((M1 + M) .m)(M1+M3).:c +

x—0+

arctan((My + My) - 2?) )
(My + Ms) - 22 - (1+ Mg + )

Hierbei sind My, ..., M7 die {iblichen Ziffern der Matrikelnummer.

Losung: Der Grenzwert des ersten Summanden ergibt sich analog zu Aufgabe 73:

lim sin((]\/[l + Mg) . z)(MlJrMS)'I = lim 6(M1+M3)-z~1n(sin((M1+M2).z))'
z—0+0 z—0+0

Hierbei gilt nach I’'Hospital:
In(sin((M;1 + Ms) - x))

(8 08 ) =g PCRE
. M+ Ms)-cos((M1+Ms)-x
4 In(sin(Mi 4 My)-w)) R Ge
= lim d = m 2
r—040 o 1/1’ z—040 —1/.’L‘
. (My + M) -z
— (— My + M,) - z) - : )
i, (= eoslM+Me) @) - ) 7)

(M + M) -z )(

= —( lirr}rocos((Ml + Ms) - x)) ) (xﬂgio S TARD)

lim x>:—1-1~0:07

z—0 x—0+0
also
lim (M; + M3) -z - In(sin((My + Ma) - x))
hgr-ls-o sin((My 4 My) - z)MitMs)@ — gz—0+0 =l =1.
Der Grenzwert des zweiten Summanden ergibt sich per I'Hospital (beachte 4 arctan(z) = 1—5-%)

lim arctan((M; + My) - 22 _ & arctan((M,; + My) - 2?)
w050 (M Ms) - (L MoF2) — +=040 4 (1, 1 My) o - (1+ My + 7))

2-(My1+Ma)-x
_ 1+(M1+M4)2-1124

= 1
zi&()Q(M1+M5)(1+M6)£L'+3(M1+M5)£L’2




i 2. (M + M,)
== 11m
SO0 (L (M + M)t - (20 (My+ M) - (1+ M) + 3+ (M, + Ms) - )

M, + My
(M, + M) - (14 Mg)’

Endergebnis:

lim <sin((M1 + M2) . x)(M1+M3)'m +

arctan((My + My) - 2?) ) M, + M,
x—040

(My + M) 22 (1+ Mg +ax)) — (My+ Ms)-(1+ M)’




