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Abgabe von *-Aufgaben am 15.1.2004 in der Ubung.

Aufgabe 91*: (Differentialgleichungen, Separation. 10 Bonuspunkte)

Finde alle ’isoelastischen’ Funktionen, d.h., bestimme die allgemeine Form der Funktionen
f(z), die die Eigenschaft haben, dass die ,,Elastizitat“

 flz)
Il =)

konstant ist.

Musterlésung:
Setzen wir die Elastizitét gleich einer Konstanten e, so ergibt sich eine Differentialgleichung fiir f:

_fwee o f@) e

rel) = Ty =€ fo) " @

Mit y = f(x), f(z) = % lassen sich die Variablen sofort trennen:
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= In(jy]) =eln(jz]) +¢é¢ = In(jy|) = In(jz|*) +¢

S |yl = el In(jz|°)

= y=+ee
—~—
c
= y=c-lz[
mit einer beliebigen Konstanten c¢. Damit ist die allgemeinste Form einer isoelastischen Funktion
f(x) =c-|z|¢, wobei € die konstante Elastizitét ist.

Aufgabe 92*: (Differentialgleichungen, Separation. 10 Bonuspunkte)
a) Bestimme die allgemeine Losung der DGL 3/ — 22 - 2 = 0.

b) Finde die spezielle Losung zur Anfangsbedingung y(1) = 1.

Musterlésung:
a) Separation:

d d d
y -2 =0 = —y:x2~y2 = Y_22a = /—y:/Zde
dx 2 2
1_x3+c N _ 3
y 3 3 YT Tl

Hierbei wurde die Integrationskonstante als £ eingefiihrt, damit das Ergebnis hiibscher aussieht.



b) Anpassen der Konstanten ¢ an die Anfangsbedingung:

3 —y(1 1 3 3
y) = l4ec=—+ = c=——-1

W=-Fr * 3T (0 0

Fiir y(1) = 1 ergibt sich ¢ = —4, also ist die spezielle Losung zu dieser Anfangsbedingung

3 3

y(x):_a:—4:4—a:'

Aufgabe 93*: (Differentialgleichungen, Variation der Konstanten. 10 Bonuspunkte)

a) Bestimme die allgemeine Losung der DGL 3/ — 22 - y = 5.

b) Finde die spezielle Losung zur Anfangsbedingung y(1) = 1.

Musterlésung:
a) Wir brauchen zunichst die allgemeine Losung der homogenen Gleichung 3’ = 2 - y. Wir benutzen
direkt die Losungsformel aus Beispiel 6.16 der Vorlesung:

yn(z) =c- eF(“’),

wobei F(z) irgendeine Stammfunktion von z? ist, also z.B. F(z) = 7”3—3 Die homogene Losung ist

damit
3

yn(z) =c-e.
Nun ’"Variation der Konstanten’. Ansatz fiir die inhomogene DGL:

23

y(a) = cla) - €%
In die DGL 3y — 22 - y = 2° eingesetzt ergibt sich
3 3 3

d(z) e +e(x) 2% e% —a? c(z) % =2a°

x

3 23
= d@)=2"-eT = c) :/x‘%-(fT dx

773 . .
Es verbleibt, die Stammfunktion von x® - e~ zu finden. Substitution z = —%3, dz = —2? dx:

/a:g’-e*% dxz/mS-ez _g;zz/(—x3)~efzdz:3-/z-ezdz.

Partielle Integration:

3/ z - e dz=3- z - é€° —3~/ 1 - e dz=3-2-¢#—-3-¢e*+c.
< =~ <=~ ~— —~~
f g’ f g f! g

Riicksubstitution z = —%-:



Die allgemeine Losung der DGL ¢/ — 22 - y = 2® ist damit
y(z) =c(z)-e3 = (—333-6_T —3-e7 7 —|—é) e = a3 —3+4¢-e7
mit einer beliebigen Konstanten ¢.

b) Anpassen der Anfangsbedingung:

3 ~ 13 ~ 13 ~ —1
y(l)=-1"—-3+¢-e3 =1 = ¢-e3 =5 = ¢-5-e75.

Die spezielle Losung zu dieser Anfangsbedingung ist damit

23 .3

o 5
y(x):71’373+5'67%'6T:758373‘}*5'6?7%:*.%3*34*5'671

Aufgabe 94*: (Differentialgleichungen, 10 Bonuspunkte)
a) Finde die allgemeine Losung der Differentialgleichung ¢/(z) + 2 - y(x) = €*.

b) Finde die spezielle Losung zur Anfangsbedingung y(0) = 1.

Musterlésung:

a) Lose zunichst die homogene DGL durch Separation:
d d d d
—y+2-y(1:):0 = —y:—2~y = Yo od = /—y:—/2dx
dx dx y y

= In =-2.z+¢ = =e FTHE o = te e P = =c-e ?7,
(ly1) Y] y y
c

Variation der Konstanten: y(x) = c(z) - e=%% eingesetzt in y'(x) +2 -y = x:

= yY@)+2-ylx)=d @) e fe(x) (=2 e+ 2 y(z) ="

1
= d@)-e?T=e" = da)=e" T =e¥T = cln) = /e?"“’ de = 3 ¥ 4.
Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist damit
—2-x 1 3-x —2-x 1 T —2-x
y(z) =c(x) - e :(§~e +cl)oe =3e€ +ecr-e
(mit einer beliebigen Konstanten c; ).

b) Anpassen der freien Konstanten an die Anfangsbedingung:

! 1 2
YO = e e =1 5 =1l =

Die spezielle Losung zur Anfangsbedingung y(0) = 1 ist damit



Kontrolle:

! _1 T g._'72~a: . Em s . 2 T
y(x)+2y()—3e+3(26 )+2 (3e+3e ) e’
_ Lo 2 20
y(0) 3¢ +3 e =1 (ok)
Aufgabe 95*: (Differentialgleichungen, 10 Bonuspunkte)
: . S . o / cos(z) :
a) Finde die allgemeine Losung der Differentialgleichung ' (z) — @) y(z) = sin(x).
sin(x
b) Finde die spezielle Losung zur Anfangsbedingung y(%) = 0.
Musterlésung:
a) Lose zunichst die homogene DGL durch Separation:
dy Cf)S(.’E) w0 o dy _ c?s(x) SN dy _ c'os(m) gr - /@ _ / c?s(x) .
dx  sin(x) dxr  sin(x) y  sin(x) Yy sin(x)

Mit der Substitution z = sin(z), dz = cos(x) dzx ergibt sich

1 . ; . y
In(|y|) = / S dz=In(zl) +E=In(lsin(@)) + & = [y] = nIS@DEE Z lsin@D o

=|sin(z)|-e® = y=+e-sin(z) = y=c-sin(z).
~—
C

cos(x)

Variation der Konstanten: y(z) = ¢(x) - sin(z) eingesetzt in y'(z) — (o) Y= sin(x):

cos(x)
sin(x)

~ cos()

y' () = c(z) - sin(x) + c(z) - cos(x) —

sin(z) 4

c(x) - sin(x) O sin(z)

= d(z)-sin(z) =sin(z) = d@)=1 = c@)=x+c.

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist damit

y(z) = ¢(x) - sin(z) = ’ (z+¢p) - sin(x) ‘ (mit einer beliebigen Konstanten ¢y ).

b) Anpassen der freien Konstanten an die Anfangsbedingung:

™ o . ™ o ™
u(3)=(5+a)sn(3)=3+a=0 = a=-3

Die spezielle Losung zur Anfangsbedingung y(7) = 0 ist damit

y(z) = (Jc — g) -sin(x).

cos(z)

Kontrolle: y'(z) — Sn(z) y(x) = sin(x) + (;v - g) - cos(x) —

(G)- (G5 n(5) -0 o0

sin(x)

cos(z) (x T

) -sin(z) = sin(z),



Aufgabe 96*: (lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung, 20 Bonuspunkte)

Bestimme die Losung der Differentialgleichung
y"(x) = 3-y"(x) +4-y () — 12 y(x) = sin(x) + cos(2 - z)
zur Anfangsbedingung y(0) = ¢/ (0) = 3”(0) = 0.

Musterlésung:
Das charakteristische Polynom

M3 A4 0-12=(A=3)- (N2 +4)
hat die einfachen Nullstellen Ay = 3, Ao = 24, A3 = —2-4. Die allgemeine homogene Lésung ist damit
Yhom(T) = c1 - €3+ co-e"?T fez-e T =Cy -3 4+ Oy -sin(2 - x) + Cs - cos(2 - ).
Fiir die spezielle Losung der inhomogenen DGL wird der Ansatz
y(x) =a-sin(z) +b-cos(x) +c-x-sin(2-z)+d-z-cos(2-x)
gemacht (beachte Resonanz fiir den Term cos(2 - )). Einsetzen in die inhomogene DGL liefert
y"(z) =3y (x) +4-y'(x) — 12 = sin(z) + cos(2 - x)

=B3-a—9-b)-cos(x)—(9-a+3-b) -sin(x)+(12-d—8-¢)-sin(2-2) — (8-d+12-¢) - cos(2 - x).
Vergleich mit der rechten Seite sin(z) + cos(2 - x) liefert

3.a4—-9-b=0, —9-a—3-b=1,12-d—8-¢c=0, —8-d—12-c=1

1 1 3 1
= - — b = - — = - — d = — —.
RO} 300 T 52 26
Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist damit
(@) = C1 -3 4 Cy -sin(2-2) + Cg - co8(2-2) — = -sin(w) — = - cos(x) — — -sin(2-2) — — - cos(2-z).
10 30 52 26
Anpassen der Anfangsbedingungen:
1 , 9 " 7
y(O):C’l—FC—— 0,y(0)=3'01+2'2—f 0,y(0)=9'01—4'03—7:0.

30 65 390

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems fiir Cy, Co, Cj ist (z.B. per MuPAD):

43 21 4

“1= 16000 = 66 T sor

507’

also

43 21 4 1 1 3
y(z) = 1690 " e 4 576 -8in(2 - ) + 507 cos(2 - x) — I -sin(x) — 30 - cos(x) — ) -sin(2 - z).



Aufgabe 97*: (Differentialgleichungen, 5 + 10 + 5 Bonuspunkte)
a) Betrachte die homogene lineare DGL zweiter Ordnung

y"(z) +ai(z) -y (z) + ag(x) - y(x) = 0.

Seien y; und yo zwei Losungen. Zeige, dass die ,, Wronski-Determinante* W = y1 - y5 — y2 - 9}
die lineare DGL erster Ordnung

W'(z) = —ay(z) - W(x)

erfiillt.
b) Eine Losung y; der DGL (Schrédinger-Gleichung)

y'(z) +u(@) y(z) =0

(mit einer vorgegebenen Funktion wu(x)) sei bekannt. Benutze das obige Ergebnis fiir die
Wronski-Determinante, um eine DGL 1-ter Ordnung fiir eine zweite Losung yo herzuleiten.
Driicke yo durch y; aus (eine Integration ist notig).

c) Eine erste Losung y; von 3’ = 2 - y/x? ist y = 22. Finde mittels b) eine davon linear
unabhéngige zweite Losung.

Musterlésung:
a) Durch Einsetzen der DGL ¢’ = —ay - ¢y’ — ag - y ergibt sich
W= yp—y2 i) =vys —y2- 9

=y1-(—a1-ys —ao-y2) —y2- (—a1-y; —ao-y1) = —ar - (y1 - ¥o —y2 - y1) = —ar - W.
b) Die Losung der DGL W' = —aq - W fiir die Wronski-Determinante ergibt sich durch Separation
der Variablen zu

x

— =—ay(z)-dz = In(|W]|) —In(|W(zo)|) = —/ ay(§) d§

z0
= W(z)=W(m) e Jann@d

(Die Betragszeichen kénnen entfallen, da W(z) nicht das Vorzeichen wechseln kann und das selbe
Vorzeichen wie W (x) haben muss.) Fiir die DGL y” 4+ u - y = 0 folgt mit a;(z) = 0:

W (x) = const =: —c.
Einsetzen von W = y; -y — yo - y] liefert bei gegebenem y; eine DGL erster Ordnung fiir ys:
Yi-Ys — Y2 Y = —c.

Nach Division durch y7 erhélt man

iyg:yé~y1;yi-y2:% N
dz y, Y yi




c) Aus der obigen Formel fiir y5 folgt mit y;(z) = 2%

57 3 a3 N

*d 1 1 — 1
yo(x) = c- a? - §:c~x2-(—f-—+cl)=?C-;+c~cl~x2.
~~ Co

Cq
Damit ist aus einer ersten Losung y;(z) = 22 die allgemeine Losung

X

y(z) +Cy -2

mit beliebigen Konstanten C7, Cy konstruiert.




