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Die Vorlesung baut nicht streng auf irgendeinem Buch auf, sondern geht ihren
eigenen Weg. Die angegebenen Referenzen dienen dazu, sich unabhdngig vom
Skript entsprechende Grundlagen anzueignen oder spezielle Inhalte zu vertiefen.
Es handelt sich um eine recht willkiirliche Auswahl: Neben den angegebenen
Biichern gibt es sicherlich jede Menge weiterer Literatur, die den behandelten
Stoff analog abdeckt.

Die Janich-Biicher sind allgemein recht elementar geschrieben und leicht und
angenehm zu lesen. Empfehlenswert. Fiir den Stoff dieses Semesters sind 1), 2),
3) besonders interessant.
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5)

K. JANICH : Mathematik 1 (,geschrieben fiir Physiker), Springer, 2001.

Fiir uns relevanter Inhalt: Kapitel 1 - 5: Analysis in R; Kapitel 13: Fourier-
Reihen; Kapitel 8 - 9: Matrizen; Kapitel 11: Determinanten; Kapitel 12:
Skalar- und Kreuzprodukt; Kapitel 21: Eigenwerte- und -Vektoren.

Fiir spater relevanter Inhalt: Analysis im R"™: diverse Kapitel

K. JANICH : Mathematik 2 (,geschrieben fiir Physiker®), Springer, 2002.

Fiir uns relevanter Inhalt: Kapitel 23: Grundlagen der Analysis; Kapitel
24: Funktionenfolgen und Reihen; Kapitel 25: Taylorentwicklung;

Fiir spéater relevanter Inhalt: Analysis im R"™: diverse Kapitel

K. JANICH : Lineare Algebra, Springer, 2002.

Alles iiber Lineare Algebra und Matrizen, was man als Physiker wissen
sollte. Sehr zu empfehlen.

K. JANICH : Analysis fiir Physiker und Ingenieure, Springer, 2001. Funk-
tionentheorie, Differentialgleichungen und spezielle Funktionen.

K. JANICH: Funktionentheorie — Fine Finfiihrung, Springer, 1999.

Hinweis fiir spéter: zum FErlernen der Theorie komplexer Funktionen ist der
Funktionentheorie-Band 5) absolut empfehlenswert.
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[Pap] LOTHAR PAPULA: Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler.

Band 1 - 3 + Mathematische Formelsammlung. Braunschweig/Wiesbaden:
Vieweg 2001. (P41 TBG2788)

Recht elementar und mathematisch nicht sehr tief gehend; dafiir leicht und
angenehm zu lesen. Dies sind Standardbiicher und grofle Renner bei den
Ingenieuren. Hier steht , fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler” drauf: diese
Reihe ist allgemein fiir eine anwendungsorientierte Kundschaft sehr geeignet,
die sich weniger fiir das Abstrakte in der Mathematik interessiert. Ubungen
und Anwendungsbeispiele sind speziell auf Ingenieure zugeschnitten.

Hier ist zunéichst Band 1 interessant: er umfasst Folgen, Reihen, Stetigkeit,
Differentialrechnung, spezielle Funktionen und Integration.

Band 2 umfasst die Lineare Algebra und komplexe Zahlen. Weiterhin viele
weitere Dinge, die im ersten Semester noch nicht so interessant sind.

Band 3 umfasst mehrdimensionale Differential- und Integralrechnung (inter-
essant fiir das 2-te Semester). Dariiberhinaus Stochastik (fiir uns nicht ganz so
interessant).

[TI] S. TiMMAN: Repetitorium der Analysis Springe: Binomi-Verlag.

Eigentlich kein ’Repetitorium’, sondern eine vollstindige Einfiithrung mit
Definitionen etc. Recht elementar geschrieben, sehr iibersichtlich. Gelungener
Kompromiss zwischen mathematischem Tiefgang und guter Lesbarkeit auf fiir
Nicht-Mathematiker. Grundlagen, Folgen und Reihen, Stetigkeit, Differential-
und Integralrechnung. Zahlreiche Ubungsaufgaben mit Musterlésungen.

[Bla] C. BLATTER: Analysis I, II, III Berlin: Springer 1991.

Abstrakter und anspruchsvoller. Recht kompakt.

Band 1 umfasst Folgen, Reihen, Stetigkeit, Differential- und Integralrechnung.
Band 2 enthélt mehr zur Integralrechnung, Kurven, Funktionenfolgen, Po-
tenzreihen und Differentialrechnung im R™ (relevant fiir das 2-te Semester).
Band 3 behandelt die Integralsétze im R"™ (relevant fiir das 2-te Semester).

[For] O. FORSTER: Analysis 1 - 3. Vieweg. 2001. (P41 TIA 2647)

Abstrakt und anspruchsvoller. Recht kompakt. Standardwerk fiir Mathema-
tikstudenten. Band 1 umfasst Folgen, Reihen, Stetigkeit, Differential- und
Integralrechnung einer Verédnderlichen (Stoff des 1-ten Semesters). Die Bénde
2 und 3 umfassen die mehrdimensionale Analysis und sind ab dem 2-ten
Semester relevant.
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Kapitel 1

Sammelsurium (Notation,
logische Aussagen,
Zahlenrdume etc.)

Dieses Kapitel dient im Wesentlichen dazu, eine einheitliche Notation und
Sprechweise fiir die spiteren Kapitel zu schaffen. Die Inhalte (nicht unbedingt
die Formalisierungen) sollten aus der Schule bekannt sein. Eventuell sind die
komplexen Zahl neu.

1.1 Notation, logische Aussagen

Notation 1.1:

Folgende Standardbezeichnungen und Symbole sollten aus der Schule be-
kannt sein und werden auch hier verwendet werden:

e Mengen: {1,2,3,z,y, 2}, {x € R;2? + 25 - 2 > 29},
die leere Meng: ) oder auch {},

¢ Elemente von Mengen: x € A bedeutet ,x ist aus der Menge A,
Vereinigung: AU B = {z; z € A oder x € B},
Durchschnitt: AN B = {z; z € A und = € B},

Teilmengen: A C B heifit: alle Elemente von A sind auch in B
enthalten,

Obermengen: B D A ist dquivalent zu A C B,
Differenzmengen: A\ B = {z € A; = ¢ B},
e N = die Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...},
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o No = {0}UN={0,1,2,3,...},

e 7 = die Menge der ganzen Zahlen = {...,—2,—1,0,1,2,...},
e Q = die Menge der rationalen Zahlen = {Z;z € Z;n € N},

e R = die Menge der reellen Zahlen,

Intervalle:
(a,b) = {zeRja<z<b}, ,offene” Intervalle,
[a,b] = {z€R;a<x<b}, ,geschlossene® Intervalle,
(a,b] = {ze€R;a<z<b}, ,halboffene” Intervalle,
[a,b) = {z €Rja<xz<b}, ,halboffene“ Intervalle,

e C = die Menge der komplexen Zahlen (siehe Abschnitt 1.5),

e kartesisches Produkt: A x B = {(a,b);a € A,b € B},

e ., Unendlich*: +o0,

e Wurzel: x = \/y mit y € [0,00) ist die positive Lésung von z? = y.

Elementare Rechenregeln 1.2:

FEinige aus der Schule bekannte Rechenregeln fiir’s Potenzieren:

o 20 =1,
o = =
o pOth = g gf,

o (290 = zb,

—

Eine logische Aussage ist eine Aussage, der man genau einen der Wahrheitswerte
,2wahr“ oder ,falsch®“ zuordnen kann. Beispiele:

(A1) Die Zahl 5 ist eine Primzahl.

(A2) Es gibt eine grofite Primzahl.

) (2<21234567)) ) . .
(A3) Die Zahl 2 + 123 ist eine Primzahl.

Hierbei ist A1 wahr und A2 falsch, wihrend der Wahrheitsgehalt von A3 unklar
ist (aber entweder 'wahr’ oder ’falsch’ sein muss).

Logische Aussagen werden iiber die Symbole
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Ay = Ay = aus A; folgt As“
= , A, ist wahr, wenn A; wahr ist“
= A ist falsch, wenn As falsch ist“,
Al & Ay , Ao ist genau dann wahr, wenn A; wahr ist®

»,Ag ist genau dann falsch, wenn A; falsch ist*
, A1 und As sind dquivalent*

zu neuen logischen Aussagen miteinander verkniipft. Beispiele:
(a) Ist n eine Primzahl, so ist n + 1 keine Primzahl.
(b) Ist n ein ungerade Primzahl, so ist n 4 1 keine Primzahl.
(c) x € R ist genau dann positiv, wenn (z + 1)% > (z — 1)? gilt.
Mit
a1: n ist eine Primzahl,
as:  n+ 1 ist keine Primzahl,
a3: n ist eine ungerade Primzahl,

as:  x € R ist positiv,
as:  fiir z gilt (z +1)2 > (x — 1)?

werden die obigen Aussagen kiirzer als
(a): a1 = ag, (b): as = ao, (¢): a4 & as

formuliert. Hierbei ist (a) nicht fiir jedes n wahr (die Ausnahme ist n = 2),
wihrend b) und c) fiir jedes n bzw. x wahr sind.

Typische Aussage werden mit Hilfe ,,logischer Quantoren* formuliert:

v L fir alle®,

3 ,es gibt (mindestens) ein®,
3! es gibt genau ein“,

A ,es gibt kein*.

Beispiele:
(A Ve eRIyeR: z =1y
Klartext: fiir jedes € R gibt es (mindestens) ein y € R mit z = y2.
(B) Vx € [0,00) Iy € R : x = y%
Klartext: Fiir jedes x € [0,00) gibt es (mindestens) ein y € R mit x = y2.
(C) Vz € [0,00) Ay € R : z = 32,
Klartext: Fiir jedes x € [0, 00) gibt es genau ein y € R mit z = 32.
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(D) Vx € (—00,0) Ay € R:z =y

Klartext: Fiir jedes x € (—00,0) gilt: es gibt kein reelles y mit z = y2. In
besserem Deutsch: Fiir kein € (—o0, 0) gibt es ein reelles y mit x = y>.

Hierbei ist (A) falsch, (B) richtig, (C) falsch und (D) richtig. Man sollte diese
Schreibweisen kennen, um Aussagen in Mathe-Biichern lesen zu kénnen. Ich
werde hier versuchen, die Quantorenschreibweise weitmoglichst zu vermeiden
und die Aussagen im Klartext ausformulieren.

1.2 Die natiirlichen Zahlen, vollstindige Induktion

Die Menge der natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} bzw. Ny = {0,1,2,3,...}
ist aus der Schule wohlvertraut. Man kann N mathematisch durch die folgenden
Axiome (die ,,Peano-Axiome*) festlegen:
Axiomatisierung von N 1.3:
(P1) Es gibt ein ausgezeichnetes (,kleinstes“) Element 1 € N.
(P2) Es gibt eine ,Nachfolgerfunktion“ v : N — N\ {1} mit den FEigen-
schaften:
(P2a) Fiir jedes Paar ni,ng € N gilt: ny #na = v(n1) # v(na).
(P2b) Besitzt eine Teilmenge A C N die Eigenschaften

1)1€ A,
2)neA = wv(n) €A,
so folgt A = N.

Die durch diese Eigenschaften bestimmte Menge N = {1, (1), v(v(1)),... } ist
uns als N = {1,2,3,...,} vertraut. Wir benutzen dabei die iibliche Bezeichnung

Die Nachfolgerfunktion v(n) = n+ 1 ist eine schrecklich umstédndliche Notation
und wird durch die iibliche Addition ausgedriickt. Das Axiom (P2b) ist das
, Prinzip der vollstandigen Induktion®:

Sei A(n) eine Aussage iiber eine natiirliche Zahl n. Kénnen wir A(1) be-
weisen und zeigen, dass aus der Aussage A(n) die Aussage A(n+ 1) folgt,
so folgt aus (P2), dass die Menge A := {n € N; A(n) ist richtig} ganz N
ist, also A(n) fiir alle n in N gilt.
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Beispiel 1.4: Behauptung:
. 1
A(n) : S i = n-(n+l1)

Beweis durch Induktion nach n:
Induktionsstart: A(1) ist die Aussage 23:11' = # Diese Aussage A(1): 1=1ist
trivialerweise richtig.

Schritt n — n 4 1: Fiir irgendein gegebenes n gelte A(n), also > ., = n-(n+1)/2.
Wir folgern hieraus A(n + 1):

n+1 n

»i= (Zz) + (n+1)’4§”w + n+1

‘ . 2
=1 1=1

S nP+n+2-n4+2 (n+1)-(n+2)

B 2 B 2 '
Unter Benutzung der Giiltigkeit von A(n) haben wir die Giiltigkeit von A(n+1) bewie-
sen. Das Prinzip der vollstdndigen Induktion sagt uns, dass A(n) fiir alle n € N richtig
ist.

1.3 Die rationalen Zahlen

Wir haben N iiber die Peano-Axiome mathematisch sauber definiert. Ange-
nommen, wir hétten die ganzen Zahlen Z (aus vielen Schuljahren zumindestens
intutitiv bekannt) mathematisch sauber definiert (was wir hier nicht haben), so
konnten wird die Menge der rationalen Zahlen als die Menge aller Briiche

Q:{i; z € 7 nEN}

n

definieren. Eine rationale Zahl wére somit so etwas wie das Paar
G (Zahler z, Nenner n).
q

Hier gibt es ein formales Problem, da z.B. 1/2 = (1,2) und 2/4 = (2,4) iiber-

einstimmen sollen. Man kann das ,, Kiirzen“ von Briichen mathematisch sauber
fassen, indem man ,, Aquivalenzklassen“ von Paaren einfiihrt:

(z,m) ~ (Z,n), wenn z -1 = Z - n gilt.

Hier gehen Physikstudent und Mathematikstudentin nun zunéchst eine Weile
getrennte Wege (konnen spéter aber wieder zueinander finden). Wir akzeptieren
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als Physiker den aus der Schule bekannten ,intuitiven“ Umgang mit rationalen
Zahlen {iber die vertrauten Rechenregeln wie z.B.

z1 2 zngtncz 21 Qi(zl-zg)

ni o ng ni-ng 0 omp omg (n1-mg)

Die Mathematikerin wiirde formal eine Addition und eine Multiplikation auf
den Aquivalenzklassen der Paare (Zihler, Nenner) definieren und dann zeigen,
dass diese Definitionen sich als die obige Addition/Multiplikation von Briichen
interpretieren lassen. Sind auf diese Weise alle aus der Schule vertrauten Re-
chenregeln formal bewiesen, trifft man sich wieder und entwickelt die Theorie
weiter. Der Physiker-Weg des ,,es wird schon alles zusammenpassen® ist dabei
deutlich kiirzer.

Satz 1.5: (Abzihlbarkeit von Q)

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar, d.h., es gibt eine inver-
tierbare Abbildung von N nach Q.

Beweis: Wir betrachten zunéchst die positiven rationalen Zahlen
z
Q= {—; zGN,nEN}.
n

Jedes ¢ € Q4 findet sich nach Kiirzen von Nenner und Zdhler an einem eindeutig
bestimmten Punkt des Schemas

n\z 1] 2]3]...

1 * | % *

2 * | % *

3 * | % *

Dieses Schema wird links oben startend wie folgt durchlaufen:

n\z| 1]2]3]..
L | = |/ =/
2 || /17
3 117
LS

/

Uberspringt man dabei die Stellen, die nach Kiirzen von Zéhler und Nenner
einer frither schon gefundenen rationalen Zahlen entsprechen, hat man die in-
vertierbare Abbildung N — Q. explizit konstruiert (wenngleich ich mich scheue,
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die Abbildungsvorschrift explizit hinzuschreiben). Analog ist die Menge Q_ der
negativen rationalen Zahlen abzihlbar (denn Q4 und Q- lassen sich durch
qg € Qr — —q € Q_ ein-eindeutig aufeinander abbilden). Die Vereinigung
Q4+ U Q- abzédhlbarer Mengen ist offensichtlich wieder abz#ihlbar (Aufgabe 5,
Blatt 1) und damit auch Q = {0} UQ4 UQ-_.

Q.E.D.

1.4 Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen und die komplexen Zahlen des néchsten Abschnitts sind die
Zahlen, mit denen es der Physiker meistens zu tun hat.

Axiomatisierung von R 1.6:
Die Menge R der reellen Zahlen mit der Addition

+: (r,yy eRxR — zxz4+yeR
und der Multiplikation
(r,y)) eERxR — =x-yeR

hat folgende Eigenschaften:

(R0O) Addition und Multiplikation sind kommutativ, assoziativ und
distributiv, d.h., fiir alle x,y, z € R gilt:

r+y=y+z, (r+y)+z=x+(y+2),
roy=y-x, (x-y)-z=x-(y-2),
r-(y+z)=x-y+x-z

(R1) Es gibt zwei ausgezeichnete Elemente 0 und 1 in R, fiir die x +
0 =x und 1-x = z fiir alle x € R gilt. Bezeichnung: 0 ist das
,heutrale Element der Addition*, 1 ist das ,,neutrale Element
der Multiplikation*.

(R2) (Inverse bzgl. der Addition) Zu jedem x € R gibt es genau ein Ele-
ment T mit x + T = 0. Bezeichnung: T = —x.

(R3) (Inverse bzgl. der Multiplikation) Zu jedem x € R\ {0} gibt es genau
ein Element & € R\ {0} mit z - # = 1. Bezeichnung: & = 1/x = z7L.

(R4) (Anordnung) Es gibt eine Teilmenge Ry C R (die positiven reellen
Zahlen), fiir die gilt:

0#1'6R+ = —$¢R+,
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02z ¢Ry = —zeRy,
z,yeRy = z4+yecRy, z-ye R,

Bezeichnung: wir schreiben x < y, wenn y —x € Ry gilt. Wir schrei-
ben x <y, wenn x < y oder x =y gilt.

Definition: FEine Zahl § € R heiflit obere Schranke ciner Teilmenge
A C R, wenn a < (3 gilt fiir alle a € A. Eine Teilmenge A C R heifit
nach oben beschrinkt, wenn es (mindestens) eine obere Schranke von
A gibt.

(R5) (Supremumsaxiom) Jede nach oben beschrénkte nicht-leere Teilmen-
ge A C R besitzt eine kleinste obere Schranke in R, die als das ,,Su-
premum von A

sup A = min{f8 € R;a < fVa € A} € R.

bezeichnet wird.

Wir sind aus der Schule bereits an viele weitere Vereinbarungen und Notationen
gewOhnt. Beispielsweise schreiben wir einfach

rT+y+z, x-y-z,

denn die Assoziativitit garantiert, dass eine Klammerung wie z.B. (x +y) + z
bzw. x + (y + z) nicht noétig ist. Wir benutzen die abkiirzenden Notationen

T
r—y:=z-(-y), —=z-y
oder benutzen auch

y>x statt z <y

usw. Die aus der Schule vertrauten Rechenregeln lassen sich durch miihselige
Kleinarbeit alle aus den Axiomen (R0O) — (R5) herleiten (,,beweisen). Hier nur
ein paar kleine Beispiele.

Behauptung: Man darf Ungleichungen addieren.
Beweis: Fiir i = 1,2 gilt: z; < y; bedeutet y; — z; € Ry. Nach den Axiomen
folgt y1 — x1 +yo — 2 € Ry, was als x1 + x2 < y1 + y2 geschrieben wird, also:

T <Y, T2 <yYy2 = T1+x2 <Y+ Y2

Q.E.D.
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Behauptung: 0-z =0 Vz € R.
Beweis: Aus den Axiomen folgt:

0-2=0+0)-2=0-2+0-x.

Addiert man das nach den Axiomen existierende —(0 - ) zu dieser Gleichung,
erhélt man 0 =0 - z.
Q.E.D.

Behauptung: (—1) -z = —z Vz € R.
Beweis: Mit dem Distributivgesetz:

z+(-1)-z2=2-1+(-1))=2-0=0.

Also ist (—1) -z das Inverse von z bzgl. der Addition, welches als —z bezeichnet
wird.

Q.E.D.

Aus der Schule ist folgende “Rechenregel” bekannt:

,»Bei Multiplikation einer Ungleichung mit einer negativen Zahl dreht sich
die Ungleichung um“: z<0,y<z = z-y>zx-=z.

Beweis: © < 0, y < z bedeuten —z € Ry, z —y € R;. Aufgrund der Axiome
fir Ry folgt (—x) - (¢ —y) € Ry, also x -y — 2z -z € Ry, was wiederum als
x -z < x -y geschrieben wird.

Q.E.D.

Korper-Axiome 1.7:

Eine Menge R mit einer Addition und einer Multiplikation, die die Eigen-
schaften (R0) — (R3) erfiillt, heift Korper. Ein Kérper, der zusétzlich die
FEigenschaft (R4) hat, heifit angeordneter Koérper.

Die Menge der rationalen Zahlen Q erfiillt offensichtlich die Eigenschaften (RO)
— (R4), also: auch Q ist ein angeordneter Koérper. Was also ist der Unterschied
zwischen Q und R? Es ist das Supremumsaxiom (R5)! Historisch gesehen geht
es um die Tatsache, dass es Zahlen wie v/2 € R gibt, die sich (zum Entsetzen
der alten Griechen) als irrational herausstellten:
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Satz 1.8: (1/2 ist irrational)
Es gibt keine rationale Zahl ¢ € Q mit ¢° = 2.

Beweis: Wir brauchen nur die Nichtexistenz von positiven ¢ € Q4 mit ¢% = 2
zu betrachten, denn mit ¢? = 2 gilt auch (—¢)? = 2, d.h., mit einer negativen
rationalen Losung von ¢? = 2 hitten wir automatisch auch eine positive ratio-
nale Losung.

Die typische Formulierung ist: wir kénnen 0.B.d.A. (,ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit*) ¢ > 0 voraussetzen.

Wir fiihren einen indirekten Beweis zur Nichtexistenz von ¢ € Q4 mit ¢? = 2.
Angenommen, es existiert ¢ = z/n mit z € Z,n € N und ¢®> = 2. Wir setzen
voraus, dass z und n teilerfremde natiirliche Zahlen sind (wenn nicht, ersetzen
wir z und n durch die teilerfremden Werte, die nach Kiirzen entstehen). Aus
q> = 2 folgt

22=2.n2 mit z,neN.

Hieraus folgt, dass z gerade sein muss (sonst konnte 22 nicht den Faktor 2
enthalten). Damit enthilt 22 den Faktor 4. Damit muss n gerade sein, denn
sonst wire 2 - n? nicht durch 4 teilbar.

Sowohl z als auch n miissen also durch 2 teilbar sein, wenn (z/n)? = 2 gilt.
Widerspruch zur Teilerfremdheit von z und n! Das einzig zweifelhafte Glied der
Beweiskette ist die Annahme, es giibe ein ¢ = z/n € Q4 mit ¢* = 2. Also muss
diese Annahme falsch gewesen sein.

Q.E.D.

Beispiel 1.9: Wir wissen, dass v/2 € Q gilt Wir kénnen nun aber die Existenz von /2
als die positive Losung von 22 = 2 mit z € R beweisen. Wir setzen ganz konstruktiv

B:=sup {r € Ry; 2% <2}

und beweisen, dass 3 € R existiert und 3% = 2 gilt.
Fiir die Existenz von § ist nur zu zeigen, dass die betrachtete Menge

nach oben beschriinkt ist. Dies ist leicht: aus 22 < 2 folgt sicherlich < 1.5, denn fiir
x > 1.5 wiirde 22 > 1.5%2 = 2.25 > 2 folgen, wir betrachten aber nur  mit 22 < 2. Also
ist 1.5 eine obere Schranke der Menge A.

Als allgemeines Prinzip gilt, dass das Supremum einer nach oben beschrinkten Menge
eindeutig ist. (Dies ist ein Quickie. Die einzige wirkliche Herausforderung besteht
darin, dies auf einem Zeitungsrand zu beweisen).

Damit stellt obiges 3 wegen des Supremumsaxioms eine eindeutig definierte Zahl in R
dar. Es bleibt zu beweisen, dass 32 = 2 gilt. Das ist etwas miihseliger.
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Behauptung: 3 =sup {z € Ry; 2® <2} erfiillt 5% = 2.
Beweis: Sicherlich gilt 5 > 0, also speziell 2 + 3 > 0.

Angenommen, es gilt 4% < 2. Dann kann 3 keine obere Schranke von A sein, denn

z.B. die Zahl
a_5+2—62_2¢%Hﬁ+2—52_2+2ﬁ
- 24+0 2+ 3 T 248
0
>

wire echt grofer als . Sie liegt aber in A, denn es gilt

2:4+8~ﬂ+4~52  (84+8-+2-4%)—-2-(2-0?)

2+6?2 (2+0)?
22epr-2 ), 2
B R R CEy L
>0

Widerspruch zur Annahme, dass (3 obere Schranke von A ist!

Angenommen, es gilt 32 > 2. Dann kann 3 nicht die kleinste obere Schranke von A
sein. Z. B. ist die Zahl

2-4* 2.5+ +2-p5> 2+2.8

2403 2+ 13 T 248
0
<

B =p+

kleiner als 3. Sie ist aber eine obere Schranke von A, denn wegen

_4+8-8+4-52 (8+8-8+2-8%)+2-(52—2)

ﬁ/2 — —
(2+B)? (2+ )2
_2-(248)2+2-(82-2) B2
- CENE BN CF P
>0

gilt:
acAd = d*<2 = d®<p? = a<p.

(Im letzten Schritt wird ausgenutzt, dass wir bereits wissen, dass 8’ = (242-08)/(2+5) >
0 gilt, da sicherlich 5 > 0 gilt.) Widerspruch!

Wir haben gezeigt, dass weder 32 < 2 noch 32 > 2 gelten kann. Es bleibt nur 32 = 2.
Q.ED.
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Analog zu oberen Schranken heifit & € R untere Schranke einer Teilmenge
A CR, wenn a < q fiir alle a € A gilt. Wir fiithren die grofite untere Schranke
als das Infimum von A ein, indem wir es auf das Supremum zuriickfithren:

inf A= —sup {—a; a € A}.

Man kann leicht nachrechnen, dass dies in der Tat die grofite untere Schranke
von A ist. Da die Existenz von Suprema/Infima eine so wichtige strukturelle
Eigenschaft der reellen Zahlen darstellt, stellen wir das Supremumsaxiom noch
einmal heraus:

Das Supremumsaxiom 1.10:

Jede nach oben beschrinkte nichtleere Teilmenge A von R besitzt eine
kleinste obere Schranke (,,das Supremum® von A):

sup A =min{B € R; a < fVa € A}.

Jede nach unten beschrénkte nichtleere Teilmenge A von R besitzt eine
grofite untere Schranke (,,das Infimum* von A):

inf A =max{a € R; a <aVae A}

Die Existenz des Minimums/Maximums aller oberen/unteren Schranken, wel-
che das Supremum/Infimum definieren, ist die gewiinschte Vollstandigkeit der
reellen Zahlen, die R z.B. von QQ unterscheidet und uns die Existenz der iiber Q
hinausgehenden irrationalen Zahlen wie Wurzeln etc. garantiert. In der Tat ist
»R deutlich grofler als Q7. Beispielsweise konnen die reellen Zahlen nicht mehr
durch N indiziert werden (d.h., es gibt keine Zahlenfolge (x,), die R vollsténdig
durchléuft):

Satz 1.11: (Uberabzihlbarkeit von R)

Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar, d.h., es gibt keine
invertierbare Abbildung von N nach R.

Beweis: (Nach Chr. Blatter, Analysis I) Betrachte eine beliebige Abbildung
n € N — z, € R. Wir kénnen stets (mindestens) eine Zahl in R konstruie-
ren, die nicht in der Menge {z,;n € N} enthalten ist. Dazu definieren wir die
abgeschlossenen Intervalle

[a1,b1] = [x1 + 1,21 + 2],

und

[an, 73"1”4%"], falls @, 11 > 7“”?“,

[2ntdba b ] falls 24 < 2ofbe,

[ant1, bpt1] = {
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Anschaulich: [a, 41, by t1] ist das linke Viertel von [ay,, b,], wenn z,41 rechts von
der Mitte sitzt und das rechte Viertel, wenn x,4; links von der Mitte sitzt.
Damit steigen die a,, monoton, die b, fallen monoton, und es gilt

ap<az<az<... < ...<b3<by <0y,

also
[al,bl] D) [ag,bz} D) [ag,bg} D...D [a,ﬂ],

wobei a = sup{ay;n € N}, 8 = inf {B,;n € N}. Ausserdem gilt nach Kon-
struktion z,, & [ay,by,], also
Ty & [an, bp] D [ant1,bn+1] D ... D [a, B

Damit gibt es die beiden Zahlen & € R und 8 € R (die evtl. iibeinstimmen
kénnen), die von allen z,, verschieden sind.

Q.ED.

Bemerkung 1.12: Existiert in A C R ein maximales Element, so ist dieses
Maximum auch das Supremum:

sup A = max A.

Aber nicht jede beschriankte Menge hat ein maximales Element. Z.B. hat A =
[0,1) kein Maximum, denn das Supremum sup A = 1 (der einzige Kandidat fiir
das Maximum) liegt nicht in A.

Merke: Im Gegensatz zu Maxima/Minima existieren
Suprema/Infima beschréinkter Mengen in R immer!

Zuletzt noch der fiir die Analysis unersetzliche Begriff des Betrags einer reellen

Zahl
2| = x falls z >0,
"1 —x falls z <0.

Uber den Betrag erhiilt man den Begriff des Abstands |z — y| zweier Zahlen.
Die fundamentale Eigenschaft des Betrags- bzw. Abstandsbegriffs ist die:

Dreieckungleichung 1.13:
Fiir alle x,y € R gilt die ,,Dreiecksungleichung

|z +y| < |z|+ [yl

und die ,,umgekehrte Dreiecksungleichung:

2] = Jyl| < o = yl.
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Beweis: Die Dreiecksungleichung ist durch einige Fallunterscheidungen leicht
zu iiberpriifen (Aufgabe 6, Blatt 1). Die umgekehrte Dreiecksungleichung folgt
unmittelbar aus der Dreiecksungleichung. Ersetzt man x durch x — y, erhalt
man

[z —y)+yl <lz—yl+yl, also |z| <[z —y[+ |y|.

Ersetzt man y durch y — x, erhédlt man
[z 4+ (y — )| < [z + |y — [, also [y <[z + |z —yl.
Die beiden resultierenden Ungleichungen
[ =yl <z —yl, [yl = 2| <[z -yl

lassen sich zur umgekehrten Dreiecksungleichung

2] = Iyl < =~

zusammenfassen.

Q.E.D.
1.5 Die komplexen Zahlen
Motivation: die Gleichung 22 = —1 hat offensichtlich keine reellen Losungen, da,

x? > 0 fiir jedes reelle z gilt. Um auch diese Gleichung lésen zu koénnen, muf
man neue Zahlen einfiihren: die komplexen Zahlen. Die grundsétzliche Idee
ist ganz einfach: man fiihrt ein neues Symbol i ein, das v/—1 reprisentieren soll.
Es wird einzig und allein durch die Rechenregel i2 = —1 festgelegt. Ansonsten
behélt man alle aus dem Reellen bekannten Rechenregeln einfach bei.

1.5.1 Definitionen

Definition 1.14: (Die komplexen Zahlen)

Die Menge der komplexen Zahlen C ist die Menge aller formalen
Summen der Form
C={z+iy z,y eR}
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Fiir z=x+1-y € C nennt man = den Realteil und y den Imaginérteil
von z.

Zahlen z = x + 1 - 0 mit y = 0 nennt man reell, schreibt auch kurz z = x
und identifiziert z mit x € R.

Zahlen z = 0+ 4 -y mit x = 0 nennt man imaginér und schreibt auch
kurz z=1-y.

Der Nullpunkt z = 0+ i - 0 wird auch kurz als z = 0 geschrieben.
Auf C definieren wir die Addition

z1+zo=(r1+i-y1)+ (w2 +i-y2) = (x1 +x2) +i- (y1 + y2)
—_—— ——
€R €RrR
sowie die Multiplikation

1oz = (w14+1-y1) (e +i-y2) = (X1 -2 —y1 - y2) +i- (1 - Y2 +22-41) -
€R €R

Interpretation 1.15:
Hinter dieser Definition der Multiplikation steckt i*> = —1:

ivi=0+i-1)-0+i-1)=0-0—-1-1)4i-(0-141-0)=—1.

Man braucht sich die formale Definition der Multiplikation nicht zu mer-
ken: man benutze einfach die iiblichen aus R bekannten Rechenregeln
(Kommutativitit a - b = b - a, Assoziativitdt (a-b)-c = a- (b-c), das
Distributivgesetz a - (b4 ¢) = a-b+ a- c etc.), und setze beim Rechnen

=1, F=@®)i=—i, i'=(%)i=(-i)i=—(%) =1
usw. ein:

(x1+i-y1)~(:62+i-y2)Z:El-x2+i~$1-y2+i-x2~y1+\ii-y1~yz
—1

=x1-To+i-21-Y2+i- T2y —y1-y2 = (T1-T2—y1-Y2) +i-(T1-y2+x2-Y1).

Folgerung 1.16:

Wir konstruieren eine Division fiir z =z +i-y#0+:¢-0=0:

1 1 1 T—1-Y
z x4ty xTH+1y Tr—1-Y
T—1-y T—1-y x ) Y

@tig) (x—iy) 22-(y? 2Z+y? | 2y
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Allgemein:

2 witicyn (@iticoy) - (w2 — i y9)

zg wpFicyr  (w2+i-y2)-(v2—1-y2)

_ (x1 o4+ y1-y2)+i-(—x1-ya+2x2-41)
x5+ s +i- (v2-ya — w2 - ya)
T1-T2+ Y1 Y2 . T2 Y1 — 21 Y2

:——'—Z
x3 + Y3 x5+ Y3

Definition 1.17: (komplexe Konjugation etc.)

Es werden folgende speziellen Operationen auf den komplexen Zahlen ein-
gefiihrt:

R(z) = Rax+i-y) = x (der Realteil von z),
S(z) = S(x+i-y) = y (der Imaginérteil von z),
2l = |r+i-y = a2+ (der Betrag von z),
Z = z+i-y = wx—i-y (daskomplex Konjugierte
von z).

Merkregel 1.18:

Die Division komplexer Zahlen lduft auf den Standardtrick ,Erweitern
mit dem komplex konjugierten Nenner hinaus“:

2 wmitioyn (@iticoy) (@2 —iye) 2 Z

zo  mati-ya (zati-y2)-(xo—i-y2) 22-Za

Satz 1.19: (Rechenregeln)

Fiir alle z,z1,20 € C gilt: ,Kommutativitdt“ und ,Assoziativitét* von
Multiplikation und Division

Z] R =29 21, (Z1-22)'Z3:Z1'(2’2‘23),

r 1 1 (1 1)1_1(1 1)
21'22_22 Zl’ zZ1 22 23_21 z9 23’

,Linearitat* von R, § und Konjugation

R(z1+22) = R(21)+R(22), S(z1+22) = S(21)+S(22), 21 + 22 = Z1+72,
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wMultiplikativitit® des Betrags und der Konjugation

21 |21] _ Z1 z1
‘Z1-2’2|:|21‘-|22‘, — | = T, 21 RQ = 21 22, — | = —
29 | 22| 22 Z2
sowie die Beziehungen
2 =2 - 2 2 A1 _ 2122
=l =2 =R S 2=
und die ,,Dreiecksungleichung*:
|21 + 22| < |21 + |22].
Beweis: Alles ist direkt nachzurechnen, z.B.
oder (wie schon oben durchgefiihrt):
21 Z1-%Z2  Z1-Z2
Z2 22 %2 Bk
Q.E.D.

Beispiel 1.20: In MuPAD wird i = +/—1 durch I dargestellt:

>> sqrt(-1)

>> 172
-1

Die MuPAD-Funktionen Re, Im, conjugate und abs berechnen Real- und Imaginérteil,
komplexe Konjugation und den Absolutbetrag:

>> z:= 2 + 3xI:
>> Re(z), Im(z), conjugate(z), abs(z)
1/2
2, 3, 2-31, 13
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Geometrische Interpretation 1.21:

Man stellt sich iiblicherweise die Menge der komplexen Zahlen als 2-
dimensionale Ebene (,,die komplexe Ebene*) vor:

iy

4 C
z=r+1i-y
2|
3(2) = [2| - sin(e)
L .
R(2) = |z] - cos(p) v
Z=x—1-Yy

Der Betrag von z ist der Abstand zum Ursprung, komplexe Konjugation
entspricht der Spiegelung an der x-Achse (,,die reelle Achse*). Die y-
Achse wird auch als ,,imaginiire Achse* bezeichnet.

Geometrisch ist C nichts anderes als R?>: z +1i-y € C = (z,y) € R2,
Die komplexe Addition entspricht genau der Addition von Vektoren im
R2. Algebraisch besteht der Unterschied zwischen C und R? darin, dass
man auf C neben der Addition noch eine Multiplikation C x C + C hat,
wohingegen es auf R? keine interessante Multiplikation zweier Vektoren
gibt, die wieder einen Vektor liefert (auBer derjenigen, die R? zu C macht).

Bemerkung 1.22: Fiihrt man den eingezeichneten Winkel ¢ zwischen dem
., Vektor“ z und der reellen Achse ein, so gilt mit den aus der Schule bekannten
Winkelfunktionen sin und cos:

z=x+1i-y=|z|cos(p)+1-]|z|-sin(p).

Die Darstellung z = x + ¢ - y nennt man die Kartesische Darstellung der
komplexen Zahl z durch Real- und Imaginérteil. Die Darstellung

z=|z|- (cos(g@) +- Sin(@))

durch den Betrag |z| und den ,,Polarwinkel“ ¢ € [0,27) heifit Polardarstel-
lung von z (p heifit auch ,,das Argument von z*). Wir werden spéter in
Abschnitt 5.3 auf die Polardarstellung komplexer Zahlen zuriickkommen, nach-
dem wir die komplexe Exponentialfunktion eingefiihrt haben.
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Bemerkung 1.23: Im Gegensatz zu R ist C prinzipiell nicht orientierbar!/
Damit ist gemeint, dass es auf C keine Ordnung z; < ze im Sinne von (R4)
der Axiomatisierung 1.6 geben kann, die mit den Kérperaxiomen (R0) — (R3)
vertréglich ist (diese gelten auch fiir C: mit der komplexen Addition und Mul-
tiplikation ist C in der Tat ein Kérper). Dass prinzipiell keine Anordnung mit
(RO) — (R4) auf C existieren kann, ist leicht gezeigt:

Angenommen, es gibe C (die Menge der positiven komplexen Zahlen). Das
neutrale Element 1 der Multiplikation (dies ist auch auf C die reelle Zahl 1)
muss in C liegen, damit liegt —1 nicht in C,.. Liegt ¢ in C; 7 Nein, denn sonst
miisste nach (R4) die Zahl i -i = —1 wieder in C; liegen. Mit demselben Ar-
gument kann —i wegen (—i) - (—i) = —1 auch nicht in C4 liegen. Damit haben
wir ein Element z = i # 0 mit der Eigenschaft, dass weder z noch —z in C4
liegt. Dies verletzt (R4).

1.5.2 Nullstellen von Polynomen, der Fundamentalsatz der Al-
gebra

Die Motivation zur Einfithrung der komplexen Zahlen war, Polynomgleichungen
wie z.B. 22 + 1 = 0 losen zu kénnen. In der Tat stellt sich nun heraus, dass
Polynome vom Grad n immer genau n (evtl. ,entartete“) komplexe Nullstellen
haben. Wir definieren zunéchst ,Entartung* von Nullstellen, wobei wir auf die
aus der Schule bekannte Differentiation zuriickgreifen:

Definition 1.24: (Vielfachheit von Nullstellen)

Sei f : R +— R eine mehrfach differenzierbare Funktion (siehe Kapitel 6).
Man nennt x* eine Nullstelle der ,,Vielfachheit*“ k (oder auch ,,k-fache
Nullstelle* ), wenn

fat) = fat) == fEDE) =0, fBE) £0

Beispiel 1.25: (Mehrfache Polynomwurzeln)
Fiir das Polynom p(z) = (x — 2*)™ mit n > 0 ist z* eine n-fache Nullstelle:

])(33):(1‘—x*)"7 p/(x):n_(x_x*)n—l’ p”(x)Zn'(n—l)-(x—x*)"—27

o, P V@) =n-(n—1)---- 2-(x—2%), p™(z)=nl,

also
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Beispiel 1.26: (Mehrfache Polynomwurzeln)

Seien x1, ...,z verschieden. Fiir das Polynom
Pa) = (=)™ o )
vom Grad n = ny +---+ng sind 21, ..., 2, Nullstellen der Vielfachheit nq,...,n; € N.

Der Nachweis geht analog zum letzten Beispiel: Betrachte eine der Nullstellen z; und
schreibe

p(@) = (z—=z)" - f(z), [fl@)=(@—2)" .. (@>)™ ... (2 — )"

Uber die aus der Schule bekannte Produktregel (g- f) = ¢'- f +g- f" der Differentiation
folgt
p(x) = (. — )™ - f(2),
p() =ni (@ —x)" 0 f2) + (@ =)™ - f(2),
pl(x) =mni (ng = 1) (x—2)™ 72 f(2) +2 n - (x =)™ 7 (@) + (@ —a)"™ - f7(2)
usw., wobei f, f’, f etc. Polynome sind. Die ersten n; — 1 Ableitungen verschwinden
an der Stelle z = x;:

p(z;) = 0" - f(z;) =0,
(i) = 0™t fla) + 0" - f'(2) = 0
p(@i) = () - 0" 72 flag) 4+ (L) - 0™ f ) 07 f (2) = 0
usw. Die n;-te Ableitung verschwindet nicht:
PO ) =l F@) + () =) S @) e ) ) @),
also (™) (z;) = ng! - f(z;), wobei

gilt, da x; # x1,...,x; # ) vorausgesetzt ist. Damit ist z; eine Nullstelle der Vielfach-
heit n;.

Ein Polynom und seine Ableitungen
p(@) =an- 2" +an_1-2" 44 a1 - x + ao,
p/(w) :an.n.$n_l+an_1.(n_l).wn_2_|_...+a1

etc. ist natiirlich auch fiir komplexe Zahlen x wohldefiniert und man kann
daher nach (mehrfachen) komplexen Nullstellen fragen. Die Definition 1.24 der
Vielfachheit wird dabei auch fiir komplexe Nullstellen beibehalten.

Wir stellen zuniichst das Horner-Schema zur Polynomauswertung und Polynom-
division vor:
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Satz 1.27: (Polynomauswertung und -division per Horner-Schema)
Fiir das Polynom p(x) = ay, - 2™ + ay_1 - 2"~ ' 4 - - + ag mit Koeffizienten
a, € C gilt fiir jedes x* € C:

p(z) — p(z*)

wobei by, by etc. durch die Rekursion (,,Horner-Schema“)

bo == an ;

fork:=1ton do by :=bg_1- 2%+ an_g ;

gegeben sind. Es gilt b, = p(z*).

Beweis: Mit bg = ay,, by — b1 - =" = a,_ und —b,—1 - * = ag — b,, folgt
(x —a*)- (bo-z”*1+b1 -x”*2+--~+bn_2.x+bn_1>

= bo.xn _|_ bl .(L-n_l + bg.xn_2 _|_ _|_ bn—l T

SN—— SN—— ~— ~——
=ap 2" + ap1-2"t +ap o2 + -+ ap-xw +ay — bn
= p(x) — by.

Fiir x = 2* folgt 0 = p(a*) — b, und damit

(x —x")- (bo N R e A N I bn_l) = p(x) — p(z¥).

Q.E.D.

Das Horner-Schema liefert mittels b, = p(x*) die Auswertung des Polynoms
an einer Stelle x* mit n Multiplikationen und n — 1 Additionen. In der Tat
ist es (fiir ,dicht besetzte“ Polynome) das Standardschema, mit dem auf
dem Rechner Polynomauswertungen implementiert werden. Bei der Auswer-
tung werden gleichzeitig die Koeffizienten by, ..., b,_1 des ,,Faktorpolynoms*
(p(x) — p(z*))/(x — z*) mitgeliefert. Das Horner-Schema lduft auf die folgende
Darstellung des Polynoms hinaus:
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p(@*) = ((..((an - 2"+ ap-1) - " +an_2)-2*+---)...) - 2" +a1) - 2* + ao.

T
b():an
N——

by =ap - 2%+ ap—1

by =y 2"+ an_1- ¥+ an—2

b = an - 2"+ a1 - " a2+ ag = pla)

Ist 2* eine Nullstelle (,Wurzel“) des Polynoms, so folgt p(x)/(z — z*) =
Polynom(z). Es ergibt sich das Grundprinzip, dass man bei einer gegebenen
Nullstelle einen ,,Linearfaktor* x — z* vom Polynom abspalten kann:
Folgerung 1.28:

Ist x* eine Wurzel des Polynoms p vom Grad n > 0, so gilt

p(x) = (z —2%) - q(z)

mit einem ,Faktorpolynom* q(x) =bg- 2" ' 4+ by - 2" 24 --- 4+ b,_1 vom
Grad n— 1, dessen Koeffizienten z.B. durch das Horner-Schema berechen-
bar sind.

Merke: z* ist dann und genau dann eine Wurzel, wenn
sich der Linearfaktor x — x* vom Polynom abspalten 148t.

Zwar hat nicht jedes Polynom reelle Nullstellen, aber es gilt das (zu beweisende)
wichtige Prinzip:

Jedes Polynom vom Grad > 0 hat (mindestens) eine komplexe Nullstelle.

Setzen wir zur Motivation des kommenden Fundamentalsatzes 1.29 mal dieses
Prinzip voraus. Es gilt p(z) = (x —2*) - ¢(z) mit einer (garantiert existierenden)
Nullstelle z* von p. Die Nullstellen des Faktorpolynoms ¢ sind offensichtlich
wieder Nullstellen des Ausgangspolyms p. Hat man nun eine Nullstelle z** von ¢,
so kann man nach Folgerung 1.28 angewendet auf ¢ einen weiteren Linearfaktor
abspalten:

q(z) = (x —2™) - g(z), also p(z)=(r—=2%) (z—2") q(x)

mit einem Restpolynom ¢ vom Grad n — 2. Dies setzt man fort, bis man nach n
Schritten auf ein konstantes Polynom sto8t, das keine Nullstellen mehr besitzt.
Es folgt eine Faktordarstellung

***)

p@) = (@ —a%) (o= a™) - (2 —2™) e =2 a,
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wobei a,, das zuletzt verbleibende konstante Restpolynom (vom Grad 0) ist.
Vergleicht man die fiihrenden Koeffizienten auf der linken und rechten Seite
dieser Gleichung, so sieht man sofort, dass das verbleibende konstante Restpo-
lynom nichts anderes als der fithrende Koeffizient von p(z) = ay, - ™ + -+ ag
ist. Es folgt das Grundprinzip:

Jedes Polynom vom Grad n > 0 hat genau n komplexe Nullstellen.

Hierbei miissen wir aber etwas vorsichtig zéhlen, da in der Konstruktion die
Nullstellen x*, x=**, ™** etc. eventuell {ibereinstimmen kénnen. Eine saubere

Formulierung liefert der folgende fundamentale Satz:

Satz 1.29: (Fundamentalsatz der Algebra, Gaufl 1799)
Zu jedem Polynom p(x) = ap - 2" +an_1- 2" 1+ +ag vom Grad n > 0
mit ag,...,a, € C und a, # 0 gibt es komplexe Zahlen z1,...,z; (die
Wurzeln) und ny,...,n, € N (die Vielfachheiten) mit ny + --- + ng = n,
so dass

Fiir die Anzahl k der unterschiedlichen Wurzeln gilt hierbei k& < n wegen
ny+---+ng=n.

zum Beweis: Wie in der Motivation gezeigt, braucht man nur zu beweisen, dass
jedes Polynom vom Grad > 0 mindestens eine komplexe Nullstelle bezitzt. Dies
ist je nach den zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln aber gar nicht so einfach
und sprengt unseren Rahmen hier. Typischerweise wird der Satz in Lehrbiichern
iiber komplexe Funktionentheorie bewiesen. Ein ,elementarer* Beweis findet
sich z.B. unter:

http://helios.mathematik.uni-kl.de/~1luene/kleinodien/laplace.html

Interpretation 1.30:

Nach Beispiel 1.26 sind z1, ...,z die Nullstellen von p mit den Vielfach-
heiten nq,...,ng. Zdhlt man z1 als n1 Wurzeln, zo als no Wurzeln etc., so
ergeben sich insgesamt ny+- - - +ng = n komplexe Wurzeln des Polynoms,
und in der Tat erhalten wir in dieser Zihlweise:

’ Jedes Polynom vom Grad n > 0 hat genau n komplexe N u]lste]len!‘

Uber die Anzahl der reellen Nullstellen hingegen kann man i.A. wenig
aussagen (z.B. hat p(x) = 2% + 1 iiberhaupt keine reelle Nullstellen).
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Merkregel 1.31:

Der Punkt x* ist dann und genau dann eine Nullstelle eines Polynoms
p(z), wenn sich geméfB Folgerung 1.28 der Linearfaktor x — x* vom Po-
lynom abfaktorisieren laBt. Die Vielfachheit von x* gibt an, wie oft sich
dieser Linearfaktor abspalten ld8t. Man sollte eine Polynomwurzel besser
als einen Linearfaktor ansehen. Der Fundamentalsatz besagt, dass sich ein
Polynom vom Grad n immer in genau n Linearfaktoren aufspalten lafit.

Die Existenz der komplexen Wurzeln sagt nichts dariiber aus, ob man diese
Wurzeln in irgendeiner Weise explizit darstellen kann. In der Tat gibt es z.B.
fiir Polynome vom Grad > 5 keine allgemeingiiltige Losungsformel mit Hilfe
von (verschachtelten) Wurzeln. Numerisch kann man jedoch stets Gleitpunkt-
approximationen der Wurzeln finden.

Beispiel 1.32: In MuPAD ist solve fiir exakte Losungen und numeric: :solve fir
numerische Losungen zustéindig. Das folgende Polynom hat 9 Wurzeln, die sich (zufilli-
gerweise) alle explizit darstellen lassen:

>> p:= x79 + 2*%x77 - x73 - 2*x:

>> solve(p = 0, x)
1/2 1/2 1/2
{0, -1, 1, - 12 , I 2 , - 1/2 13 - 1/2,
1/2 1/2 1/2
1/2 - 1/2 13 , 1/2 1 3 -1/2, 1/2 13 + 1/2}

Der numerische Gleichungsloser liefert Gleitpunktnidherungen der Wurzeln:

>> numeric::solve(p = 0, x)
{0.0, - 0.5 - 0.8660254038 I, - 0.5 + 0.8660254038 I,
0.5 - 0.8660254038 I, 1.0, -1.414213562 I, 1.414213562 I,

0.5 + 0.8660254038 I, -1.0}

Die zuriickgegebenen Objekte {...} sind jeweils Mengen, deren Elementanordnung
willkiirlich vom System nach internen Kriterien bestimmt wird. Diese sehen fiir ex-
akte Werte anders aus als fiir Gleitpunktnéherungen, so dass sich die Reihenfolge der
Elemente beim exakten und beim numerischen Losen unterscheiden kann (was im obi-
gen Beispiel auch in der Tat der Fall ist).

Es fallt hierbei auf, dass die komplexen Wurzeln als komplex konjugierte Paa-
re xp + 1 - y; auftauchen. Das ist kein Zufall und liegt daran, dass das eben
betrachtete Polynom ,reell ist (damit ist gemeint, dass die Koeffizienten reell
sind).
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Satz 1.33: (konjugierte Wurzelpaare reeller Polyome)
Ist z eine k-fache Nullstelle des Polynoms p(x) = ap - " + - -+ + ag mit
reellen Koeffizienten ay, ..., ay, so ist auch Z eine k-fache Nullstelle des
Polynoms. Bei reellen Polynomen tauchen nicht-reelle Wurzeln also immer
in komplex-konjugierten Paaren auf.

Beweis: Fiir ein reelles Polynom gilt wegen z7 - z3 = 27 - z3 offensichtlich

p(2) = p(2).

Also gilt p(Z) = 0 dann und genau dann, wenn p(z) = 0 gilt. Da mit p auch alle
Ableitungen von p wieder reelle Polynome sind, stimmen auch die Vielfachheiten
der Nullstellen z und Zz iiberein.

Q.E.D.
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Kapitel 2

Folgen und Grenzwerte

Die Grundlage der Analysis ist der Begriff des Grenzwertes. Er ist aus der Schule
bekannt (bzw. sollte bekannt sein) und wird hier rekapituliert. Da es kaum
einen Unterschied macht, Folgen und Grenzwerte in R oder in C zu betrachten,
formulieren wir die folgenden Definitionen und Sétze in C, was R als Spezialfall
umschlieft. In den Beispielen und Ubungen werden hauptsichlich reelle Folgen
betrachtet.

2.1 Definitionen, Beispiele, einige Séitze

Definition 2.1: (Folgen)
Eine Folge (z,) = (z1, 22, 23, . .. ), manchmal auch (z,) = (20, 21, 22, - - ),
ist eine Zuordnung (Funktion)

Index n € N (bzw. Ng) — Wert z, € C.

Beispiel 2.2:
a) z, = (—1)";n € N. Die Folge (z,,) ist (—1,1,—1,1,...).
).

=3

) Tp = %;n € N. Die Folge (x,,) ist (1, %, %, i,...
¢) xp=1-— #;n € N. Die Folge (z,,) ist (0, %, %, %,%,...).
d) @, = (14 1)";n € N. Die Folge (z,,) ist

( 9 64 625 7776

' 337 556" 3125 ) ~ (2.0,2.25,2.3703...,2.4414...,2.4883..., . ..).

29
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Beispiel 2.3: Einige simple Berechnungen mit MuPAD. Folgen kénnen z.B. als Funk-
tionen definiert werden:

> x :=n > (1 +1/n)"n

n->(1+ 1/n)"n
Der , Folgengenerator” $ dient zur Erzeugung von Folgen:

>> x(n) $n=1..5

2, 9/4, 64/27, 625/256, 7776/3125
Gleitpunktnidherungen werden durch float erzeugt:

>> float(x(n)) $n=1..5

2.0, 2.25, 2.37037037, 2.44140625, 2.48832

Manchmal sind Monotonieeigenschaften von Folgen interessant. Da hierzu Fol-
genglieder verglichen werden miissen, kann Monotonie nur im Reellen betrachtet
werden.

Bezeichnung 2.4:

Eine reelle Folge (z,) heifit ,monoton wachsend*“ bzw. ,,monoton
fallend*, wenn x, < x,, bzw. x,, > x,, gilt fiir alle Indexpaare n, m mit
n < m. Bei x, < x,, bzw. x,, > x,, spricht man von ,,streng monoton
wachsend* bzw. ,,streng monoton fallend*.

Zunéchst die formale Definition von , Konvergenz* und ,,Grenzwert®, die etwas
abschreckend sein mag, aber (keine Angst!) spéter nur in (den hier nicht wirk-
lich interessierenden) technischen Beweisen zum Einsatz kommt. Oft reicht es,
einfache Vererbungsreglen wie z.B. aus Satz 2.13 zu benutzen, um Grenzwerte
mittels Arithmetikregeln zu ermitteln.

Definition 2.5: (Grenzwerte von Folgen)

Eine Folge (z,) in C heift ,,konvergent*, wenn eine Zahl z* € C exi-
stiert, so dass sich (intuitiv) ,alle Zahlen z, fiir groBes n dem Wert z*
beliebig genau annédhern®.

Formal: zu jedem noch so kleinen € > 0 ldft sich eine reelle Zahl N (e)
angeben, so dass |z, — z*| < € gilt fiir alle Indizes n > N((e).
Anschaulich: alle Werte z, weichen fiir n > N(e) maximal um den Wert
€ vom Grenzwert ab.

Der Wert z* heifit dann ,,Grenzwert* (,Limes*) der Folge (z).
Schreibweisen:

z*= lim 2, oderauch z,— z* fiirn — oo.
n—oo
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Eine nicht konvergierende Folge heifit ,,divergent‘. Konvergente Folgen
mit dem Grenzwert 0 heifilen auch Nullfolgen.

Bemerkung 2.6: Die Aussage ,fiir allen > N(e)“ impliziert, dass nur ,hinrei-
chend grofie Indizes n“ betrachtet zu werden brauchen. Merke: fiir Konvergenz
ist das Verhalten der Folge fiir kleine Indexwerte voéllig irrelevant. Genauer:
man kann immer endlich viele Folgenelemente abédndern, ohne dass sich etwas
an der Konvergenz édndert: man kann o.B.d.A. (= ohne Beschridnkung der
Allgmeinheit) immer N (e) gréBer wéihlen als der gréfte Index der geédnderten
Folgenglieder.

FEine intuitive Interpretation der e-Definition der Konvergenz lautet:

Fiir jedes (noch so kleine) e > 0 haben hdchstens endlich viele
Folgenglieder einen Abstand zum Grenzwert, der grofer ist als e.

Satz 2.7: (Eindeutigkeit von Grenzwerten)

Grenzwerte sind eindeutig, d.h., zu (z,) gibt es héchstens ein z* mit der
obigen Figenschaft.

Beweis: Seien z* und z** zwei Grenzwerte. Zu jedem € > 0 gilt fiir hinreichend
grofle Indizes n:
lzn — 2% <€, |zn— 2" <e
=2 =2 =2 — sty — 2 <2 =z — 2 <2 €
Da e > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann und damit auch 2 - € beliebig klein
sein kann, folgt [2* — z**| = 0, also z* = z**.

Q.E.D.

Einige einfache Beispiele mit formalem Beweis:

Beispiel 2.8: Die konstante Folge (z,,) = (¢, ¢, ¢, ... ) ist konvergent mit dem Grenzwert
Z* = lim z, = ¢, denn fiir alle n gilt

n—oo
|z, — 2" | =]c—¢c|=0<¢,

wie auch immer € > 0 vorgegeben wird. Formal: zu € > 0 wéhle N(e) = 1.

Beispiel 2.9: Die Folge x,, = % ist konvergent mit dem Grenzwert z* = lim x,, = 0.

n—oo

Formaler Beweis: zu beliebigem € > 0 wéhle N(e) = 1. Dann folgt fiir alle n > N (e):

_1_ 1 1
n n_N(e)_%_e'

|z, —JS*| = ‘xn -0 = |xn‘ =
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Und noch ein Beispiel mit formalem Beweis:

Beispiel 2.10: Fiir ¢ € C gelte |¢| < 1. Dann ist die Folge z, = ¢™ eine Nullfolge.

Beweis: Fiir ¢ = 0 ist alles klar. Sei nun ¢ # 0. Definiere h = ﬁ—l > 0,d.h,, |¢| = I-%h
Es gilt

n

1 1
:(1+h)":1+n~h+<2

EZRCE

)-h2+-~->1+n~h>n-h.

Es folgt [¢"| < -L- < € fiir alle Indizes n > 7 =: N(e).

Q.E.D.
Beispiele:
c=05: () = (0.5, 0.25, 0.125, 0.0625, 0.03125...).
Fiir |¢| > 1 gilt diese Aussage nicht! Z.B.:
c=1: (¢m)=(1,1,1,1,...) (konvergiert gegen 1),
c=i: (¢")=(4,-1,—14,1,4,—1,...) (konvergiert nicht),
c=2: (") =1(2,4,8,16,...) (divergiert, bzw. ,konvergiert gegen co*).

Beispiel 2.11: Einige Berechnungen mit MuPAD:
> x :=n ->c’n

n ->c’n
>> x(n) $n=1..10

Grenzwerte werden mit 1imit berechnet. Die Hilfeseite dazu wird mittels ?1imit an-
gefordert:

>> 7?1imit

Ohne Weiteres kann der Grenzwert nicht bestimmt werden, da er ja von den Eigen-
schaften von ¢ abhéngt:

>> limit(x(n), n = infinity)
Warning: cannot determine sign of 1n(c) [stdlib::limit::1imitMRV]

n
limit(c , n = infinity)

Nehmen wir an, ¢ sei reell und 0 < ¢ < 1:
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>> assume(0 < ¢ < 1):
>> limit(x(n), n = infinity)

0
Nehmen wir an, ¢ > 1:
>> assume(c > 1):
>> limit(x(n), n = infinity)
infinity

FEin Beispiel einer nicht konvergierenden Folge:

Beispiel 2.12: Die Folge =, = (—1)", also (z,,) = (—=1,1,—1,1,...) ist nicht konvergent

(hat keinen Grenzwert). Hier ein formaler Beweis: zu € = 1 148t sich kein N(e) finden.

Angenommen, ein Grenzwert x* existiert. Dann miifite N (e) existieren mit
* *
|$n - ‘ <, |xn+1 - ‘ <e

fiir alle n > N(e). Es wiirde folgen:

+-=1.

N | =

[T — Zpg1] = |Xn —2" + 2" —2p 1| < |ap — 2|+ 2" —2pp1]| < et e=
————
=0

Fiir die betrachtete Folge gilt aber |z, — x,+1| = 2 fiir jedes n. Widerspruch! Damit
muss die Annahme es existiert z** falsch gewesen sein.

Die formale Definition mit € und N(e) ist unangenehm und man méchte diese
recht technischen Betrachtungen und Abschétzungen liebend gern vermeiden.
Wie geht man beim praktischen Rechnen vor? Es gibt Rechenregeln! Damit 153t
sich € und N (e) oft vollstéindig verbannen:

Satz 2.13: (Rechenregeln fiir Grenzwerte) 128.10.03
Seien (), (yn) konvergente Folgen in C, sei ¢ € C eine Konstante. Dann
gilt:
a) lim (c-x,) =c- lim ax,,
n—oo n—oo
b) lim (z, £y,) = lim z, £ lim y,,
n—oo n—oo n—oo

%) g ongn) = Jg on - i e,

T lim z,
d) lim (l) =2 falls lim g, £ 0 gilt (1),
n—oo \ Yy, lim y, N—00
n—oo

e) lim /z, = /lim z,.

n—oo n—oo
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Eine Beweisandeutung (nur fiir technisch Interessierte):

Beweisskizze: Seien z* bzw. y* die Grenzwerte von (x,,) bzw. (yn).
a) Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung sicherlich richtig. Sei nun ¢ # 0. Zu € > 0 gibt
es ein IV, so dass

|20 — 27| <
¢]

gilt fir alle n > N. Fiir diese Indizes folgt
€

e an—coat =l Jon = < el = e

b) Wihle ein beliebiges € > 0. Da (x,) und (y,) als konvergent vorausgesetzt
sind, gibt es Werte IV, bzw. N, mit

|2n —2"] <

N

[Zn £ yn — (2" £ Y°)| = |20 — 2" £ (yn — v
N . € €
Sltn =2 [+ |-yl 5+5 =

Die Aussagen c¢) — e) lassen sich mit #hnlichen (etwas aufwendigeren)
Abschétzungen beweisen.
QED.

Beispiel 2.14: Wir wissen bereits, dass x,, = % eine Nullfolge ist. Durch Einsatz der
Rechenregeln folgt unmittelbar:

1 1 1 1 1
lm —=lim —-—=lim —- lim —=0-0=0,
n—oo N, n—oomn n n—oo N n—oo N
1 1 1 1
Iim —=1lm —+-— = lim —- lim —=0-0=0,
n—o00 7’7,3 n—oo n ’r[,2 n—oo N mn—oon

usw. Durch Induktion nach k ergibt sich:

Alle Folgen der Form z, = % mit positiven Potenzen k sind Nullfolgen.

Manchmal muss man etwas manipulieren und umschreiben. Bei rationalen Aus-
driicken in n (also Polynom(n)/Polynom(n)) gilt das allgemeine Rezept: ziehe
in Z&éhler und Nenner die fithrende Potenz von n raus und kiirze. Typischerweise
verbleiben dann nur noch Nullfolgen im Ausdruck, die zu 0 werden, wenn man
iiber die obigen Rechenregeln ,,den Grenzwert in den Ausdruck 'reinzieht*:
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Beispiel 2.15:

. 1

hp 2L P @egh) 2 g 2E MG 240,
n n 1— lim —
n—oo N

Hierbei wurde benutzt, dass wir in den Beispielen 2.9 und 2.14 bereits 1/n und
1/n? als Nullfolgen identifiziert haben. Man sieht, mit etwas Geschick eingesetzt,
machen die Rechenregeln die Berechnung von Grenzwerten oft sehr einfach.
Manchmal muss man allerdings ,,tricksen®:

Beispiel 2.16:

(k1 Vi) (VakT+vm) _ . Vot Ll -y’

lim (v ¥ 1 — 7)) = lim = Jim e
Jim ( Vi) = lim e e ik Lty
- (n+1)—n lim 1 lim 1
= 11 —_— = 1 —— = 11
noeo V4 y/n neee il yn e gy,
1 1
= lim = lim
n—oo o 1+;+\/ﬁ n—>00\/ﬁ.<m+l)
1 1
= lim — lim = lim /—

Manchmal helfen alle Rechenregeln nichts, und man muss technisch abschétzen.
Eine hilfreiche Aussage liefert der folgende Satz, der nur fiir reelle Folgen gilt.
Liegen die Folgenglieder x,, in Intervallen [a,,b,] und konvergieren die Inter-
vallenden gegen den selben Wert, so bleibt der Folge nichts anderes iibrig, als
ebenfalls gegen diesen Wert zu konvergieren (die Intervalllinge b,, — a,, konver-
giert gegen 0):

Satz 2.17: (Intervallschachtelung)
Seien (ay), (bn), (zn) reelle Folgen. Die Folgen (ay) und (b,) mdgen ge-
gen den selben Grenzwert konvergieren. Gilt fiir alle hinreichend grofen
Indizes a,, < x,, < by, so konvergiert auch (z,) gegen

lim z, = lim a, = lim b,.
n—oo n—oo n—oo
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Beweis: Sei 2* der Grenzwert von (a,) und (by,). Die Folge (b, — ay,) ist positiv
und eine Nullfolge. Zu € > 0 gibt es Werte N7 bzw. Ny mit

N

€
bn_an:|bn_an|§§> ’an_$*|§

fiir alle n > Ny bzw. n > Ns. Fiir alle n > N := max(Ny, N2) folgt

= €.

|xn — 2| = |zn — an + an — =¥ < |20 — ap| + |an, — =¥

* % € €
:xn_an+|an_$‘Sbn_an+|an_35’§*+§
Q.E.D.
Beispiel 2.18: Sei ,, = ;5%7. Offensichtlich gilt
< n__n 1
Tp=—"<—5= — .
=" n241 7 n? n
~—
bn

0
—~

An

Die Intervallgrenzen a,, = 0 und b,, = % sind beides Nullfolgen, also ist auch x,, eine

Nullfolge.
1/n als die positive

Beispiel 2.19: Fiir positive reelle Zahlen ¢ definieren wir z,, = ¢

reelle Losung von 2" = c.
Fall 1: Sei ¢ > 1. Sicherlich gilt z,, > 1 . Setze z, = 1 4+ h,, mit h,, > 0. Es folgt
n

c:(1+hn)"=1+n-hn+<g>-hi+--->1+n-hn = 0<h,<

c
n

Damit ist h,, eine Nullfolge, also z, =1+ h,, — 1 fiir n — oco.
Fall 2: Sei 0 < ¢ < 1. Sicherlich gilt 0 < z, < 1. Setze z, = 1/(1 + h,,) mit h,, > 0.
Analog zu Fall 1 folgt
n 1
:(l—i—hn)”:l—&-n~hn+(2>-hi+---21+n-hn = 0<h,< )

c
Damit ist h,, eine Nullfolge, also z, = 1/(1 + h,) — 1 fiir n — oo.

Merke:
lim ¢'/™ =1 fiir jedes reelle ¢ > 0.

n—oo
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Satz und Definition 2.20:
Sei z eine beliebige komplexe Zahl. Die Folge x, = (1 + Z)" konver-
giert gegen einen von z abhingenden Grenzwert x*(z), der auch als e*
oder auch als exp(z) bezeichnet wird. Die Funktion exp : z + e* heil}t

,Exponential-Funktion®. Der spezielle Grenzwert e = e! fiir z = 1
heift ,,Eulersche Zahl“:

1 n
e = lim <1+f) ~ 2.71828... .
n

n—oo

Der Beweis ist sehr technisch und bringt keine wirklichen Erkenntnisse. Nur
der Vollstédndigkeit halber wird eine Teilskizze angegeben:

Beweisskizze: Wir betrachten nur den Fall z = 1. Man zeigt jeweils per In-
n

duktion, dass die reelle Folge x,, = (1 + %) streng monoton wachsend in n ist

und dass

1 n 1 n—1 1 1
() =) () e ()
Yn <+n—1 +n—1 +n—1 Tn—1 +n—1

streng monoton fallend in n ist. Da offensichtlich z,, < y, < yo = 4 gilt, ist x,
monoton wachsend und nach oben beschrénkt. Dies reicht, um die Konvergenz
von (xy,) zu folgern (Satz 2.24). Zusatz: y, ist monoton fallend und nach unten
durch y, > x,—1 > 1 = 2 beschriankt, konvergiert also ebenfalls. Es gilt

1 1
lim y, = nli_)r{)loxn,l . (1 + 71) = lim z,_1- lim (1 + — 1)

n—oo n — n—oo n—oo

= lim z,_1 = lim z,.
n—oo n—oo

Damit liefert jedes x,, eine untere und ¥, eine obere Schranke fiir die Eulersche
Zahl, wobei das Intervall [z,,y,], in dem sie zu finden ist, auf die Linge 0
zusammenschrumpft.

Q.E.D.

Eine technische Voriiberlegung fiir den Beweis des kommenden Satzes 2.22:
Technischer Hilfssatz 2.21:
Sei (2,) eine komplexe Nullfolge mit der Eigenschaft, dass (n? - z,) be-
schrénkt ist (d.h., es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle Indizes n
|zn| < 5 gilt). Dann gilt
lim (14 z,)" = 1.

n—oo
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Der Beweis ist sehr technisch und bringt keine wirklichen Erkenntnisse. Er ist
nur der Vollsténdigkeit halber angegeben:

Beweis: Es gilt (Aufgabe 12) fiir jedes z € C:
2" —1=(z—-1)- <1+z+-~-+z"*1>.
Fiir z =1+ z, folgt
(1+2p)" —1=2y,- (l—i-(l—i-zn)—|—---+(1—|—zn)"_1>.
Die Dreiecksungleichung liefert
(1+zn)”—1( < |znl - (1+|1+zn|+---+\1+zn|“—1)
<Lzl (1 (U fznl) 4o (T [z,
Mit (1 4+ |2,)* < (1 + |2,|)" fiir alle k = 0,1,...,n — 1 folgt
0 200" = 1] <zl - (4 2™ + (L Jzl)" 4o+ (L [2a])")

= |zn| - (14 [za])"

Wegen |2,| < ¢/n? gilt auch |z,| < ¢/n:
n
‘(1+zn)n—1} gn.|zn|-(1+5) < o] - e
n

Wegen |z,| < ¢/n? gilt |n - 2,| < ¢/n:

c- e’

e

n—oo n—o0

Damit gilt lim ((1 +2,)" — 1) =0, und es folgt lim (1+ z,)" = 1.
Q.ED.

Der folgende Satz ist fundamental und sehr wichtig:

29.10.03] | Satz 2.22: (Funktionalgleichungen der Exponentialfunktion)

Fiir alle z,21,20 € C, n € Z gilt:
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Trotz aller Wichtigkeit des Satzes: der Beweis bringt keine wirklichen Er-
kenntnisse und ist nur der Vollstdndigkeit halber fiir technisch Interessierte
angegeben:

Beweis: Es gilt

(022" (-2 -2
(220 2)- (- 2)

2 . 2 . . n
:<1_21+Z1 2tz 2% (Z1+Zz)> '

n? n3
Die Folge

B P4zt 220 (214 22)

In == 2 - 3

n n
1 z21-29(z1+ 2
= — - z%—&-zl-zz—i—zg—l- 1022 (2 2)

n? n

erfiillt die im Hilfssatz 2.21 geforderte Bedingung |z, | < ¢/n? mit

21 22+ (21 + 22) |21 - 22 - (21 + 22)]

n

)Z%+z1.22+zg+ ’§|z%+21-22+23|+

<|e2 4z zm+2a+laz (21 +2)| = c
Hilfssatz 2.21 liefert damit

lim <1+21+z2)n- (1-2)" (1-2)" = tim (1 + )" =1

n—oo n n n n—o00

und folglich gilt:

n—00 n n—oo n n— oo n

z z —z —Z
— eFlt22 1 2

- € - €

0o\
Mit € = lim (1 + —) = lim 1" =1 folgt fiir 21 = 2,290 = —2:
n

n—oo n—oo

Fiir allgemeine z1, zo folgt dann:

1= 621+22 e R LT = 621+22 — %l . %2

Hiermit folgt fiir n € N:

(62)71 — ez . ez . ez — 6z+z+~--+z — €n~z

Mit e=# = 1/e” folgt die selbe Eigenschaft auch fiir negative ganzzahlige Poten-
Zen n.

Q.E.D.
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Beispiel 2.23: Einige Rechnungen mit MuPAD. Die Exponentialfunktion heifit exp:

>> 1limit((1 + 1/n)"n, n = infinity)

exp(1)
Mit % wird auf den letzten Wert zugegriffen:

>> float (%)
2.718281829

>> exp(20) = float(exp(20))
exp(20) = 485165195.4
>> exp(3 + I/2) = float(exp(3 + I/2))

exp(3 + 1/2 I) = 17.62671695 + 9.629519358 I

Fiir reelle Argumente kann die Exponentialfunktion mittels plotfunc2d gezeichnet
werden. Falls x vorher einen Wert zugewiesen bekommen hatte, muss dieser zunéchst
mittels delete geloscht werden:

>> delete x:
>> plotfunc2d(exp(x), x = -2..3)

2.2 Weitere Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt werden einige allgemeine Sétze formuliert, die hilfreich sind,
die Konvergenz von Folgen zu priifen.

2.2.1 Konvergenz monotoner reeller Folgen

Die folgende Aussage ist duflerst hilfreich, denn sie gerantiert Konvergenz, oh-
ne dass der konkrete Grenzwert bekannt zu sein braucht. Die Aussage beruht
auf Monotonie und ist daher nur auf reelle Folgen anwendbar. Die Konvergenz
basiert auf dem Supremumsaxiom 1.10 fiir R.

Satz 2.24: (Konvergenz monotoner Folgen)

Sei (xy,) eine monoton steigende bzw. fallende reelle Folge. Ist die Folge
nach oben bzw. unten beschrinkt, also z, < M bzw. m < =z, fiir alle
Indizes n, so ist (x,,) konvergent. Es gilt

lim z, =sup {z,;n e N} <M bzw. m < lim xz, = inf {z,;n € N}.
n—oo n—oo
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Beweis: Betrachte eine monoton steigende und durch M nach oben beschrankte
Folge (x,). Setze A = {x,;n € N}. Der gesuchte Grenzwert ist z* = sup A.
Zum Beweis der Konvergenz gegen x* sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Da z*
die kleinste obere Schranke von A ist, ist £* — € keine obere Schranke, d.h., es
existiert ein Index N(e) mit zy() > 2™ — e. Wegen der Monotonie gilt fiir alle
Indizes n > N (e):

x*anZ:ﬂN(e)an*—e = 0<az"—zx,<e = |2"—uz,|<e

Da z* die kleinste obere Schranke von A ist, gilt fiir die obere Schranke M die
Ungleichung z* < M.

Die Konvergenz monoton fallender, nach unten beschrinkter Folgen ist analog
zu beweisen.

Q.E.D.
Beispiel 2.25: Betrachte
1 11 1
k=0
Offensichtlich ist (x,) monoton steigend und nach oben beschrinkt
1y 2oy L L o< n_11—1 L= a0 g
xn—+ﬁ+ﬁ+§+"'+a_+ 2?—4—17;_.
—~ =N~ =~ ~~ k=0 2
% —* <k <z

Die Folge konvergiert gegen einen Grenzwert < 3 (es ist die Eulersche Zahl 2.71828...).

2.2.2 Cauchy—Folgen

Wir betrachten einige Aussagen, die sowohl in R als auch allgemeiner in C
gelten. Zunéchst wird der Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Kon-
vergenz von Folgen durch den folgenden Satz aufgedeckt:

Satz 2.26: (Komplexe und reelle Konvergenz)

Sei zp, = xp +1i - yp € C mit xz,,y, € R. Die Folge (z,) konvergiert dann
und genau dann gegen z* = x* +i-y* (z*,y* € R), wenn Real- und
Imaginérteil einzeln konvergieren: lim x, = z*, lim y, = y*.

n—oo n—oo



42 KAPITEL 2. FOLGEN UND GRENZWERTE

Beweis: Es gilt |z, — 2*|? = (2, — 2*)® + (yn — y*)%
Gilt (z,) — o* und gleichzeitig (y,) — y*, so ist |z, — z*|* eine Nullfolge, also
auch |z, — z*|. Dies ist per Definition die Konvergenz (z,) — z*.

Umgekehrt, es gelte (z,) — 2*. Mit
O§|l'n_l'*|§‘zn_2*|’ 0§|yn_y*‘§’2n_2*|

folgt mit Satz 2.17 unmittelbar, dass |z, — z*| und |y, — y*| Nullfolgen sein
miissen. Dies ist per Definition die Konvergenz (z,,) — x*, (yn) — y*.
Q.E.D.

Die Definition der Konvergenz 2.5 benétigt die Kenntnis des Grenzwerts. Der
folgende Satz 2.28 ist eine Existenzaussage, mit der auch ohne Kenntnis des
konkreten Grenzwerts die Konvergenz abgelesen werden kann. Zun#chst die ent-
scheidende Begriffsbildung;:

Definition 2.27: (Cauchy-Folgen)

Eine Folge (z,) in C heift ,,Cauchy—Folge*, wenn zu jedem ¢ > 0 eine
reelle Zahl N (e) existiert, so dass fiir alle n,m > N(€) gilt: |z, — 2| < €.

Satz 2.28: (Die konvergenten Folgen sind die Cauchy—Folgen)

Eine Folge in C konvergiert dann und genau dann, wenn sie eine Cauchy—
Folge ist.

Der Beweis ist technisch und bringt keine wirklichen Erkenntnisse. Er ist nur
der Vollstédndigkeit halber angegeben:

Beweis: Wir betrachten zunéchst Folgen (z,) in R.
Konvergenz = Cauchy—Folge: Ist (z,,) konvergent mit Grenzwert x*, so gibt
es zu € > 0 ein N(e), so dass

|z — 2| <€, |xg,—a"<e
gilt fiir alle n,m > N(e). Fiir alle n,m > N(¢/2) folgt

€ €
|Tn — T | = |20 — 2% + 2" — 2| < |y — 2|+ 2" — 20| < 5—1—5 =€,
d.h., (z,) ist eine Cauchy—Folge.

Cauchy—Folge = Konvergenz: Sei (z,,) eine Cauchy—Folge mit |z, —x,,| < €
fiir alle n,m > N,(¢). Hieraus folgt, dass die Menge A,, = {x;,; m > n} fiir jedes
n beschrankt ist:

< zn| + [2m — znl,

> |xn| - |l'm - SUn|,

[Tm| = [Tm — 20 + Tnl {
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wobei z.B. |z, — x,| <1 fiir m,n > N,(1) gilt. Man kann also definieren:
ap, :=inf {zy;m > n}, by :=sup {zy,;m >n}.

Offensichtlich gilt a, < x, < b,. Die Folge b, ist monoton fallend, da die
Suprema immer kleinerer Mengen betrachtet werden. Analog ist die Folge ay,
monoton wachsend. Nach Satz 2.24 konvergieren damit (a,) und (b,) gegen
gewisse Grenzwerte a* und b* mit a* < b*. Wir zeigen, dass a* = b* gilt.
Angenommen, es gilt a* < b*. Betrachte ¢ = (b* — a*)/4 > 0. Wihle ein n >
N, (¢). Da a,, als Infimum die grdfste untere Schranke von A, ist, ist a,, + € keine
untere Schranke von A,, mehr: es gibt ein m; > n, so dass x,,, < a, + €. Anlog
gibt es ein mg > n, so dass x,,, > b, — . Wegen der Monotonie von (a,) und
(bn) gilt a,, < a* und b, > b*, also:

b, —anp >b"—a* " =4-€.
Damit folgt
Tmg — Tmy =Tmy —bn+bp —ap+ap — Ty, > —€+4-€—€>e€
—_— Y N—,—
>—€ >4 >—c

Hierbei gilt my, ms > n > N, (€). Mit der Cauchy—Eigenschaft von (z,) miifite
fiir solche Indizes aber |2, — Tm,| < € gelten. Widerspruch!

Damit ist gezeigt, dass reelle Folgen (x,) genau dann konvergieren, wenn sie
Cauchy—Folgen sind. Analog zu Satz 2.26 ist leicht gezeigt, dass eine komplexe
Folge genau dann eine Cauchy—Folge ist, wenn die Folgen der Real- und Ima-
ginérteile beide Cauchy—Folgen sind. Zusammen mit Satz 2.26 ergibt sich damit,
dass auch komplexe Folgen genau dann konvergieren, wenn sie Cauchy—Folgen
sind.

Q.E.D.

Einige weitere Begriffe:

Definition 2.29: (Hiufungspunkte von Mengen)

Ein Punkt z* € C heifit ,, Haiufungspunkt* einer Menge A C C, wenn
fiir jedes € > 0 die sogenannte ,,e-Umgebung* von z*

Ue(2") = {z € Ci|z — 2" < €}
mindestens einen Punkt in A enthélt: U.(2*) N A # 0.

Geometrisch ist die e-Umgebung eines Punktes z* ein Kreisgebiet mit Mittel-
punkt z* und Radius €, wobei in der obigen Definition der Kreisrand

{zeClz— 2" =€}

mit zur Umgebung gerechnet wird.
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Beispiel 2.30: Offensichtlich ist jeder Punkt in A ein Haufungspunkt von A (denn
dieser Punkt liegt in jeder e-Umgebung von sich selbst). Es kann aber auch Punkte
auerhalb von A geben, die Hiufungspunkte von A sind. In R sind z.B. die Endpunkte
von Intervallen stets Haufungspunkte, selbst wenn das Intervall A = (a,b) C R offen
ist. Z.B.: offensichtlich liegt fiir ¢ > 0 der Punkt # = min((a + b)/2,a + €) sowohl in
A = (a,b) als auch in der ¢ Umgebung von a. Also ist a ein Haufungspunkt von A.

Definition 2.31: (abgeschlossene Mengen)

Eine Menge A € C heifit ,,abgeschlossen*, wenn jeder ihrer Haufungs-
punkte in A liegt. Die Menge heifit ,,offen“, wenn ihr Komplement
C\A={z€C;z¢ A} abgeschlossen ist.

Beispiel 2.32: Abgeschlossene Intervalle [a, ] in R sind abgeschlossene Mengen. Die
hier definierten e-Umgebungen

U(2*)={2€C;|z — 2*| < €}

sind abgeschlossene Mengen in C .
Achtung: in der Literatur werden als e-Umgebungen oft die Mengen

Ue(z*) ={z € C;|z — z"| < €}

betrachtet, die den Kreisrand {z € C; |z — z*| = €} nicht enthalten. Diese Mengen sind
nicht abgeschlossen, denn die Punkte des Kreisrands sind Haufungspunkte. Die U,
sind offene Mengen.

2.2.3 Teilfolgen und Haufungspunkte

Neben der Konvergenz gibt es den (schwécheren) Begriff von ,, Teilkonvergenz*,
der sich in sogenannten ,, Hiufungspunkten von Folgen“ manifestiert.

Definition 2.33: (Hiufungspunkte von Folgen)

Ein Punkt z* € C heifit , Hiufungspunkt* der Folge (z,), wenn in jeder
e-Umgebung von z* unendlich viele Folgenglieder liegen, also: zu jedem
€ > 0 existieren unendlich viele Folgenglieder z, mit |z, — z*| < e.

Bemerkung 2.34: Die Definitionen 2.29 (Héufungspunkte von Mengen)
und 2.33 (Haufungspunkte von Folgen) sind miteinander verwandt: Ist z* ist
Héufungspunkt der Folge (z,), so ist z* Hdufungspunkt der Menge {z,; n €
N} c C.
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Beispiel 2.35: Die Folge z, = (—1)", also (z,) = (—1,1,—1,1,...) hat die beiden
Haufungspunkte 7 =1 und z5 = —1.

Der Punkt x7 = 1 ist Haufungspunkt, denn fiir alle Folgenglieder mit geradem Index n
(dies sind unendlich viele) gilt |z,, — 27| = 0 < € fiir jedes ¢ > 0.

Der Punkt x5 = —1 ist Haufungspunkt, denn fiir alle Folgenglieder mit ungeradem
Index n (dies sind unendlich viele) gilt |z, — 25| = 0 < € fiir jedes € > 0.

Bemerkung 2.36: Sei ny < ny < ... eine streng monoton steigende Folge von
Indizes in N. Die Folge (zp,) = (2n,, #ny, - - - ) heiBt ,, Teilfolge* der Folge (z,).

z* ist genau dann Hiufungspunkt der Folge (z,), wenn

es eine gegen z* konvergierende Teilfolge von (z,) gibt.

Zu einem gegebenen Héufungspunkt z* folgt eine explizite Konstruktion einer
konvergenten Teilfolge. Zu € = 1/k gibt es unendlich viele Folgenglieder z, mit
|zn, — 2*| < 1/k. Wéhle n; als den ersten Folgenindex, fiir den der Abstand
zwischen z, und dem Hédufungspunkt den Wert 1/k unterschreitet:

1
ng 1= min {n; n > ng_q1 und |z, — 2*| < k} (ng :=0).

Nach Konstruktion gilt |z,, — z*| < 1 fiir alle k = 1,2,... und damit auch
|2n; — 2% < % < & fiir alle nj > ny,. Damit konvergiert (z,,) gegen z*.

Umgekehrt, gibt es eine gegen z* konvergente Teilfolge von (z,), so liegen in
jeder e-Umgebung von z* alle bis auf endliche viele Glieder der Teilfolge. Also
ist z* ein Hiufungspunkt von (z).

Beispiel 2.37: Fiir die Folge (z,) = (—1,1,—1,1,...) aus Beispiel 2.35 konvergiert
die Teilfolge (29, x4,...) = (1,1,1,...) gegeben den Haufungspunkt 1 und die Teilfolge
(z1,23,...) =(=1,—-1,-1,...) gegeben den Hiufungspunkt —1.

Satz 2.38:

Eine konvergente Folge besitzt genau einen Hiufungspunkt: den Grenz-
wert.

Beweis: Fiir den Grenzwert z* einer konvergierenden Folge (z,) gibt es fiir
jedes € > 0 ein N(e), so dass alle Folgenglieder mit Indizes > N(e) in der e-
Umgebung von z* liegen. Damit ist der Grenzwert ein Haufungspunkt. Gébe
es einen weiteren davon verschiedenen Haufungspunkt z**, gibe es fiir e =
|z** — 2*|/3 > 0 mindestens einen Folgenpunkt z,, mit Index n > N(e) in dieser
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e-Umgebung von z**, und es wiirde folgen:
Jre=1" =2 =" —zp 2 — 2| < |2 =z o — 2 <2 e

Widerspruch!
Q.E.D.

Satz 2.39: (Bolzano (1781-1848) und Weierstrass (1815-1897))

Eine Folge heifit beschrénkt, wenn die Menge aller Folgenpunkte be-
schrénkt ist (im Komplexen: die relle Menge {|zy,|;n € N} ist beschrénkt).
Es gilt: Jede beschriankte Folge in R oder C besitzt mindestens einen
Hiufungspunkt.

Wir verzichten auf die strenge technische Durchfithrung des Beweises und
geben nur die (sehr einfache) Idee an:

Beweisidee: Die Folge liege innerhalb eines Quadrates in der komplexen Ebene.
Zerlege dieses Quadrat in 4 gleichgrosse Teilquadrate der halben Seitenlédnge.
Mindestens eines der Teilquadrate enthélt unendliche viele der Folgenglieder.
Wiéhle eines dieser Teilquadrate aus und zerlege es wiederum in 4 Teilquadra-
te usw. Die so konstruierte Folge von Quadraten schrumpft auf einen Punkt
zusammen (dies ist der Haufungspunkt), in dessen Nihe nach Konstruktion un-
endlich viele der Folgenpunkte existieren.

Q.E.D.

Bemerkung 2.40: Nach Bemerkung 2.36 heifit dies:

’Jede beschréinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. ‘

2.3 Unendliches, uneigentliche Konvergenz

In diesem Abschnitt geht es um eine oft niitzliche Schreibweise, die in der hier
vorgestellten Form nur bei reellen Folgen sinnvoll ist. Die ,unendlichen Werte*
+00 sind keine reellen Zahlen, sondern dienen nur als niitzliche Abk{irzungen,
um gewisse Situationen zu beschreiben. Wir lassen oo als (,,uneigentliche)
Grenzwerte reeller Folgen zu:

Definition 2.41: (£oo als Grenzwert)

e Eine reelle Folge (z,) , konvergiert (uneigentlich) gegen oo,
wenn die Folgenglieder jede beliebig vorgegebene Schranke ¢ > 0
iiberschreiten: zu jedem reellen ¢ existiert eine reelle Zahl N(c), so
dass xy, > c gilt fiir alle Indizes n > N(c). Schreibweise:

lim z, =00 .
n—oo
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e Eine reelle Folge (z,,) ,konvergiert (uneigentlich) gegen —oo*,
wenn die Folgenglieder jede beliebig vorgegebene Schranke ¢ < 0
unterschreiten: zu jedem reellen c existiert eine reelle Zahl N(c), so
dass xy, < ¢ gilt fiir alle Indizes n > N(c). Schreibweise:

lim z, = —o00 .
n—oo

Beispiel 2.42: Die Folgen z,, = n, ¥, = n?, z,, = \/n, x,, = 2" konvergieren gegen oc.
Die Folgen x, = —n, x,, = —n?, x,, = —/n, ¥, = —(2") konvergieren gegen —oo.

Beispiel 2.43: Achtung: die Folgen z,, = (—=1)" - n (also (—1,2,-3,4,-5,...)) oder
auch x, = (—2)" (also (—2,4, —8,16, —32,...)) konvergieren nicht gegen oo oder —oo,
sie divergieren!

Man darf getrost mit oo und —oo rechnen, wobei folgende Rechenregeln gelten:

Rechenregeln fiir 00 2.44:

Sei ¢ eine reelle Zahl.

e ct oo = =00,

e ¢ (+o00) = tsign(c) - 0o fiir ¢ # 0. Hierbei ist sign(c) das Vorzeichen
von c.

) i%.o =0,

® 00+ 00 =00, —00 — 00 = —0Q,

e 0000 =(—00)"(—00) =00, 00 (—00) =(—00) 00 =—00,

® 00® =00, 00" =0,

e (X =c0firc>1,c*=0fird<c<l,
c®=0firc>1,c®=cfir0<c<l.

Beispiel 2.45: Die Folge z,, = n® + n konvergiert gegen oo:

lim (n® 4+ n) = lim n® 4 lim n =004 00 = o0 .
n—oo n—oo n—oo

Aus dem obigen Ergebnis folgt sofort das néiichste Ergebnis:

Beispiel 2.46: Die Folge x,, = ﬁ konvergiert gegen 0:

1 1
lim - —— -0
n—oond+n  lim (n®+n) o0

n—oo
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Beim Rechnen mit 0o muss man aber etwas Vorsicht walten lassen. Wenn man
auf eine der folgenden Situationen st6ft, darf man nicht weiterrechnen, sondern
muss die betrachteten Grenzwerte anders ermitteln:
Undefinierte Ergebnisse beim Rechnen mit +oco 2.47:

e 0 (£o0) = ,undefiniert®,

e 00 — o0 = ,undefiniert”, —oo + oo = ,undefiniert®,
+oo .

e —— = ,undefiniert®,
+o0

e ¢ =  undefiniert” fiir ¢ <0 und ¢ = 1,

e ¢~ ° =  undefiniert* fiir c < 0 und c =1,

) % = ,undefiniert“.

Beispiel 2.48: Betrachte die Folge x,, = n? — n:

. 3 (7). 3 . ?7? ) .
lim (n° —n) '= lim n° — lim n = oo —oo = ,undefiniert®.
n—oo n—oo n—oo
Dies heifit nicht, dass kein Grenzwert existiert, sondern nur, dass wir den Grenzwert
iiber die Rechenregeln mit +o0o nicht berechnen kénnen. Man muss in einem solchen
Fall genauer untersuchen. Z.B funktioniert folgendes Argument:

1 1
Jm ot =y = Jim - (1= ) = Jimon - i (1 55)

=00 - (1— limlng):oo . (1—%)20@ - (1-0)=o00.

Ein weiteres solches Beispiel:

Beispiel 2.49: Betrachte die Folge x,, = 2n4n.

nt+1
2-n4+n o7 nhféo(z -n® +n) (17) 00 (77) o
im T = - 1 =" — = undefiniert*.
n—oo nt+1 lim (n® 4+ 1) o0

Dies sagt wiederum gar nichts dariiber aus, ob ein Grenzwert existiert oder nicht. In
diesem Fall fiihrt wieder ein wenig Manipulation zum Erfolg:

2.-n3+n ng'(2+#) 2+ 4
lim — " = lim = lim —
G (R IR (R

24+ L 2
e 2] :—:0.
(©.¢)




Kapitel 3

Reihen

Es geht nun um spezielle Folgen, deren Glieder durch Summation entstehen.

Fiir diese ,,Reihen* gibt es spezielle Konvergenzkriterien.

3.1 Definitionen, Beispiele, Séitze

Definition 3.1: (Reihen)

Die einer komplexen Folge (z,) zugeordnete ,,Reihe* ist die Folge (Sy)
der ,,Partialsummen*
n
Sn = Z 2k
k=1

Existiert ein Grenzwert der Partialsummen, so nennt man ihn den Wert

n o
der ,,unendlichen Reihe‘ und schreibt auch lim Z zZE = Z zi.. Eine

n—oo
k=1 k=1
(e.)
Reihe heifit ,,absolut konvergent*, wenn der Grenzwert Z |2k| exi-

' k=1
stiert.

Merke: Reihenkonvergenz ist Folgenkonvergenz, ndm-
lich Konvergenz der Folge der Partialsummen S,.

49
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Beispiel 3.2: Die sogenannte ,,arithmetische Reihe* besitzt eine explizite Darstel-

lung:
S = > k = 1 + 2 4+ 4+m-D+ n
k=1
—%( 1 + 2 4 +Mm-1)+ n
n o +M@-+---+ 2 + )
= %~((n+1)+(n+1)+-~+(n+1)+(n+1))
n Summanden
= 1-n-(n+1).
n . 1
Halten wir fest: Zk = %
k=1

Die arithmetische Reihe konvergiert damit uneigentlich gegen oo.

Beispiel 3.3: Sei z € C. Eine ,,geometrische Reihe* ist von der Form
n
Sn:1+z+22+~-~+z":z:zk .
k=0

Auch in diesem Fall kann man eine explizite Formel fiir S,, angeben:

S:izk:1_2n+1zzn+l_1
" P 1—-=2 z—1

Dies ist leicht nachzuvollziehen:

= 1 (Q4z+22+-42")
—z (424224 +2")

l+z+224 42"

—z—2— ="

+1

= 1 — gt

Mit der expliziten Summenformel ist die Konvergenz geometrischer Reihen leicht zu
iiberpriifen. Fiir |z| < 1 konvergiert 2" "1 gegen 0 (Beispiel 2.10):

. 1

E K= fiir |z < 1.
1-2

k=0
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Diese Reihe konvergiert absolut, denn mit denselben Argumenten konvergiert

> 1
> lalf = fiir [z < 1.
k=0

1— 2]

Beispiel 3.4: Einige Berechnungen mit MuPAD. Fiir die symbolische Berechnung von
Summen ist die Funktion sum zusténdig:

>> sum(k, k = 1..n)

Durch Faktorisierung mittels factor ergibt sich oft eine einfachere Form:

>> factor (%)
1/2 n (n + 1)

Die geometrische Reihe:

>> sum(z"k, k = 0..n)

>> assume(0 < z < 1):
>> sum(z "k, k = 0..infinity)

Beispiel 3.5: Die periodische Dezimaldarstellung 0.d;d2ds mit Dezimalziffern d €

{0,1,...,9} steht fiir 0.dydads dyidads didads . ... Solche zyklischen Dezimalentwick-

lungen sind rationale Zahlen. Sei n = ,didads* = dy - 100 + ds - 10+ d3 € {0, ...,999}:
dy da ds dy do ds

Fo

Cdidode didods dedode oo~ B 2 ds o dy
0. didzds drdady Gadzdy 10 7102 T 105 T 108 T 105 T 108

n n n

dy -1004+dz - 10+ ds +d1-100+d2-10+d3
103 106

o0

_n n n n n 4e=n Z 1
© 1000 10002 10003 a P 1000%
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o (S - ) ) () -

k=0 1000
Bemerkung: statt der formalen Rechnung kann man die Beweisidee fiir die Summen-
formel der geometrischen Reihe explizit nachvollziehen, was in diesem Fall als “Re-
chentrick” sogar ganz einfach zu merken ist:

1000-z = d1d2d3 . d1d2d3 d1d2d3 .
- r = 0.d1d2d3 d1d2d3
999z = dydads.000 000 ... 5 r=
213283 999
n

Das Cauchy-Kriterium (Definition 2.27 und Satz 2.28 ) liefert folgendes Kon-
vergenzkriterium fiir Reihen:

Satz 3.6: (Das Cauchy-Kriterium fiir Reihen)

Die Reihe ), zi, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem e > 0 ein N ()

m
gibt, so dass ‘ Z zr| < e gilt fiir alle m > n > N(e).
k=n

Beweis: Nach dem Cauchy-Kriterium konvergiert die Folge S, = > ;_; 2,
wenn es zu jedem € > 0 ein N (e) gibt, so dass

| S, — Sn| < € fiir alle m,n > N(e).

Hierbei ist S, — 5, = ZZ”:”H zg fiir m > n. Ersetzt man n durch n — 1 ergibt
sich das angegebene Kriterium.
Q.E.D.

Als Folgerung ergibt sich, dass absolut konvergente Reihen konvergieren:

Satz 3.7: (Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz)

oo [e.e]
Wenn Z |z| konvergiert, dann auch Z 2.
k=1 k=1

m m

Beweis: Die Dreiecksungleichung liefert )sz‘ < Z |21 Erfullt >, |2l
k=n k=n

das Cauchy-Kriterium 3.6, so ist dieses Kriterium automatisch auch fiir >, 2

erfillt.
Q.E.D.

Nur Reihen iiber Nullfolgen kénnen konvergieren:
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Satz 3.8:

(e.9]
Wenn die Reihe Z zi, konvergiert, dann ist (z) eine Nullfolge.
k=1

Beweis: Das Cauchy-Kriterium 3.6 mit m = n besagt, dass es zu jedem € > 0

ein N (e) gibt, so dass
n
> =l e
k=n

fiir alle n > N(e) gilt. Dies ist die Konvergenz (z,) — 0.
Q.ED.

Dies ist kein Konvergenz- sondern ein Divergenzkriterium: bilden die Summan-
den keine Nullfolge, muss die Reihe divergieren!

Beispiel 3.9: Die Reihe ), ki“ konvergiert nicht, da die Summanden kkﬁ nicht gegen
0 konvergieren (sie konvergieren gegen 1).

Die Umkehrung gilt nicht: bilden die Summanden eine Nullfolge, so kann man
nicht darauf schlielen, dass die Reihe konvergiert. Ein Gegenbeispiel:

ist unbeschrankt,

| =

n
Beispiel 3.10: Die sogenannte ,,harmonische Reihe* S, = Z
k=1

d.h., sie divergiert.

Beweis: Betrachte die Teilfolge (Sam):

P S
T Ty T3 Ty 8 2m—1 41 2m
—_
>%=1 >Z=1 >25mt=1
1 1 m
>1 — . 7:1 —-_.
oty =145
—

Da (S,,) monoton wiichst, konvergiert (S,,) uneigentlich gegen oo.
Q.E.D.

Auf dieses Argument kommen wir spater beim ,, Kondensationskriterium* 3.20 zurtick.

Der Satz 2.24 liefert fiir reelle Reihen folgendes Konvergenzkriterium:

Satz 3.11: (Reihenkonvergenz bei positiven Summanden)

Sei (xy) eine reelle Nullfolge mit x, > 0. Die Reihe ), xj, konvergiert
dann und genau dann, wenn die Partialsummen Y ,_, xj nach oben be-
schrankt sind.
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Beweis: Wegen x;, > 0 ist die Partialsummenfolge S, = > }_, zx monoton
steigend. Ist sie beschriankt, konvergiert sie nach Satz 2.24. Konvergiert sie, ist

sie selbstverstandlich beschriankt.
Q.E.D.

Wir erinnern an Beispiel 2.25:

Beispiel 3.12: Mit k! =1-2-3----- k > 2¥=1 sind die folgenden Partialsummen nach
oben beschrankt:

"1 1 1 1 1
S”_Zk':1+i+5+5+ +
k=0 N~ =~ =~ ~~
_ 1 1 1 1
=30 Tar <3z <gn-T

n711 1_%

<1+227:1+ 1 <3
k=0

1
Damit konvergiert Z 71 sesen einen Wert < 3 (es ist die Eulersche Zahl 2.718...).
k=0

3.2 Rechenregeln und das Cauchy-Produkt

Die Rechenregeln 2.13 liefern sofort:

Satz 3.13: (Rechenregeln)
a) Wenn ), 2, (absolut) konvergiert, dann auch ), c- z, fiir jedes c € C:

oo o
E C-Z —=C¢C- E Zl.
k=1 k=1

b) Wenn )", z,, und ), Zi (absolut) konvergieren, dann auch ), (zp£2j):

(o) o0 o
dlontzm) =) m £ > &
k=1 k=1 k=1

Beweis: Satz 2.13 a) + b) angewendet auf die Partialsummen.
Q.E.D.

Es macht Sinn, Reihen miteinander zu multiplizieren. Da das Distributivgesetz
aus dem Produkt zweier Partialsummen eine endliche Doppelsumme

(a1+-'-+an)-(b1+-'-+bn)zzzai'bj

i=1 j=1
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ergibt, muss man die Summanden zun#chst gezielt zusammenfassen, um zu
einer Folge von Partialsummen fiir das Produkt zu kommen. Wir fiihren eine
»2Anordnung* ein, indem wir einen formalen Ordnungsparameter { einfiithren:

n n
ZGFZ%'C’“K:l '
k=1 k=1
Das Produkt ordnen wir dann nach Potenzen von (:

(a1 -CHag-C4+-)-(by-CHby-C2+--1)

=a1-b1-C+(ar-bataz-b1) P+ (ar-by+az-by+az-b)- (P4

Die einzelnen (-Potenzen liefern die Summanden der Partialsummen. Dies mo-
tiviert die folgende Definition:
Definition 3.14: (Das Cauchy-Produkt von Reihen)
Das ,,Cauchy-Produkt* (die ,,Faltung*) zweier Reihen ), ax, > by
ist die Reihe ), cj, mit
C — Z a; - bj.
ij

i+j=k

Satz 3.15: (Konvergenz des Cauchy-Produkts)

o0 o0
Sind die Reihen Z ag und Z by, absolut konvergent, so auch das Cauchy-

k=1 k=1
0

Produkt ick. Es gilt ick = (Zak> . (ibk)
k=2 k=1

k=2

Beweis: (Fiir technisch Interessierte) Fiir die Partialsummen des Cauchy-
Produkts gilt

Slel =23 b <03 lail Iy
k=2

k=2 i k=2 i
i+i=k itj=k

< el = (3 l) - (X )

i<n,j<n
Da die rechte Seite fiir n — oo konvergiert, ist die rechte Seite beschrinkt. Nach
Satz 3.11 liefert dies die Konvergenz von ), |cx/, also die absolute Konvergenz
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des Cauchy-Produkts.
Das Cauchy-Produkt konvergiert gegen das Produkt der einzelnen Summen:

2n 2n

() (Xn)- %HZZ% 53 Socch|
=1 7j=1 =1 j=1 k=2 7,+Z]J:k

Sir s¢) Séff

n

:‘ Z az"bj‘é Z lail - |bj]

1,7 2V
i<2n,j<2n i<2n,j<2n
i+j>2n i+j>2n
2n 2n
< max(|apl, ..., [azn]) Y |bj] + max(|bal,...,[b2nl) > lail.
j=1 i=1

Da (ay), (by) Nullfolgen sind, bilden die Maxima im letzten Ausdruck eine
Nullfolge in n, wiahrend die Summen beschrinkt sind. Fiir die Partialsummen
folgt

589 = 54 580 4 Nullfolge,,,

n

was zur Behauptung sS4 (2iai) - (32, by) fiihrt.
Q.ED.

3.3 Spezielle Konvergenzkriterien

Es gibt eine Anzahl spezieller Kriterien fiir die Konvergenz/Divergenz von Rei-
hen:

Satz 3.16: (Majorantenkriterium)

Sei Z;OZI x), eine konvergente Reihe mit reellen Summanden xj > 0. Sei
(zn) eine komplexe Folge. Gilt fiir alle bis auf endlich viele Indizes |zj| <
xp, so konvergiert die Reihe 22021 z;, absolut.

Bezeichung: ), xj, heift ,,konvergente Majorante* fiir ), zj.

Beweis: Die Partialsummen von ), |2;| sind beschrénkt (0.B.d.A. nehmen wir
an, |zp| < xy gilt fiir alle Indizes):

n n [e.e]
dolal <D w <
k=1 k=1

Nach Satz 3.11 konvergiert ), |2x|, d.h., die Reihe ), 2, konvergiert absolut.
Q.E.D.
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Satz 3.17: (Minorantenkriterium)

Sei Y32, xy, eine divergente Reihe mit reellen Summanden xj > 0 Sei
(yn) eine reelle Folge. Gilt fiir alle bis auf endlich viele Indizes xj < y, SO
divergiert die Reihe Y ;- | yi (genauer: sie konvergiert uneigentlich gegen
).

Bezeichung: ), xj heifit ,,divergente Minorante* fiir ), yj.

Beweis: Wiirde die Reihe ), y, konvergieren, wire sie eine konvergente Ma-
jorante fiir ), xx, und nach Satz 3.16 miisste ), 3 konvergieren.
Q.E.D.

Satz 3.18: (Quotientenkriterium)
Sei (z,) eine komplexe Folge. Gilt fiir alle bis auf endlich viele Indizes
Eral < ¢ it einem Wert ¢ € (0,1), so konvergiert die Reihe > 72 z

A
absolut.

Beweis: Aus der Abschéitzung folgt
2k < ¢ Japo1] S P lapmg] < <Pl

Die geometrische Reihe 37, |21]- ¢*~! konvergiert nach Beispiel 3.3 fiir ¢ € (0,1)
und ist damit eine konvergente Majorante fiir ), zy.
Q.E.D.

Satz 3.19: (Wurzelkriterium)

Sei (zy,) eine komplexe Folge. Gilt fiir alle bis auf endlich viele Indizes
V/|zk| < ¢ mit einem Wert ¢ € (0,1), so konvergiert die komplexe Reihe
> rey 2k absolut.

Beweis: Aus der Abschitzung folgt |z < ¢*. Damit ist die geometrische Reihe
>, cF fiir ¢ € (0,1) eine konvergente Majorante fiir >, 2.
Q.E.D.

Satz 3.20: (Kondensationskriterium)

Ist (xy,) eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen, so konvergiert
> ik dann und genau dann, wenn die Reihe

0o
E 2m - Tgm
m=0

konvergiert.
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Beweis: Nach Satz 3.11 ist zu entscheiden, ob die Partialsummen S,, = ZZ:l T
beschrankt sind. Betrachte

Sont1_1= X1 +To+x3+x4+ - F+T7+ -+ Tom + -+ Tont1_3
e —

=1z <2-x9 <4-x4 <2n.xon

S i 2m . Tom.
m=0

Konvergiert ), 2™ - x9m, so sind alle Partialsummen S, beschrankt und ), xj
konvergiert. Umgekehrt gilt:

Son =m1+ @2 +x3+tastTs+Fagtoc Ty + oo+ a0
~ e N——— ~

=1-x2 >2-x4 >4-xg >2n—1l.z0n

n n
1
Zf]fl‘f— E 2mjl'x2m2§' E 2m‘.’132m.
m=1 m=1

Divergiert ) 2™ - x9m, so sind alle Partialsummen unbeschrankt und ), xj
divergiert.
Q.ED.

Hier eine Reihe von Beispielen zu den diversen Kriterien:

Beispiel 3.21: Wir setzen das Majorantenkriterium 3.16 ein, um zu zeigen, dass die
Reihe Y77, k% konvergiert. Dazu machen wir eine Anleihe beim kommenden Bei-
spiel 3.31, wo die Konvergenz

= 1
R

k=1

gezeigt wird. Dazu schiitzen wir xp = k% gegen Jp = m ab (>, 9x soll als kon-
vergente Majorante fir ), z; dienen). Es gilt zwar nicht unmittelbar |z| = 2, < U,

aber mit

k2>k~(k+1)
- 2
(& 2-k2>Kk*+k & k%> k; dies ist fiir alle k > 1 erfiillt) folgt
IR B
TR Sk (k) T

Mit Beispiel 3.31 folgt
ifk <§:yk:§:k.(;+1):2~
k=1 k=1 k=1

Das Majorantenkriterium garantiert hiermit die Konvergenz von ), k% Welchen Wert
diese Reihe hat, haben wir damit allerdings nicht herausbekommen.




3.3. SPEZIELLE KONVERGENZKRITERIEN 59

Beispiel 3.22: Die in Beispiel 3.21 betrachtete Summe wird mit MuPAD berechnet:

>> sum(1/k"2, k = 1..infinity)

Hierbei ist PI = 7 = 3.1415.... Zur Kontrolle vergleichen wir diesen Wert mit einer
langen, aber endlichen Summe:

>> float (%)
1.644934067

>> sum(1.0/k"2, k = 1..1000)

1.643934567
oo

k+1
(Das passt einigermaflen.) Einige weitere Summen, z.B. E . +
=1

(k+2)-(k+5)

>> sum((k + 1)/k/(k + 2)/(k + 5), k = 1..infinity)

323/900

=1
Oder auch Z ﬁ:
k=1

>> sum(1/k~3, k = 1..infinity)

zeta(3)

Dieser Reihenwert hat keine elementare Darstellung. Stattdessen stellt MuPAD ihn mit-
tels der (unter Mathematikern) berithmten speziellen Funktion zeta (die sogenannte
Riemannsche Zeta-Funktion) dar. Das niitzt uns hier relativ wenig, da wir mit die-
ser Funktion nicht ndher vertraut sind. Zumindestens kann man hiermit aber bequem
Gleitpunktnéherungen berechnen:

>> float (%)
1.202056903

Die Web-Seite mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html liefert weitere
Informationen zur Zeta-Funktion.
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Beispiel 3.23: Die Reihe > 7, ﬁ konvergiert nicht fiir n — oo: zwar konvergieren

die Summanden z; = ﬁ gegen 0, aber ,nicht schnell genug®:

100 1000 10000

1 1 1
—= = 18.5896... , —= = 61.8010..., —= = 198.5446... .

k=1
Genauer gesagt: die Reihe ,konvergiert uneigentlich gegen co“. Beweis: die nach Bei-

spiel 3.10 divergierende harmonische Reihe ist eine divergente Minorante:

<

el
Sl
=

Beispiel 3.24: (!! Wichtiges Beispiel !!) Betrachte die Reihe

2”: .
k!’
k=0

wo z eine beliebige feste komplexe Zahl ist (beachte: 0! = 1). Diese Reihe konvergiert
k

z
nach dem Quotientenkriterium: Mit 2z = T ist der Quotient zweier aufeinander fol-

gender Summanden

zk+l
T = T TR O ¥ R L P O A P
I A L e Y L e R VR R

Fiir hinreichend groie k (ndmlich k > 2 - |z|) gilt

el el _ Ll 1
lzi] — 2-|2|+1 2]z 2

=c<l,
womit das Quotientenkriterium erfiillt ist.

Der Grenzwert heifit ,,Exponentialfunktion® e* bzw. exp(z). In der Tat stimmt die
Reihe mit der in Satz 2.20 benutzten Definition iiberein (was noch zu zeigen wire):

k 2 3

0o
. Z\"™ z

ezzexp(z):nll_{%o(l-}-g) :Zg:1+z+?+g+

k=0

Die Reihendarstellung der exp-Funktion bietet einige Vorteile. Fiir kleine Argumente z
gilt z.B. die Ndherung

2 23 2

z z
exp(z) =1+ _ 2z + 3 T I o A 1+z+?.
e noch kleiner noch viel

leiner
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Wir ersparen uns hier den Beweis fiir

2\ = 2
I (1 7) -y

der einigen technischen Abschétzungsaufwand erfordert.

(o9}

1
Beispiel 3.25: Die Reihe Z T konvergiert genau dann, wenn p > 1 gilt. 16.11.03
k=1
Beweis: fiir festes p > 0 ist die Folge 2, = 1/k? monoton falled. Das Kondensationskri-
terium liefert die Konvergenz, wenn

9] o 1 e 1 i 1
mZ:1 om - Logm = mZ:1 gm . (2m)p = Z (Qm)pfl = Z (2p—1)m

m=1 m=1

konvergiert. Diese geometrische Reihe konvergiert, wenn < 1 gilt, d.h., fiir p > 1.

2r—1
Fiir p <1 ist die harmonische Reihe ), % eine divergierende Minorante.

3.4 Bedingte Konvergenz, Umordnungen

Es gibt einen Spezialfall, wo die Tatsache, dass die Summanden eine Nullfolge
bilden, fiir die Konvergenz der Reihe ausreicht: alternierende Reihen:

Satz 3.26: (Das Leibniz—Kriterium fiir alternierende reelle Reihen)

Eine reelle Folge () heift “alternierend*, wenn fiir jeden Index x,, und
Zp+1 unterschiedliche Vorzeichen haben. Ist zusétzlich |x,| monoton fal-
lend und (x,,) eine Nullfolge, so konvergiert die zugeordnete ,alternierende
Reihe“ Y, x.

Beweis: Fixiere ein beliebiges n. Durch Induktion nach m ist leicht zu zeigen,

dass
m
’ Zwk‘ < |zn|
k=n

fiir alle m > n gilt. Da |z, | eine Nullfolge bildet, ist das Cauchy-Kriterium 3.6
erfiillt.
Q.E.D.



62 KAPITEL 3. REIHEN

Beispiel 3.27: Die ,,alternierende harmonische Reihe*

11 1 2 (—1)kHL
1l— 4+ - 4+...=
27371 ; k

erfiillt das Leibniz-Kriterium und konvergiert (der Grenzwert ist In(2)).

Die alternierende harmonische Reihe konvergiert, aber sie konvergiert nicht ab-
solut (die harmonische Reihe ist bekanntlich divergent). Fiir solche ,,bedingt* (=
nicht absolut) konvergente Reihen ist hochste Vorsicht geboten: die Reihenfolge
der Summation ist wichtig!

Beobachtung 3.28:

Fiir die alternierende harmonische Reihe des letzten Beispiels gilt:

S = 1 — 1 + 1 _ 1 + } _ 1 + 1 _ 1 + .
2 3 4 5 6 7 8
s 1 1 1 1
7 = 2 T % IR
35 _ THE RN TR
2 3 2 5 7 4

Man kann sich leicht iiberlegen, dass in der letzten Reihe der Kehrwert
jeder natiirlichen Zahl genau einmal auftaucht. In der Tat erhédlt sie alle
Summanden der alterniernenden Reihe S, nur dass die Summanden anders
angeordnet sind:

»<Nehme 2 positive Summanden von S, dann einen negativen, dann
die beiden néchsten positiven, dann den nédchsten negativen usw.“

Diese Umordnung hat den Grenzwert veréindert!
Erstaunlicherweise kann man durch eine geeignete Umsummation jeden beliebi-
gen Grenzwert erreichen:

Satz 3.29: (Riemannscher Umordnungssatz fiir bedingt konvergente Reihen)

Sei ), x}, eine konvergierende reelle Reihe, die nicht absolut konvergiert:
> i |TK| = oo. Dann gibt es zu jedem S € R eine bijektive Abbildung
P :N — N (eine “Permutation® von N), so dass

D xpgy = lim Y apgy =S
k=1 k=1

gilt.
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Die Beweisidee ist sehr einfach, der Beweis ist konstruktiv. Sei
Nt ={neNz, >0}, N ={neNuz, <0}

Man {iberlegt sich, dass die Divergenz von ), |z)| zusammen mit der Kon-
vergenz von y_, rp bedeutet, dass ), n+ 2 gegen oo und ), N Tk gegen
—oo konvergiert. Zu gegebenem S wihle solange Indizes in N*, bis die Summe
iiber die entsprechenden positiven xj zum ersten Mal S iiberschreitet (wegen
> ren+ T = oo wird dies sicherlich irgendwann geschehen). Dann wihle solange
Indizes in N, bis durch Hinzuaddieren der entsprechenden negativen xj zum
ersten Mal S unterschritten wird (wegen ),y ox = —00 wird dies sicherlich
irgendwann geschehen). Dann wihle wieder Indizes auf N, bis S {iberschrit-
ten wird usw. Die Differenz zwischen S und der iiberschreitenden bzw. unter-
schreitenden Zwischensumme ist jeweils kleiner als das letzte Folgenelement,
das addiert bzw. subtrahiert wurde. Die Folgenglieder sind aber eine Nullfolge,
da ), xj konvergiert. Damit konvergieren die konstruierten Zwischensummen
gegen S. Details: siehe z.B. Chr. Blatter, Analysis 1, Springer.

Q.E.D.

Gliicklicherweise ergibt sich dieses Umordnungsproblem bei absolut konvergie-
renden Reihen nicht. Jede Umordnung der Reihenglieder liefert die selbe Sum-
me:

Satz 3.30: (Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen)

Sei Y, 2z, eine (komplexe) absolut konvergierende Reihe. Dann konver-
giert y zp(k) fiir jede Permutation P absolut gegen den selben Grenz-
wert.

Beweis: siehe z.B. Chr. Blatter, Analysis 1, Springer.

3.5 Summation per Partialbruchzerlegung

Es gibt einige Situationen, wo man (endliche) Reihen explizit berechnen kann.
Der Reihenwert ergibt sich als Grenzwert des expliziten Ausdrucks:

n
Beispiel 3.31: Betrachte Z 2 . Die entscheidende Beobachtung ist:
k=1

1
- (k+1)

1 1 1

k-(k+1) k k+1

(man bringe % — k%rl auf den Hauptnenner). Hiermit ergibt sich

- 1 /1 1 "1 &1
-2 ) T X X

k=1 k=1
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_ 1,1 1

= 1+i4+3+..+1
_1_1r_ ., _1_ 1
2 3 n n+1

— _ 1

=1 e

Man nennt so eine Summe auch , Teleskopsumme“: sie 1a8t sich zu einigen wenigen
Termen ,,zusammenschieben*, da sich fast alle Summanden aufheben. Es folgt:

> 1 " 1 1
;k-(kﬂ) ninéokzzlk.(kﬂ) e

Der im obigen Beispiel angewendete Trick 148t sich systematisch anwenden:

Rezept (Summation durch ,,Partialbruchzerlegung*) 3.32:

Betrachte die Summe ), ay, iiber einen ,rationalen“ Ausdruck in k:

a _CO+Cl.k+...+Cp.k;p
P do+dy k- +dg - ke

mit p+ 2 < q (fiir p+ 2 > q divergiert die Reihe ), ay).

e Schritt 1: Bestimme die Nullstellen ki, ko,...,k; des Nennerpoly-
nomsP(k‘) :d0+d1k/’++qu’q:dq(k—k‘1)(]{—k’q)

e Schritt 2: Sind alle Nullstellen einfach®, so kann man den Ausdruck

stets folgendermaflen additiv zerlegen: es gibt Werte eq, ea, ..., eq, SO
dass
cot+cr-k+---+cp- kP e e e
ap = 0 L P = 1 + 2 + .+ g
do+dy-k+---+dg- k7 k—Fk k—Fk k—kq
Finde diese Werte eq, ..., eq! Man bringt dazu die rechte Seite dieses

Ansatzes auf den Hauptnenner (das ergibt nach Konstruktion das
Nennerpolynom P(k)). Das Zihlerpolynom muss mit dem Zéhler
der linken Seite iibereinstimmen. Vergleiche in den Zéhlern die Ko-
effizienten der k-Potenzen, die einzeln iibereinstimmen miissen. Dies
fiihrt zu einem (stets losbaren) linearen Gleichungssystem fiir
€1,...,€q-

e Schritt 3: Es gilt

n

- €1 €2 €
;ak:;<k—k1+k—k2+m+k—qkzq>

!Bei entarteten Nullstellen muss man den Ansatz fiir die Partialsummenzerlegung etwas
modifizieren, damit die folgenden Schritte funktionieren (man muss auf ein lésbares linea-
res Gleichungssystem fiir die unbekannten Parameter der Zerlegung stofien). Vergleiche mit
Aufgabe 12a auf Blatt 4a.
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n el n es n es
:kzlk—kl+;k—k2+"'+l;k—kq‘

Unterscheiden sich die Nullstellen um ganze Zahlen, so 148t sich die-
se Summe von Summen als ,Teleskopsumme® zu einem expliziten
Ausdruck in n vereinfachen.

k
— 2-k2—k+2
Schritt 1: Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind ky = 1, ko = —1, k3 = 2:

-2k —k+2=(k-1)-(k+1) - (k—2).

Beispiel 3.33: Betrachte Z -
k=3

Schritt 2: Mache den Ansatz:
k - €1 €9 €3
B2 k2 —k+2 k-1 k1l k-2

Bringe die rechte Seite auf den Hauptnenner und ordne den Zihler nach k-Potenzen:

€1 €2 €3
F—1 k+l k-2
er-(k+1)-(k—2)+ex-(k—1)-(k—2)4+e3-(k—1)-(k+1)
(k=1)-(k+1)-(k—2)
e1-kP—e - k—2-e1+ey-k?—3-e9-k+2-e3+eg-k%—e3
(k—=1)-(k+1)-(k—2)
(a1 textes) kP (—e1—3-€e) k4 (—2-e1+2 ey —e3)
- (k=1)-(k+1)-(k—2) '
Dies muss als Polynom in k£ mit dem Zahler der Summanden der Reihe iibereinstimmen,
also

k=0-k*+1-k+0=(e;+ea+es)k*+(—e1—3-e)k+(—2-e1+2-e2—e3).

=0 =1 =0

Durch Vergleich der k-Potenzen ergibt sich:
€1+62+63:O, 76173‘62:1, 72'614’2'62763:0.
Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ist
1 1 2
el = —— o = —— =
1 2 9 2 6 )
also
k 1 1 1 1 n 2 1
k3—2-k2—k+2 2 k-1 6 k+1 3 k-2
Schritt 3: Reduktion der Teleskopsumme. Beachte, dass eine der Gleichungen e; +es+
e3 = 0 war. Deshalb ist es kein Zufall, dass sich in der Tat eine Teleskopsumme ergibt:

- k e (F1/2) ;R (216) - (2/3)
Z;k3—2%2—k+2_ggkpﬁ,+2;AHJ,+§:Ei§

k=3 k=3
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_ (CU2) 4 (CUD Gy CY) L)

n—2 n—1
(=1/6) (=1/6) (=1/6) | (=1/6) (=1/6)
T—i_ et n—2 + n—1 + n/ + n+1
Lem e e e @)
~~~ ~~ ~~~
0 0 0
—1/2 —1/2 —1/2
_ Cu2) ) ISYE)
—1/6) —1/6 —1/6
+ (n7/1 4 ¢ n/)_,_ (n+/1)
+ (2{3) + (243) + (2é3)
_ 29 (=2/3) | (=1/6) , (=1/6)
- 36 + n—1 + n + n+1l

Der Grenzwert fiir n — oo liefert

i": k 29
3_9.k2 _ ~ 36
k:gk 2-k*—-k+2 36

Beispiel 3.34: In MuPAD ist die Funktion partfrac (,partial fraction“) fiir die Par-
tialbruchzerlegung zustéindig:

>> partfrac(k/(k"3 - 2¥k™2 - k + 2))

3 (k-2) 6 (k + 1) 2 (k - 1)




Kapitel 4

Funktionen und Stetigkeit

4.1 Funktionen

Definition 4.1:

Eine Funktion f : D +— C ist eine Zuordnung f : z — f(z) einer Zahl
z € D C C zu einem ,,Bildwert* f(z) € C. Der Punkt z heifit auch
»Urbild* von f(z). Die Menge D C C heift ,,Definitionsbereich®, die
Menge

f(D):={f(2); =€ D}
heift ,,Bildbereich* oder auch ,, Wertebereich* der Funktion.
Eine reelle Funktion f : D C R — R heifit

e monoton steigend, wenn f(z) < f(y) gilt

e streng monoton steigend, wenn f(z) < f(y)gilt
e monoton fallend, wenn f(z) > f(y) gilt

e streng monoton fallend, wenn f(z) > f(y) gilt

fiir alle x,y € D mit z < y.

Beispiel 4.2: a) Die (stiickweise definierte) Funktion f: R — R

f(x)
z fiir x <0, /
fz)={ 3 fir0<z<l, L
z firl<z 2 ; -

67
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ist monoton steigend (aber nicht streng monoton steigend). Der Definitionsbereich ist
R, der Bildbereich ist f(R) = (—o0,0] U {%} UL, 00).
Die MuPAD-Graphik dazu (piecewise erzeugt stiickweise definierte Funktionen):

>> f:= piecewise([x <= 0, x],
[0 < x and x < 1, 1/2],
[1 <= x, x])

>> plotfunc2d(f(x), x = -2..2)

b) Die Funktion f : [0,00) — [0,00), f(z) = /= ist streng monoton steigend. Die
MuPAD-Graphik dazu (sqrt ist die Wurzelfunktion):

4.2 Stetigkeit

Definition 4.3: (Stetigkeit)
Eine Funktion f : D C C — C heif}t stetig am Punkt z* € D, wenn fiir
jede gegen z* konvergierende Folge (z,) mit z, € D gilt:

lim f(zn) = f(z7).

n—oo
Die Funktion f heifit stetig auf dem Bereich D, wenn sie an allen
Punkten x* € D stetig ist.

Definition 4.3 ist ein Moglichkeit, die Stetigkeit an einem Punkt zu definieren.
Hier eine andere Variante:

Definition 4.4: (Stetigkeit, Version 2)
Eine Funktion f : D C C +— C heifit stetig am Punkt z* € D, wenn fiir
jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass

[f(2) = f(Z)] <e

gilt fiir alle z in der Menge {z € D; |z — z*| < 0}.
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Anschaulich: gibt man sich eine Abweichung e der Funktionswerte f(z) vom
Wert f(z*) vor, so gibt es stets eine Umgebung von z*, auf der die Funktions-
werte nicht mehr als € von f(z*) abweichen.

Satz 4.5: (Aquivalenz der Stetigkeitsdefinitionen)
Die Definitionen 4.3 und 4.4 sind dquivalent.

Beweis: (fiir technisch Interessierte)

4.3 = 4.4 Sei f im Sinne von 4.3 an der Stelle z* stetig. Sei € > 0 vorgegeben.
Angenommen, es gibe kein 0 > 0 mit der Eigenschaft, dass |f(z) — f(2*)] < €
gilt fiir alle z in D mit |z—2*| < 6. D.h., zu jedem 6 > 0 gibt es (mindestens) ein
zin D mit |z —2*| < 9, fiir das | f(z) — f(2*)| > € gilt. Zu jedem 6 = 1/n, n € N,
sei zy, ein solches Element. Damit haben wir eine gegen z* konvergierende Folge
(zn), fiir die nicht f(z,) gegen f(z*) konvergiert. Widerspruch zur Stetigkeit am
Punkt z* nach Definition 4.3.
4.4 = 4.3 Sei f im Sinne von 4.4 an der Stelle z* stetig. Sei z, eine beliebige
gegen z* konvergierende Folge. Es ist zu zeigen, dass f(z,) gegen f(z*) konver-
giert. Zu € > 0 existiert nach Definition 4.4 ein §, so dass |f(z,) — f(2%)] < €
gilt fiir alle 2z, in D mit |z, — 2*| < §. Da z, gegen z* konvergiert, gibt es zu
0 ein N, so dass |z, — z*| < ¢ fiir alle n > N. Damit haben wir zu ¢ > 0 ein
N = N(6(e)) gefunden, so dass |f(z,) — f(2*)| < € gilt fiir alle n > N. Also
konvergiert f(z,) gegen f(z*).

Q.E.D.

Die formale Definition 4.3 der Stetigkeit sollte man sich so merken:

Merkregel 4.6:
Fiir beliebige konvergente Folgen z, gilt

Jm few) = £ ( Jim z0).

wenn die Funktion f an der Stelle lim z, stetig ist.
n—oo

Definition 4.7: (einseitige Stetigkeit)
Fiir reelle Funktionen f : D C R — R wird zusétzlich definiert:

Die Funktion f heifit rechtsseitig stetig am Punkt z* € D, wenn
lim,, f(z,) = f(z*) gilt fiir alle gegen x* konvergierenden Folgen (x,) mit
T, > x¥.

Die Funktion f heifit linksseitig stetig am Punkt z* € D, wenn

lim,, f(z,) = f(x*) gilt fiir alle gegen x* konvergierenden Folgen (xy,)
mit ., < z*.
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Ahnlich wie die e-N(¢)-Definition eines Grenzwertes fiir Folgen ist diese De-
finition von Stetigkeit (entweder 4.3 oder 4.4) technisch und nur in sehr ein-
fachen Fillen praktisch handhabbar (zumindestens fiir Nicht-Mathematiker).
Man verlafit sich in der Praxis wiederum auf Rechenregeln, mit denen Stetig-
keit vererbt wird, siehe Satz 4.10. Zunéchst einige einfache Beispiele mit der
formalen Definition:

Beispiel 4.8: a) Betrachte die konstante Funktion f : z € C + ¢ (mit einer konstanten
Zahl ¢ € C). Sei (z,) eine beliebige gegen z* konvergierende Folge. Es gilt

lim f(z,)= lim c=c= f(z").
Damit ist f an jedem Punkt z* € C stetig.

b) Betrachte die Funktion f(z) = z. Sei (z,) eine beliebige gegen z* konvergierende
Folge. Es gilt
lim f(z,)= lim z, =2" = f(z%).

Damit ist f an jedem Punkt z* € C stetig.

c) Betrachte die Funktion f(z) = 22+1. Sei (z,) eine beliebige gegen z* konvergierende
Folge. Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt

lim f(z,) = nhngo(zg +1) = (lim_ 2)? +1=(2")2 + 1= f(z).

Damit ist f an jedem Punkt z* € C stetig.

Man sieht an diesen Beispielen bereits, dass die Rechenregeln fiir Grenzwerte
sofort zu analogen Rechenregeln fiir die Vererbung von Stetigkeit fithren. Vorher
aber noch ein Beispiel zur Unstetigkeit und ,einseitigen Stetigkeit®:

Beispiel 4.9: Betrachte die reelle Funktion

f(x)
0 fiirz <0,
f(x){ 1 fir 0 <.

> T

Diese Funktion ist iiberall stetig, auBler am Punkt z = 0. Dort ist sie aber immer
noch rechtsseitig stetig: ndhert man sich dem Punkt x = 0 von rechts, so sind die
Funktionswerte konstant 1. Der Grenzwert der Funktionswerte ist wiederum 1 und
stimmt mit dem Funktionswert f(0) =1 iiberein.

Die Funktion ist aber nicht linksseitig stetig: ndhert man sich dem Punkt z = 0 von
links, so sind die Funktionswerte konstant 0. Der Grenzwert der Funktionswerte ist
wiederum 0 und stimmt nicht mit dem Funktionswert f(0) = 1 iiberein.

Eine stetige Funktion muss aber offensichtlich sowohl links- als auch rechtsseitig stetig
sein, damit ist f am Punkt x = 0 unstetig.
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Nun die Rechenregeln:

Satz 4.10: (Rechenregeln zur Stetigkeit)

Seien f und g Funktionen. Sei z* ein Punkt aus dem Schnitt der Definiti-
onsbereiche von f und g (d.h., sowohl f(z*) als auch g(z*) ist definiert).
Seien f und g am Punkt z* stetig. Sei ¢ eine Konstante. Dann gilt:

e Die Funktion z — c- f(z) ist am Punkt z* stetig.
Die Funktion z — f(z
(2

e Die Funktion z — f

e Die Funktion z — f(z

e Die Funktion z — % ist am Punkt z* stetig,

) + g(2) ist am Punkt z* stetig.
) — g(2) ist am Punkt z* stetig.
) - g(z) ist am Punkt z* stetig.

falls g(=*) # 0},

e Die Funktion z — / f(z) ist am Punkt z* stetig.

Weiterhin gilt: ist g am Punkt z* stetig und f am Punkt g(z*), so ist
z+— f(g(2)) am Punkt z* stetig.

Beweis: Betrachte eine beliebige Folge (z,) — z* und wende die Rechenre-
geln 2.13 an.
Q.E.D.

Beispiel 4.11: Die Funktion f(x) = ;2':11 ist iiberall auf R stetig: Da konstante Funk-
tionen sowie g(x) = x stetig sind, ist auch h(z) = = + 1 stetig. Analog ist k(z) = x°
und damit auch j(z) = 2% + 1 stetig. AuBerdem gilt j(x) > 0 fiir alle x € R, womit der
Quotient f(z) = % ebenfalls iiberall stetig ist.

Betrachtet man die Funktion in der komplexen Ebene, so ist sie iiberall stetig bis auf

die beiden Punkte +i, wo der Nenner verschwindet.

An diesem Beispiel merkt man, dass folgende ,,Pi mal Daumen-Regel“ gilt:
Merkregel 4.12:

Aus stetigen Funktionen ,zusammengesetzte® Funktionen sind wieder
stetig. Lediglich an den Stellen, wo man durch 0 teilt, kann die Funktion
unstetig sein.

Manchmal helfen die Rechenregeln nicht, und man muss technisch abschétzen:

Beispiel 4.13: Die in Definition 2.20/Beispiel 3.24 eingefithrte Exponentialfunktion
z — exp(z) ist stetig am Nullpunkt. Betrachte dazu eine beliebige Nullfolge h,,, fiir die
0.B.d.A. |h,| <1 gelte. Wegen

2 3 2

E h
e =1 = [+ o+ 2+ 2+ —1’_|h|’1+—+§+
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|| B ? 1 1
ist e» —1 eine Nullfolge, also lim e» =1 = €°. Dies ist die Stetigkeit am Nullpunkt.

Satz 4.14: (Stetigkeit der Exponentialfunktion)

Die in Definition 2.20/Beispiel 3.24 eingefiihrte Exponentialfunktion z +—
exp(z) mit dem Definitionsbereich C ist an allen Punkten z € C stetig.

Beweis: Sei (hy,) eine beliebige Nullfolge. Wegen der Funktionalgleichung 2.22
ettt = e . eb und der gerade gezeigten Stetigkeit im Nullpunkt folgt

hn _ 2 lim hy, z 0 z

lim e*t" = lim e%- e = ¢?. lim e e en—oo T =¢e%.e” = e°.

n—0o0 n—oo n—0o0

Q.E.D.

Die Merkregel 4.12 besagt, dass es potentielle Unstetigkeiten gibt, wenn man
durch 0 teilt. Aber: es kann auch passieren, dass an diesen Stellen Stetigkeit
vorliegt (ndmlich bei speziellen % —Situation):

Beispiel 4.15: Die Funktion

) o fir z # 1,
Z) =
2 firz=1

ist iiberall (auch an der Stelle z = 1) stetig. Dies ist leicht gezeigt: Wegen
22—~1=(2+41)- (2 — 1) ist f nichts anderes als eine komplizierte Schreibweise fiir
f(z)=z+1

Etwas komplizierter ist

e® —

fiir z # 0,

f(z) =
1 fir z =0.

Auch diese Funktion ist iiberall (auch an der Stelle z = 0) stetig, was durch folgende
Betrachtung plausibel wird:

2

e?—1 1 z 1
:7.(14_24_*4_... _1>:7.(Z+i+...):1+f+...
z z 2! z

Eine %fSituation 148t sich mit Hilfe der ,,I’Hospitalschen Regel“ systematisch untersu-

chen, siehe Beispiel 6.36.




4.3. GRENZWERTE 73

4.3 Grenzwerte

Betrachtet man f(z) = (e* — 1)/z, so ist diese Funktion zunéchst mal fiir z = 0
nicht definiert, sie hat dort eine ,,Definitionsliicke*. In Beispiel 4.15 haben wir
einen geeigneten Wert definiert, der die Funktion insgesamt stetig macht. Dieser
Wert ergibt sich als ,,Grenzwert“ der Funktion, wenn das Argument gegen den
kritischen Wert strebt.

Definition 4.16: (Grenzwerte bei Funktionen)
Betrachte eine Funktion f auf dem Defintionsbereich D = C \ {z*}. Der

Wert f* heifit ,,Grenzwert (Limes)“ von f fiir z — z*, wenn fiir jede
gegen z* konvergierende Folge (z,) mit z, € D gilt:
lim f(20) = /*.

n—oo

Die Schreibweise ist dann: — f* = lim f(z).

Z2—2*

Die Funktion
f(z) fiir z € D,

f* fiirz=2z*

ZGDU{Z*}H{

nennt man die ,,stetige Fortsetzung* von f auf den erweiterten Defi-
nitionsbereich D U {z*}. Nach Konstruktion ist die Fortsetzung stetig am
Punkt z*.

Definition 4.17: (Einseitige Grenzwerte bei reellen Funktionen)
Fiir reelle Funktionen f : D\ {z*} C R — R wird weiterhin definiert::

Der Wert f* heifit ,,rechtsseitiger Grenzwert* von f fiir xt — x*, wenn
lim,, o0 f(xy) = f* gilt fiir alle gegen x* konvergierende Folgen (x,) mit
T, > x*. Schreibweise:

ff= lim f(x).

r—x*+0

Der Wert f* heifit ,,linksseitiger Grenzwert* von f fiir v+ — z*, wenn
limy, 00 f(xy) = f* gilt fiir alle gegen x* konvergierende Folgen () mit
T, < x*. Schreibweise:

ff= lim f(z).

rz—z*—0

Beispiel 4.18: Fiir eine am Punkt z* definierte und dort stetige reelle Funktion gilt
immer

lim f(z)= lm f(z)= lim f(z)= f(z").

rz—z*—0 r—x*40 r—x*
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Beispiel 4.19: Betrachte

0 firz <0,
flx) = 1 firo<uz.

Hier gilt fiir die Sprungstelle z* = 0:

wll)gn_of(x) =0, wggriof(x) =1, :llg}) f(z) existiert nicht.

Beispiel 4.20: Fiir die reelle Funktion f(z) = 2 gilt
lim f(z)=0.

r—00
Formale Begriindung: Sei (z,,) eine beliebige gegen oo konvergierende Folge:

1 1
lim f(z,)= lim —=—=0.
n— 00 n—oo Ty 0
Am Punkt x = 0 ist f unstetig (,singulér®): die Funktion hat eine sogenannte Pol-
stelle. Wir lassen die Werte +o0o wieder als Grenzwerte zu. Dann existieren einseitige
Grenzwerte:

Jim f(r)=co, lim f(r) = —oo.

Das Argument ViewingBox = [-10..10, -10..10] im folgenden Befehl weist MuPAD
an, alles auferhalb der angegebenen Bereiche zu ignorieren, wodurch sich eine gut
skalierte Graphik ergibt:

>> plotfunc2d(1/x, x = -10..10,
ViewingBox = [-10..10, -10..10])
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Mit dem Grenzwertbegriff fiir Funktionen konnen wir die Stetigkeit an einem
Punkt auch folgendermaflen charakterisieren:

Satz 4.21: (Stetigkeit von Funktionen iiber R)
Eine auf einem Intervall D = (a,b) C R definierte Funktion f ist am

Punkt x* € D genau dann linksseitig stetig, wenn

lim f(z) = f(z")

r—x*—0

gilt. Sie ist genau dann rechtsseitig stetig, wenn

li = *
m f (z) = f(z")
gilt. Sie ist genau dann stetig, wenn der links- und rechtsseitige Grenzwert
existiert und beide Grenzwerte mit dem Funktionswert iibereinstimmen:

lim f(x)= lim f(z)= f(z).

r—zx*—0 rz—x*—0

Beweis: Das folgt unmittelbar aus den Definitionen. Fiir die letzte Aussage
beachte, dass eine beliebige gegen x* konvergierende Folge aufgespalten werden
kann in die Teilfolge aller Elemente, die kleiner sind als z* und die Teilfolge aller
Elemente, die groer als z* sind. Die Konvergenz der Teilfolgen gegen f(x*) ist
die links- bzw. rechtsseitige Stetigkeit, die Konvergenz der Gesamtfolge gegen
f(z*) ist die Stetigkeit.

Q.E.D.

4.4 Der Zwischenwertsatz, das Min/Max-Prinzip

Es folgen zwei sehr wichtige und fundamentale Sétze fiir reelle stetige Funktio-
nen.

Satz 4.22: (Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen)

Sei f : [a,b] — R auf dem Intervall [a,b] C R stetig. Dann nimmt f auf
dem Intervall alle Werte zwischen f(a) und f(b) an: zu jedem y zwischen
den Werten f(a) und f(b) existiert mindestens ein x € [a,b] mit f(z) = y.

Beweis: (nicht nur fiir technisch Interessierte)

Wir benutzen einen expliziten Algorithmus (,,Intervallhalbierung®), um die
Losung von f(x) =y zu finden.

Sei f(a) # f(b) (sonst gibt es nichts zu zeigen). O.B.d.A. gelte f(a) < f(b)
(sonst betrachte statt —f statt f). Gegeben sei y mit f(a) < y < f(b). Fiir
y = f(a) bzw. y = f(b) ist die Behauptung sicher mit z = a bzw.z = b erfiillt.
Es gelte also nun f(a) <y < f(b).
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Betrachte den Mittelpunkt m = (a+0)/2 des Intervalls. Gilt f(m) = y, sind wir
fertig. Fiir f(m) > y betrachten wir die linke Intervallhilfte [a1,b1] := [a, m],
fir f(m) < y betrachten wir die rechte Intervallhélfte [a1,b1] := [m,b]. Nach
Konstruktion ist die Ausgangssituation

fla1) <y < f(br)

fiir das neue Intervall [a1, b1] wieder hergestellt. Das betrachtete Intervall a1, b1 ]
wird nun erneut zu einem Intervall [ag, bo] halbiert usw.

Es ergibt sich eine Folge von immer kleineren Intervallen [a,, b,], deren linke
Enden a, eine monoton steigende und deren rechten Enden b, eine monoton
fallende Folge bildet. Nach Konstruktion gilt fiir alle Intervallenden

flan) <y < f(bn).

Nach Satz 2.24 konvergieren die monotonen beschriankten Folgen (a,) und (by,)
gegen Grenzwerte a* bzw b*, die iibereinstimmen miissen, da die Intervalllingen
b, —an = (b—a)/2" gegen Null konvergieren. Da f am Punkt z := a* = b*
stetig ist, folgt
f(z) = lim f(a,) = f(lim a,) <y < f(lim b,) = lim f(b,) = f(z),
n—oo n—oo n—oo n—oo

also f(z) =y.

Q.E.D.

Bemerkung 4.23: Der im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendete Algo-
rithmus (,,Intervallhalbierung*, ,,Bi-Sektion*) ist ein auch in der Pra-
xis anwendbarer Suchalgorithmus zum approximativen Lésen einer Gleichung
f(z) = y. Er liefert eine Folge von Intervallschachtelungen [a,,b,] fiir die
Losung. Die Genauigkeit ist die Lédnge des Intervalls, auf das die Losung einge-
schriinkt werden konnte. Mit 219 = 1024 ~ 10° gilt die

Faustregel: Durch je 10 Halbierungsschritte gewinnt
man jeweils etwa 3 Dezimalstellen Genauigkeit hinzu.

Bemerkung 4.24: Der Beweis verwendet iiber Satz 2.24 das Supremumsaxiom
fiir R. In der Tat hat beispielsweise die stetige Funktion f(x) = x? — 2 auf dem
Intervall [0,2] N Q keine Nullstelle, obwohl f(0) = —2 < 0 < f(2) = 2 gilt, da
die Nullstelle x = /2 nicht rational ist.

Ein weiteres wichtiges Ergebnis fiir stetige reelle Funktionen ist, dass der Bild-
bereich eines beschrinkten abgeschlossenen Intervalls wieder ein beschrénktes
abgeschlossenes Intervall ist. Mit anderen Worten: die Funktion nimmt auf ei-
nem abgeschlossenen Intervall immer (mindestens) ein globales Minimum und
ein globales Maximum an:
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Satz 4.25: (Das Min/Max—Prinzip fiir stetige Funktionen)

Sei f : [a,b] — R stetig auf dem Intervall [a,b] C R. Dann existiert ein
Tmin € [a,b] und ein Ty, € [a,b] mit

f(xmzn) S f(.%') S f(xma:v)
fiir alle x € [a, b].

Beweis: (fiir technisch Interessierte) Wir konstruieren x;,q,. Die Bildmenge
f(la, b)) := {f(x);x € [a,b]} ist nach oben beschréinkt. Sonst gébe es nidmlich
eine uneigentlich nach oo konvergierende Folge (y,) in f([a,b]) mit (nicht un-
bedingt eindeutig bestimmten) Urbildern z,, € [a,b]. Nach Bolzano-Weier-
strass 2.39/Bemerkung 2.40 gibt es eine gegen einen Grenzwert z* € [a, b] kon-
vergierende Teilfolge (xy, ) in [a, b], fir die

oo = lim y,, = lim f(z,,) = f(lim z,,) = f(z")

gelten miisste. Widerspruch!

Da f(Ja,b]) nach oben beschriankt ist, existiert gemif des Supremums-
axioms 1.10 das Supremum Y = sup f([a, b]) aller Bildpunkte. Es gilt zu zeigen,
dass dieses Supremum in der Menge f([a,b]) liegt, also ein Maximum ist:

Da Y — 1 keine obere Schranke von f([a,b]) sein kann (Y ist als Supremum die
kleinste obere Schranke), gibt es zu jedem n € N ein z;, € [a, b] mit

Y—%<f(:cn)§Y.

Wiederum existiert nach Bolzano-Weierstrass 2.39/Bemerkung 2.40 eine gegen
einen Grenzwert * € [a, b] konvergente Teilfolge (zy, ), fir die

Y = lim (Y—i) < lim f(an,) <Y

k—oo ng k—oo

gilt. Mit der Stetigkeit von f folgt
Y = lim f(a,,)= f( lim xnk> = f(z").
k—o0 k—o0
Also ist f(x*) = max f([a,b]), d.h., Zymar = x* ist die gesuchte Maximumsstelle.
Die Minimumstelle 2, mit f(Zmi) = min f([a, b]) ergibt sich sofort als die

Maximumsstelle von — f.
Q.E.D.
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Bemerkung 4.26: Die Abgeschlossenheit des Intervalls [a,b] ist wesentlich fiir
die Existenz von Minimum und Maximum. Beispielsweise hat fiir das offene
Intervall (0,1) die auf (0,1) stetige Funktion f(z) = 1/x offensichtlich weder
ein Maximum noch ein Minimum!

4.5 Umkehrfunktionen

Definition 4.27: (Invertierbarkeit von Funktionen)

Eine Funktion f : D — W von einem Definitionsbereich D in den Werte-
bereich W = f(D) = {f(x);xz € D} heifit invertierbar, wenn zu jedem
Wert y € W genau ein Urbild = € D mit f(x) = y existiert.

Beispiel 4.28: Die Funktion f(z) = 22 auf dem Definitionsbereich D = [0, 00) mit
dem Wertebereich f(D) = [0,00) ist invertierbar: zu y = f(z) = 2? gehort genau ein
Urbild # = /y im Definitionsbereich D.

Die Funktion f(x) = 22 auf dem Definitionsbereich D = (—o0, 0] mit dem Wertebereich
f(D) = [0,00) ist invertierbar: zu y = f(x) = 22 gehért genau ein Urbild 2 = —,/y im
Definitionsbereich D.

Die Funktion f(z) = 22 ist nicht invertierbar, wenn man sie auf dem Definitionsbereich
D = R betrachtet: Jetzt gibt es zu jedem y = f(z) = 2? aus dem Wertebereich
f(D) = [0,00) zwei Urbilder x = \/y und = —/y.

Definition 4.29: (Inverse einer Funktion)
Die Funktion f : D +— W von einem Definitionsbereich D in den Werte-
bereich W = f(D) = {f(x);x € D} sei invertierbar. Die ,,Umkehrab-
bildung® (,,Inverse“) von f ist die Funktion f~' : W +— D, die dem
Punkt y = f(x) € W den (eindeutig bestimmten) Wert x zuordnet.

Beispiel 4.30: Die Funktion f(r) = 22 auf dem Definitionsbereich D = [0,00) mit
dem Wertebereich W = f(D) = [0,00) hat die durch f~*(y) = /y gegebene Inverse
f~1: W~ D.

Die Funktion f(x) = 22 auf dem Definitionsbereich D = (—o0, 0] mit dem Wertebereich
f(D) = [0,00) hat die durch f~!(y) = —/y gegebene Inverse f~': W — D.

Die Funktion f(z) = x? auf dem Definitionsbereich D = R hat keine Inverse.

Die Funktion f(x) = 2—3-2 auf dem Wertebereich D = R hat die Inverse f~1(y) = %Ty
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Um die Inverse zu bestimmen, muss man y = f(z) nach z auflgsen:

9 _
y=2-3-2 = 3J-z=2-y = :E:Ty.

Graphische Darstellung der Inversen 4.31:

Hat man eine invertierbare Funktion f graphisch dargestellt, so hat man
auch sofort den Graphen von f~'. Der Graph von f ist eine Punktmenge
(z,y) mit y = f(x) in der x-y-Ebene. Der Graph von f~! ist die Punkt-
menge (y,x) mit y = f(x). Diese ergibt sich einfach durch Spiegelung
an der ,ersten Winkelhalbierenden* (dies ist die durch y = x gegebene
Gerade).

Der Graph der Umkehrfunktion f~! ist die Spiegelung des
Graphen der Funktion f an der ersten Winkelhalbierenden.

Beispiel 4.32: Zur Demonstration hierzu einige MuPAD Graphiken. Betrachte f(x) =
2% auf D = [0,00), f~(y) = /y. Statt f~'(y) = \/y wird f~(z) = /x eingegeben
(Goethe sagt dazu treffend: ,Name ist Schall und Rauch®). Die Winkelhalbierende
y = x wird zusétzlich eingezeichnet:
>> plotfunc2d(x, x°2, sqrt(x), x = 0..2,

ViewingBox = [-0.5..2, -0.5..2])

LT

[ER -

03 0 03 1 15 2

Q80

Das selbe noch einmal, diesmal wird f(z) = x? aber auf dem Definitionsbereich D =
(—00, 0] betrachtet. Da die Inverse f~!(y) = —/y auf einem anderen Definitionsbereich
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lebt (y > 0, 2 < 0), plotfunc2d aber alle Funktionen iiber einem gemeinsamen Bereich
zeichnet, wird nun das folgende flexiblere plot-Konstrukt benutzt:

>> plot(// die Winkelhalbierende:
plot::Function2d(x, x = -2..2, Color = RGB::Black),
// £(x):
plot::Function2d(x~2, x = -2..0, Color = RGB::Red),
// die Inverse von f:
plot::Function2d(-sqrt(y), y = 0..2, Color = RGB::Blue),
ViewingBox = [-2..2, -2..2])

Bei streng monotonen Funktionen ist die Invertierbarkeit garantiert:

Satz 4.33: (Invertierbarkeit bei Monotonie)

Streng monotone reelle Funktionen f : [a,b] — f([a,b]) sind immer in-
vertierbar. Ist f streng monoton steigend, dann auch f~'. Ist f streng
monoton fallend, dann auch f~'. Ist f monton und stetig, dann auch

=

Beweis: (fiir technisch Interessierte) Die Eindeutigkeit der Urbilder folgt un-
mittelbar aus der Monotonie, denn aus x1 # x2 (also entweder 1 < x9 oder
x1 > ) folgt per strenger Monotonie f(x1) # f(x2). Die Monotonie von f~!
ist offensichtlich.

Zur Stetigkeit von f~!. Sei 0.B.d.A. f streng monoton wachsend (sonst be-
trachte — f). Wihle einen beliebigen Punkt y aus dem Wertebereich f([a,b]) =
[f(a), f(b)]. Sei (y,) eine beliebige gegen y konvergierende Folge, sei z = f~1(y).
Wegen (y,,) — y gibt es zu jedem § > 0 ein N (), so dass

Yn € [y — 0,y + 0]

gilt fiir alle n > N(0). Zu € > 0 setze

6(€) = min(y — f(z —€), flx +€) —y) > 0.
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Fir alle n > N(0(¢€)) folgt dann

yn € ly = 0(e),y +6(e)] C [f(z =€), [z + )],

also

F ) € FTHf@—e) fla+ o) = [fH(fla =) [T (fz + )]
=[z—e€x+e€.

Also: zu € > 0 haben wir ein N(J(e)) konstruiert, so dass

[f 7 ) =2l = 1f M yn) — FH ()| < e

gilt fiir alle n > N(6(¢)). Also ist f~! stetig: lim f~(y,) = £ 1( lim y,).
QE.D.

4.6 Wachstum von Funktionen, Landau-Symbole

Es gibt eine niitzliche Schreibweise, mit der das Wachstum von Funktionen an
interessanten Stellen elegant und schreibtechnisch duferst effizient beschrieben
wird. , Interessante Stellen“ sind dabei meist Nullstellen, Extrema oder Singu-
laritéten.

Notation 4.34:

Seien f und g Funktionen, die in der Umgebung eines Punktes zy definiert
seien. Bei reellen Funktionen betrachtet man oft auch die Punkte zg =
Fo0.

e f(2) = O(g(z)) im Limes z — zy bedeutet, dass die Funktion
|f(2)|/]9(2)| auf einer Umgebung von zy nach oben beschrénkt ist.

e f(2) =o0(g(2)) im Limes z — zy bedeutet ZILIE f(2)/g(z) =0.

Beispiel 4.35:
e =0(1) im Limes z — 0, ¢°* =1+ O(z) im Limes z — 0,
e =1+2+4+0(z%) im Limes z — 0, e =1+ 2+ o(z) im Limes z — 0,

x x
= O(z) im Li -0, —
porig (z) im Limes x porig

= O(1) im Limes z — oo,
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Beispiel 4.36: Fiir alle positiven k gilt

zF = o(e®) im Limes z — oo

sowie 1
67110(7) im Limes z — oo,
T
denn
- 4§ i k+1)!
‘ek:%:‘ xmk+1 ‘_‘( )‘—>0 fir z — oo.
1/x e Lha+-+ gy x

Anschaulich: die Funktion e® wichst fiir gegen oo wachsendes x schneller als jede po-
sitive Potenz von x. Die Funktion e~ fillt fiir gegen oo wachsendes = schneller ab als
jede negative Potenz von .




Kapitel 5

Einige spezielle Funktionen:
exp, 1n, sin, cos etc.

5.1 Exponentialfunktion und Logarithmus

Die iiberaus wichtige Exponentialfunktion soll nun etwas genauer diskutiert wer-
den. Die urspriingliche Definition 2.20 ist fiir die Diskussion zu unhandlich. Die
in Beispiel 3.24 eingefiihrte Reihendarstellung ist wesentlich niitzlicher. Wir ha-
ben sie bereits benutzt, um in Satz 4.14 die Stetigkeit iiber ganz C zu beweisen.
Wir betrachten die Exponentialfunktion nun zunéchst im Reellen genauer:

Satz 5.1: (Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion)

.k 2
x x
Die Exponentialfunktion e* = E o 14+z+ 5 + .- ist fiirx € R
k=0
streng monoton steigend. Es gilt

lim e =0, lim e¢* = oo.
T—>—00 T— 00

Der Wertebereich ist (0, 00).

Beweis: Fiir 0 < z < y ist ¥ < €Y offensichtlich, denn die Summanden der
Partialsummen sind streng monoton wachsend:
2 2 2 2
x -
eV et — <1+y+y7_|_...) — (1_‘_%4_74_...) :y_$+y
2 2 S—~—

2
>0 5

o> 0.

Fir x < y < 0 folgt die Monotonie aus der Funktionalgleichung 2.22: e* =
1/e7* < 1/e7¥ = e¥. Nach Beispiel 4.36 wichst e* (stérker als jede positive z-
Potenz) gegen oo fiir x — co. Wegen e = 1/e~* fillt e* gegen 0 fiir x — —o0.
Damit ist der Wertebereich (0, c0).

Q.E.D.

83
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Definition 5.2: (Der natiirliche Logarithmus)

Wegen der strengen Monotonie der reellen Exponentialfunktion exp : R +—
(0,00) gibt es eine Umkehrfunktion, die man den ,natiirlichen Loga-
rithmus* In : (0, 00) — R nennt:

In(exp(z)) =z fiir allex € R, exp(ln(y)) =y fiir alle y € (0, 00).

Beispiel 5.3: Durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden ergibt sich sofort der Graph
von In aus dem Graphen von exp:

>> plotfunc2d(x, exp(x), 1ln(x), x = -4..4,
ViewingBox = [-4..4, -4..4])

x, expixi, b

Da die Exponentialfunktion nach Satz 4.14 monoton und stetig ist, ist mit
Satz 4.33 auch der Logarithmus monoton und stetig:

Merke 5.4:

e exp und In sind stetig und streng monoton wachsend.

e Es gilt e* > 1 fiir alle x > 0, es gilt In(y) > 0 fiir alley > 1.
e Esgilt e” =1 und In(1) = 0.
o Es gilt e* < 1 fiir alle x < 0 und In(y) < 0 fiir alle y mit 0 < y < 1.

Bemerkung 5.5: Es ist klar, was mit x¥ gemeint ist, wenn x € R positiv und
y eine ganze oder eine rationale Zahl ist (z.B. 21 = Vx3). Was aber ist V27
Betrachte eine rationale Potenz y = p/q mit p,q € N, dann ist a = ¥ = /1> 0
als die (eindeutige) positive Losung von a? = xP definiert. Setzen wir x = en(@)
so folgt mit den Funktionalgleichungen 2.22:

al = P = (eln(w))p _ €p~ln(x) _ (e%ln(x))q.
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Die einzige reelle positive Losung a dieser Gleichung ist offensichtlich

SIS

§~1n(ar).

r1 =a=¢e

Also: fiir jedes rationale y = p/q gilt:

2V = () fiir jedes reelle > 0 und jedes rationale y.

Man benutzt die obige Formel, um Potenzen von x > 0 auch fiir nicht-rationale
reelle Werte y zu definieren, was nach obiger Uberlegung mit der intuitiven
, Wurzeldefinition“ fiir rationales y vertraglich ist. Z. B.:

>> float(2°PI) = float(exp(PI*1n(2)))

8.824977827 = 8.824977827

Satz 5.6: (Rechenregeln fiir exp und In)
Fiir beliebiges x,y € R gilt:

_ 1
e =et e, (N =Y, et = —

eCB
Fiir beliebiges © > 0,y > 0 gilt:
1
In(z-y) =In(z) +In(y), In(z¥)=y-In(z), In (;) = —In(x).

Beweis: Die Funktionalgleichungen e*17%2 = ¢*1 . ¢*2 und e % = 1/e* waren

schon in Satz 2.22 iiber C gezeigt worden. Sind 21, zo € R, folgt durch Logarith-
mieren

21+ 22 =1n (ezl . ezz>.
Mit x = e*', y = e*2, also 21 = In(z), 22 = In(y), folgt In(x) + In(y) = In(z - y).

Fiir y = 1/x ergibt sich In(z) + In(1/2z) = In(1) = 0. Nach Definition beliebiger
reeller Potenzen geméfl Bemerkung 5.5 ergibt sich

(e;r)y _ ey-ln(ei) — YT,
Durch Logarithmieren folgt fiir beliebiges reelles z = e® > 0:
In(zY) =y-x=y-In(z).

Q.ED.
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Beispiel 5.7: Die Regel In(z¥) = y - In(x) ist niitzlich, um Gleichungen aufzuldsen, wo
die gesuchte Grofe in einem Exponenten auftaucht. Z.B.:

22=8 = In(2%)=InB8) = z-In(2)=1In(8)

In(8) In(2%)  3-In(2)
In(2)  In(2)  In(2)

= z=

Bemerkung 5.8: Aus der Schulzeit mag man gewdohnt sein, statt mit dem
natiirlichen Logarithmus mit dem Zehner-Logarithmus log;, umzugehen. Bei
Informatikern ist (aus naheliegenden Griinden) der Logarithmus log, zur Basis
2 populér. Hier ist der Zusammenhang zwischen dem natiirlichen Logarithmus
und dem Logarithmus zu einer beliebigen (positiven) Basis b # 1:

1
r=log(y) & y=0" & In(y) =In0*) =2z -In(b) & == IEE‘Z;,
also
log,(y) = In(y) fiir alley >0, b> 0, b# 1.
In(b) ’ ’

Beispiel 5.9: Neben dem natiirlichen Logarithmus 1n hat MuPAD Logarithmen
log(b, y) zu beliebigen positiven Basen b # 1:

>> log(10, 25.0) = 1n(25.0)/1n(10.0)
1.397940009 = 1.397940009
>> log(2, 25.0) = 1n(25.0)/1n(2.0)

4.64385619 = 4.64385619

5.2 Trigonometrische Funktionen

In der Schule waren im Kontext ,,Geometrie“ die Winkelfunktionen sin und cos
eingefithrt worden. Hier unsere Versionen:
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Satz und Definition 5.10:

Die folgenden Reihen konvergieren fiir jeden Wert z € C. Die Reihenwerte
heiBen sin(z) bzw. cos(z) (die ,trigonometrischen Funktionen* Sinus
und Cosinus):

) e 2 k+1 23 2,5 2’7

sin(z) = Z Sy alE LS £8 B 08
o0 2k 2 4 6

1%z 2 2t oz
cos(z) = Z = -5+ a
k=0
o e g e e . sin(z) .
Zuséitzlich fiihrt man die niitzliche Funktion tan(z) = @) ein.

cos(z

Beweis: Es ist zu zeigen, dass die definierenden Reihen konvergieren. In der
Tat konvergieren sie absolut, was analog zu Beispiel 3.24 aus dem Quotienten-
kriterium folgt. Fiir die sin-Reihe:
(D)L 2R3 /(2 b+ 3) ) |22 (2 k4 1)!
(=1)F 22k /2 b+ 1) | (2-k+ 3)!

_ 2 P 1

C(2°k+2)-(2-k+3) T 4-k2 4
fiir & > |z|. Die Konvergenz der cos-Reihe folgt analog.

Q.E.D.

Der folgende Zusammenhang ist eine der wichtigsten Formeln iiberhaupt fiir
exp, sin und cos:
Satz 5.11: (Die Euler-Formel)

Fiir jedes z € C gilt folgende Beziehung zwischen der Exponentialfunktion
und den trigonometrischen Funktionen:

e"* = cos(z) +i - sin(z2).

Fiir x € R folgt cos(x) = R(e'?), sin(z) = F(e'?).

Beweis:
cos(z) + i - sin(z)
22 24
. i-23 i-2°
+1-z Y + 5l F -
, (-2 (-2 (@-2* (i-2)° _
=142+ o1 i 1 3 4. — 7

Q.E.D.
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Satz 5.12:

e’L'Z _ e—Z'Z eZ'Z _|_ e—Z'Z
, cos(z) = ————

Fiir jedes z € C gilt sin(z) = 5 5
¥

Beweis:
€"* £ e "% = cos(z) + i - sin(z) £ cos(—z) £ i - sin(—z)

2-cos(z) fir +,
= cos(z) + ¢ - sin(z) £ cos(z) F i - sin(z) = ‘
2-4-sin(z) fiir —.

Q.E.D.

Satz 5.13: (Stetigkeit der trigonometrischen Funktion)

Die trigonometrischen Funktionen sin und cos sind auf C stetig.

Beweis: Da die Exponentialfunktion auf C stetig ist, folgt dies iiber die Re-
chenregeln 4.10 fiir Stetigkeit aus den Darstellungen in Satz 5.12.
Q.E.D.

Satz 5.14: (Die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen)

Fiir beliebiges z1, zo € C gilt:
sin(z1 + 2z2) = sin(z1) - cos(z2) + cos(z1) - sin(z2),
cos(z1 + z2) = cos(z1) - cos(z2) — sin(z1) - sin(z2).

Beweis: Fiir 21,20 € R sind wegen cos(x) = R(e"®), sin(zr) = J(e"®) die
Additionstheoreme nichts Anderes als die Funktionalgleichung fiir exp:

COS(Zl + 22) = %(ei~(21+2’2)) — %(ei.zl ) ei'22)

= %((cos(zl) + i -sin(z1)) - (cos(z2) + 1 - sin(zQ)))
= cos(z1) - cos(z2) — sin(z1) - sin(z2).
Das Additionstheorem fiir den reellen Sinus folgt analog iiber sin(z; + 2z2) =
(e 1tz
Fiir beliebiges 21,22 € C nehme man die Darstellung aus Satz 5.12, um die

Additionstheoreme auf et (*1+22) — ¢i21 . gi22 ,uriickzufithren.

Q.E.D.

Satz 5.15: (Symmetrien der trigonometrischen Funktionen)

Fiir beliebiges z € C gilt: sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(z).
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Beweis: Die Sinus-Reihe enthilt nur ungerade Potenzen: (—z)?++! = —z2k+1,
Die Cosinus-Reihe enthilt nur gerade Potenzen: (—z)** = 2%,
Q.E.D.
Satz 5.16: (Der Satz des Pythagoras)
Fiir jedes z € C gilt: |sin?(z) + cos?(z) = 1.
Beweis: Dies ist das Additionstheorem des Cosinus fiir z; = z, 20 = —z zusam-

men mit cos(0) = 1:

1 = cos(z — z) = cos(z) - cos(—z) — sin(z) - sin(—z) = cos?(z) + sin?(z2).
Q.E.D.

Wir brauchen die Kreiszahl 7. Da wir hier keine Geometrie treiben und 7 iiber
das Verhéltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser einfithren kénnen, miissen
wir 7 anders definieren:

Satz und Definition 5.17:

Auf der positiven reellen Achse besitzt der Cosinus mindestens eine Null-
stelle. Sei 1 = inf{z € R; cos(z) = 0; > 0} die kleinste positive
Nullstelle des Cosinus. Definiere m = 2 - x1 ~ 3.1415... .

2 4

Beweis: Die Summanden der Cosinus-Reihe cos(z) =1 — 5 + % F--- haben

wechselnde Vorzeichen. Fiir kleines |z| sind die Summanden monoton fallend.

Damit gilt cos(z) =1 — Ly f(z), wobei speziell fiir |z| < 2 gilt:

2
4 6 4
X X X
Os/@=gr-g* =3
Es folgt
1 1
)=1-—-+f(1 < 1)< =
cos(1) o TF), 0 f(1) < o
4 16
2 =1— — + f(2 < f(2) < —
cos(2) o TF2), 0<f(2) <oy,
also
m>1-1-12y @ <1-4,10_ 1
cos > 5= 3 , COs < 5T 51= "3 .

Der Zwischenwertsatz 4.22 fiir stetige Funktionen garantiert (mindestens) eine
Nullstelle im Intervall (1,2). Damit ist die Menge {z € R; cos(z) = 0; = > 0}
nicht leer und besitzt ein Infimum.

Q.E.D.
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Uber die Additionstheoreme und Pythagoras folgt nun eine Vielzahl von spezi-
ellen Resultaten, z.B.:
. _ . (T 7r
sin(2-x) =2-sin(x) - cos(x) = sin(m) =2-sin (5) - CoS (5) =0,

2

cos(2 - ) = cos?(x) — sin®(x) = 2 - cos?(z) — 1

= cos(m) = 2 - cos? <g> 1=-1,

sin(x 4+ m) = sin(x) - cos(m) + cos(z) - sin(7) = — sin(x)
—— R/—’
-1
cos(x + m) = cos(x) - cos(m) — sin(z) - sm( ) = —cos(x)

etc. Hieraus folgt dann weiterhin die Periodizitét
sin(x + 2 - 7) =sin(z), cos(y +2-m) = cos(x).

Die Einzelergebnisse aus Satz 5.11 bis Satz 5.16 werden zusammengefasst:

Merke 5.18:
Graphisch:

>> plotfunc2d(cos(x), sin(x), x=0..2%PI, TicksNumber = None,
XTicksAt = [0 = "O", PI/2 = "p/2", PI = "p",
3*%PI/2 = "3p/2", 2%PI = "2p"],
YTicksAt = [-1, -1/2, 0, 1/2, 1],
TicksLabelFont = ["Symbol"],
Height = 5%unit::cm, Width = 10%unit::cm)

¥
05T
0 -
il T e T
& Cos(x)
& =inix)

Einige spezielle Werte:

sin(0) =0, sin (g) —1, sin(r)=0, sin (3—7T> — 1,

cos(0) =1, cos (g) =0, cos(m)=—1, cos (377r> =0.
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Periodizitdt (man braucht die Funktionen nur auf [0,2 - w) zu kennen):
sin(x 4+ 2 - 7) =sin(z), cos(y+2-m) = cos(x).
Additionstheoreme:
sin(z + y) = sin(z) - cos(y) + cos(z) - sin(y),

cos(z + y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - sin(y).

Symmetrieeigenschaften:
sin(—z) = —sin(z), cos(—x) = cos(z).

Pythagoras: sin?(x) 4 cos®(x) = 1.

Euler-Formel: €% = cos(x) + i - sin(z).
Bemerkung 5.19: Vielleicht ist man aus der Schule noch gewohnt, die Argu-
mente der trigonometrischen Funktion in Winkelgraden a = 0°,...,360° anzu-
geben. Mathematiker nehmen statt des Winkels a die zugehorige Bogenlédnge x

auf dem Einheitskreis (Einheit: ,Radian®, ,im Bogenmaf“), der Zusammenhang
ist

X

d.h., 90° = T, 180° = 7, 360° = 2 - 7: ! / .
} sin(z)

cos(x)

5.3 Die komplexe Exponentialfunktion, Polardar-
stellungen, komplexe Wurzeln

In der Geometrischen Interpretation 1.21 der komplexen Zahlen
i-

Ay C

Z=x+1-y

S(2) = [2] - sin(yp)
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war die Polardarstellung

z=lz|- <cos(cp) —i—i-sin(cp)), p€[0,2-m)

komplexer Zahlen eingefithrt worden. Mit der Euler-Formel 5.11 ergibt sich die
kompakte Polardarstellung:

z=z]-€"%, pe0,2 7).

Man beachte, dass Polarwinkel nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 - 7 be-
stimmt sind (Periodizitit von Sinus und Cosinus):

ellpth2m) _ pip  gik2m _ i (ei'Q'”)k = e"? fiir alle k € Z.
~—~—
1

’ Wir vereinbaren, dass unsere Polarwinkel im Intervall [0,2 - ) liegen. ‘

Geometrische Interpretation der komplexen Multiplikation 5.20:

Mit 21 = |z1] - €91, 29 = |29] - V%2, i = \712| etz gilt
2129 = |21] - |22 - ei'(¢1+¢2)7 A1 @ el (P1—p2)
z2 |2

Also: die Multiplikation mit einer Zahl mit dem Polarwinkel ¢ dreht einen
komplexen Vektor um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn, die Division
durch diese Zahl dreht den Vektor um den Winkel ¢ im Uhrzeigersinn.
Multiplikation mit ¢ bzw. Division durch i dreht speziell um 90°. Das ist
leicht zu merken:

Ein Mathematiker ruft an und hort: ,,Die gewdhlte Nummer ist
imaginér. Bitte drehen Sie ihren Apparat um 90°!/¢
Bemerkung 5.21: Fiir Potenzen von z = |z| - ¢*¥ folgt
2= |z|" et

Damit sind wir nun in der Lage, komplexe Wurzeln zu berechnen. Die Aufgabe
sei: | Finde alle Lésungen von 2™ = a. ‘

Schritt 1: Stelle a in Polarkoordinaten dar: a = |a| - €"* mit o € [0,2 - ).
Schritt 2: Ansatz fiir die Wurzeln: z = r - €% mit ¢ € [0,2 - 7). Vergleiche

V=" e = |a - ",
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Vergleich der Betréige ergibt die reelle Gleichung r™ = |a|, d.h. r = {/|a|. (Dies
ist eine reelle Wurzel, deren Bedeutung klar ist.) Es verbleibt, den Polarwinkel
@ der komplexen Wurzeln aus der verbleibenden Gleichung

el — o

zu bestimmen. Da Polarwinkel nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 - m be-
stimmt sind, folgt nicht n - ¢ = «, sondern (mit ¢y, statt ¢):

n-pop=a+k-2-m, keZz,

also ]
or=—t+".2.7 kel
n o n
Hierbei brauchen nur die n Werte k = 0,1,...,n — 1 betrachtet zu werden, fiir

die ¢y, € 0,2 - ) gilt (sofern o € [0,2 - 7) gilt). Alle anderen Winkel ¢y, liegen
auBerhalb von [0,2 - ) und stimmen bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von
2 - m mit einem dieser ,Basiswinkel“ vy, ..., @,—1 liberein.

Schritt 3: Ergebnis: die n verschiedenen Losungen von 2™ = a = |al - € sind:

2 = % ]a\ bk — {L/\a| . (cos(gpk) +1- sin(gok))

k2.
P Ly A R
n

Geometrisch: die Wurzeln liegen alle gleichméBig auf dem Kreis mit dem Ra-
dius {/|a| verteilt:

a=|a|-e®

KY
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Beispiel 5.22: Die n-ten , Einheitswurzeln® der Gleichung 2" =1 = 1- €% sind

k-2- k-2-
zkzcos< 71->—|—i~sin< 71->,k‘:0,1,...,n—1.
n n

Z.B. fir n = 4;

1 fir k=0,
k-7 .. (kT i fur k=1,
Z’“_COS(T)“'SIH(T)_ —1 fir k=2,
—1 fiir k= 3.
Fir n =6:
1 fiir k =0,
LS fiip | =1,
k-n k-m —eV8 i | — 2
= E— ) - Si E— = 2 ’
o =cos (T3 ) s (557) L,
7717;' 3 fiirk = 4,
1=iv3  fiy | = 5.

5.4 Die Inversen der trigonometrische Funktionen

Die Funktionen sin und tan sind auf dem Intervall [—7/2, 7/2] bzw. (—7/2,7/2)
monoton steigend, cos ist auf auf dem Intervall [0, 7] monoton fallend:

>> plot(plot::Scene2d(plot::Function2d(sin(x), x = -PI/2..PI/2),
Header = "sin"),
plot::Scene2d(plot: :Function2d(cos(x), x = 0..PI),
Header = "cos"),
plot::Scene2d(plot: :Function2d(tan(x), x = -PI/2..PI1/2),
Header = "tan"),
Layout = Horizontal,
Height = 4*unit::cm, Width = 12%unit::cm)
5in COS tan
1 -I-I 1 -l | 10 7 |
¥ ¥ ¥
I 5T I
| |
t - | |
-1 1 1
H I H
1+ 4+ LT R '

Nach Satz 4.33 existieren damit die Umkehrfunktionen:
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Definition 5.23: (Die inversen trigonometrischen Funktionen)

Wir definieren

arcsin: [-1,1] — [-F, %],
arccos : [—1,1] — [0,7],
arctan: R - (-%.%).
durch die Forderungen
sin(arcsin(z)) = z Vo € [-1,1], arcsin(sin(z))) =z Vo e [-3,7],
cos(arccos(z)) = x Vx € [-1,1], arccos(cos(x))) = = Vz € 0,7],
tan(arctan(z)) = ¢ Vz € R, arctan(tan(z))) = = Vr e (-3, 75).
Hier MuPAD-Graphiken dieser Funktionen:
>> plot(plot::Scene2d(plot: :Function2d(arcsin(x), x = -1..1),
Header = "arcsin"),
plot::Scene2d(plot: :Function2d(arccos(x), x = -1..1),
Header = "arccos"),
plot::Scene2d(plot: :Function2d(arctan(x), x = -10..10),
Header = "arctan"),
Layout = Horizontal,
Height = 4*unit::cm, Width = 12*unit::cm)
arcsin darccas arctan
¥y L
I t I + t il
-1 - -10 10
A - "

5.5 Diverse spezielle Funktionen: Gamma, Bessel
etc.

Neben exp, In, sin, cos etc. gibt es eine Unzahl weiterer spezieller Funktionen.
Das Standardwerk, in dem die meisten der fiir die Physik relevanten Funktionen
sehr detailliert zusammen mit ihren Rechenregeln (,, Additionstheoremen* etc.)
aufgefiihrt sind, ist:
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[AS] M. ABRAMOWITZ AND I.A. STEGUN, Handbook of Mathematical Functi-
ons, New York: Dover Publications. 1964 (1st edition).

Es gibt mittlerweile die (n + 1)-te Auflage (mit n > 1).

Hier nur zwei spezielle Funktionen, die besonders héufig in fiir die Physik rele-
vanten Formeln auftauchen.

Definition 5.24: (Die Gamma-Funktion)
o0
Fiir x € (0,00) definiere: I'(x)= / t* et dt,
0

Hierbei machen wir schon mal ein Anleihe bei der Integration, die im Kapitel 9
néher besprochen wird. Durch partielle Integration des definierenden Integrals
bekommt man sofort die folgende Funktionalgleichung (vergl. Aufgabe 77, Blatt
77):

MNz)=(x—1)-T'(z—1).

Zusammen mit ['(1) = [ e~ dt =1 folgt

I'n)=(n-1)! firn=1,2,3,....

Die Gamma-Funktion ist damit eine Verallgemeinerung der Fakultétsfunktion
auf nicht-ganzzahlige Argumente z. In MuPAD:

>> plotfunc2d(gamma(x), x = 0..4, YRange = 0..6, GridVisible,
Height = 6%unit::cm, Width
Header = "gamma(x)")

10*unit: :cm,

gammai)
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Definition 5.25: (Die Bessel-Funktionen)

Definiere die Bessel-Funktionen (der ersten Art) mit ,Index“ v €
{0,1,2,...} als

e _1j 2\ V+2-]
JZ/(Z):ZJ'((J_?_V)'<2> ], z € C.

=0

Die definierenden Reihen konvergieren fiir alle z € C, wie man (z.B. iiber
das Quotientenkriterium) leicht nachweist. Hier ist eine MuPAD-Graphik der
Bessel-Funktionen Jy, Ji, ..., J7:

>> plotfunc2d(besselJ(nu, x) $ nu = 0..7, x = 0..15,
Height = 6*unit::cm, Width = 10%unit::cm,
Header = "JO(x), Ji(x), .. , J7T(x)",
LegendVisible = FALSE)

JO0), T3, L T ()

04 +
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Kapitel 6

Differentialrechnung

6.1 Definitionen und Sitze

Im Prinzip kénnten die meisten der folgenden Uberlegungen und Definitionen
ohne groBe Anderungen fiir komplexe Funktionen f : C — C durchgefiihrt wer-
den. Wir beschrénken uns hier jedoch auf reelle Funktionen f : R — R. Zuné&chst
die Definition einer Ableitung als Grenzwert von ,,Sekantensteigungen*:

Definition 6.1: (Die Ableitung einer Funktion)

Eine Funktion f : D — R heift ,,differenzierbar am Punkt z*, wenn

der Grenzwert

existiert. Der Grenzwert f'(x) heiit ,,Ableitung von f am Punkt x*.
Alternative Schreibweisen (mit y = f(x)):

Y — @)= S f@) = (@),

Ist f an jedem Punkt x des Definitionsbereichs D differenzierbar, so heif3t
die Abbildung f' : = — f'(z) ,,Ableitungsfunktion* (kurz: ,,Ablei-
tung von f¢).

Bemerkung 6.2: Ist eine Funktion an einem Punkt differenzierbar, so ist sie
dort auch stetig:

i L0 = S @)
h—0 h

S f(e+h) = f(@)+O(h) = lim f(z+h) = f(2)

existiert = f(z+h) — f(z) = O(h)

Damit kann eine Funktion nur an Stetigkeitspunkten differenzierbar sein.

99
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Geometrische Interpretation der Ableitung 6.3:
Fiir kleines Az = h # 0 ist der ,,Differenzenquotient
Af _fle+Az)—f(z)  flz+h)—f(z)

Az (z+Az)—=z - h ~ (@)

die Sekantensteigung vom Punkt (x, f(x)) zum Punkt (z + h, f(x + h))
auf dem Graphen von x:

Y ¥+h x+h ®H+h

Die Ableitung f'(x) selbst, d.h., der Grenzwert der Sekan-
tensteigung fiir Ax = h — 0, ist die Steigung der Tan-
gente an den Graphen von f am Punkt x.

Zur Erinnerung an die Schule: die Tangente 7" durch den Punkt (z¢, f(zo)) mit
der Steigung f'(z) ist der Graph der linearen Funktion

T(x) = f(xo) + f'(x0) - (¥ — o).

Interpretation der Ableitung 6.4:
Die Ableitung gibt an, wie stark sich f(x) édndert, wenn sich x um einen
kleinen Wert Az édndert:

flz+Az) — f(z)
Az

~ f/(ﬂf),

d.h.

flx+ Az) ~ f(z) + f'(z) - Az .
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Die Definition der Ableitung iiber den Grenzwert von Sekantensteigungen ist
praktisch unniitz, da nur in den allereinfachsten Féllen handhabbar, z.B., bei:

Beispiel 6.5: Betrachte f(z) = 22

von o fle+h)—flx) . (z+h)?—a?
-
242.2-h+h%—2? 2-2-h+h?
i L EE TR * :limL:Iim(2~x+h):2~x.
h—0 h h—0 h h—0

Fiir das praktische Rechnen verldfit man sich wiederum auf Rechenregeln:

Satz 6.6: (Rechenregeln fiir’s Ableiten)

Ableitungen einiger spezieller Funktionen (sei hierbei ¢ eine konstante
Zahl):

d d o d d 1

B = _— n — n — et =7 _— 1 = —

dz © 0, dat Tt T n(z) x’
e sin(z) = cos(x), e cos(x) = —sin(x).

Die Ableitung einer aus einfachen Funktionen zusammengesetzten Funk-
tion ist iiber folgende Regeln zu berechnen. Seien f und g differenzierbare
Funktionen. Die Ableitung der zusammengesetzten Funktion (f +g, f-g
etc.) existiert jeweils, wenn f und g ableitbar sind:

df f(.%'):Cf/(x),
;i < ) f'(z) + ¢'(z) (;;Summenregel®),
f(z

g’() g9(z) = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(z) (,Produktregel®)
L4 @) (@) -g(z) — f@) - g (2)
dz g(z) g(x)?
Bei der Quotientenregel wird g(x) # 0 vorausgesetzt (sonst teilt man
durch 0).

(,,Quotientenregel*).

Beweis: Die Ableitung von 2", %, sin(x), cos(x) wird in Ubungsaufgaben be-
handelt. Die Ableitung von In(z) wird spéter in Beispiel 6.18 hergeleitet. Die
Linearitét (c- f)' =c- f/und (f +g)' = f' + ¢’ folgt unmittelbar aus den Re-
chenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen. Die Produktregel ergibt sich durch
den Grenzwert von

fz+h)-g(z+h) = [fz)- g(x)
h
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_ flet+h) - f(z) g(x +h) —g(x)

“g(z+h)+ f(x)-

h h
fiir h — 0. Die Ableitung von 1/g(x) ergibt sich aus
1 1
o) 9w __g@+h)—g(x) 1
h h g(x +h)-g(z)
zu
(o) = -2
9(x) g(x)?

Zusammen mit der Produktregel liefert dies die Quotientenregel

f@)y Ly f@ /(@)
(5m) = V@ 35) =5 7@ o

Q.E.D.

Beispiel 6.7:

d .~ d 1
VT

Beispiel 6.8: Summen- und Produktregel:

& (et o) = (G o)+ ()

:(%x)+(j—zx2)-e”+x2~(j—x e”)=1+2-x-ex+x2-e‘”.

Beispiel 6.9: Quotientenregel:

d .z . ._ v, [d
e* (d:c € ) r—e (da: x) v xr—e®-1 ¥ e
x

&l
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Beispiel 6.10:

d cos(z)- e (% (cos(z) ~e"”)) -z — cos(x) - € - (ch :c)

dx T =
(4 cost)) - e +cos(a) - (4 7)) -~ cos(a) - e - (& =)
72

= ( _ Sin(x) et + Cos(x) ’ ex) “Xr— coS(x) et 1

—sin(z) - €* - x + cos(x) - €* - x — cos(x) - €*

22
_ sin(x)-e®  cos(x)-e®  cos(x)-e”
B x x x?

Beispiel 6.11: Bequemer geht’s mit MuPAD. Die Funktion diff ist fiir's Differenzieren
von Ausdriicken zustéindig:

>> diff(cos(x)*exp(x)/x, x)

cos(x) exp(x) cos(x) exp(x) sin(x) exp(x)

(Vergleiche mit Beispiel 6.10.) Alternativ kénnen Funktionen (aber keine Ausdriicke)
mittels ’ differenziert werden:

>> f:= x -> cos(x)*exp(x)/x:
>> £ (%)

cos(x) exp(x) cos(x) exp(x) sin(x) exp(x)

So setzt man konkrete Werte in die Ableitung ein:

>> £2(1), £2(2)

cos(2) exp(2) sin(2) exp(2)
-sin(1) exp(1), —--——————-—-—= - ————————————-
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>> £2(PI) = float(f’(PI))

exp(PI)  exp(PI)

= -5.02126887

26.11.03
‘—” Wie steht’s mit der Ableitung von ,Hintereinanderschaltungen® (,, Komposi-
tion“) von Funktionen wie z.B. sin(y/x )?

Satz 6.12: (Die Kettenregel)
Sei g : Dy +— Dy C R differenzierbar am Punkt x € Dy. Sei f : Dy
R differenzierbar am Punkt g(x) € Dy. Dann ist die Funktion h(x) =
f(g(x)) differenzierbar am Punkt x, und es gilt:

d d
—_ h - - / . /
Coh) = e = @) - g
Laubere Linnere
Ableitung* Ableitung“

Als Merkregel fiir y = g(x), z = f(y) = f(g9(z)):

dz_dz @

S0 = E =G R =W @)

Beweis: Es gilt
flg(z+h)) = flg(x))
h

f@@%Hrﬂﬁ%ﬂ@>—f@@D‘mx+M—g@)
; .

= z+h)—g(x
h - SEE=()

Fiir h — 0 konvergiert M}W gegen ¢'(z) und k := h - w gegen 0:

f(9(@) + b~ Lo ) — f(g(a))

e e
k) —
:gﬁf@@%%z ﬂm@):f@@»

Q.E.D.
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oy d a1 iy 11 11
g(m)—%x —i-x _5357%_5%
Zusammen mit f(y) = sin(y), f'(y) = cos(y) folgt:
d . _d o d B 1 1  cos(yx)
dz Sln(@)-(;y Sln(y))'(a \/CE) —cos(y)'§ \/E_m

Definition 6.14: (Hohere Ableitungen)

Die Funktion f sei differenzierbar, sei f’ die Ableitungsfunktion. Ist die-
se wiederum differenzierbar, so heit " = (f') die ,,zweite Ableitung
von f*“. Ist diese wiederum differenzierbar, so heifit f""' = (f") die ,,drit-
te Ableitung von f*. Usw. Schreibweisen fiir die n-te Ableitung einer
Funktion f:

@) = @) = 7).

dz™

Die ,nullte* Ableitung f©) ist die Funktion f selbst. Ist die n-te Ableitung

() eine stetige Funktion in x, so heift f ,,n-fach stetig differenzier-
bar.

Beispiel 6.15: Offensichtlich gilt exp = exp’ = exp” = exp’”’ etc. Die 4-te Ableitung
der trigonometrischen Funktionen ist jeweils wieder die Ausgangsfunktion:

2
. sin(x) = cos(z), % sin(x) = —sin(z),
a3 a :
s sin(x) = — cos(z), et sin(x) = sin(z),
d2
e cos(z) = —sin(x) , e cos(z) = — cos(x),
d? , d*
3 cos(x) = sin(x), gt cos(z) = cos(z).
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Beispiel 6.16: Hohere Ableitungen in MuPAD:

>> diff (exp(x~2), x, x) // zweite Ableitung

2 2 2
2 exp(x ) + 4 x exp(x)

>>n := 6:
>> diff(exp(x”"2), x $ n) // n-te Ableitung

2 2 2 4 2 6 2
120 exp(x ) + 720 x exp(x ) + 480 x exp(x ) + 64 x exp(x )

Mit der Funktion subs (engl.: substitute = ersetze; gemeint ist: ersetze x durch einen
Wert) kann man konkrete Werte in Ausdriicke einsetzen. Berechne den Wert der 50-ten
Ableitung von sin(z?) e® an der Stelle z = 0:

>> diff(sin(x"2)*exp(x), x $ 50):
>> subs(%, x = 0)

- 32812427642492524028780884258717885804750 cos(0) exp(0) -

9681156701774438433479738001098392167599 sin(0) exp(0)

Hier kommt eine Besonderheit von subs zutage: der ersetzte Ausdruck wird nicht sofort
yausgewertet. D.h. in diesem Fall, dass die Vereinfachungen cos(0) = 1,exp(0) =
1,sin(0) = 0 nicht automatisch geschehen. Die Funktion eval (engl.: evaluate = werte
aus) erzwingt die Evaluation:

>> eval (%)

-32812427642492524028780884258717885804750

Kennt man die Ableitung einer invertierbaren Funktion f, so kennt man auch
die Ableitung der Umkehrabbildung f~!. Es gilt

W) =y
Leitet man beide Seiten der Gleichung nach y ab, so liefert die Kettenregel

d

S W) - fly) = wl=t = (W) =

1
f'(y)
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Satz 6.17: (Ableitung der Inversen)

Sei f differenzierbar und invertierbar, sei f~' die Umkehrfunktion. Ist
f'(y) #0, so ist f~1 an der Stelle x = f(y) differenzierbar, und es gilt

Y (@) = - !

Ty ()

Merkregel: mit y = f_l(:L“), x = f(y): (f_l)/(ﬂf) = o T dr T

Beispiel 6.18: Fiir f~! = In als Umkehrfunktion der Funktion f = exp mit f’ = exp
folgt mit « = exp(y), y = In(x):
d 111 1

— In(x) = = = = =,
aw ) f'y)  exply)  exp(n(z) =
Hierbei ist © > 0 vorausgesetzt (damit In(z) definiert ist). Fiir z < 0 gilt

d d 1 1

& (=) =’ (—2) - & (—a) = — (1) = =

L () =) (= (=L
Fiir > 0 ist |z| = @, fir £ < 0 ist || = —z. Zusammengefasst gilt damit:

d 1
e In(|z|) = p fiir alle = # 0.

An der Stelle = 0 ist In(]z|) unstetig und damit erst recht nicht differenzierbar.

6.2 Der Mittelwertsatz

Satz 6.19: (Der Satz von Rolle)

Sei f : [a,b] — R differenzierbar auf dem Intervall [a,b]. Es gelte f(a) =
f(b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis: O.b.d.A. sei f nicht konstant (sonst ist die Behauptung sicherlich rich-
tig: Fiir jedes £ € (a,b) gilt f'(£) = 0). Da f differenzierbar ist, ist f auch stetig.
Nach Satz 4.25 gibt es ein Minimum oder ein Maximum £ von f im Inneren des
Intervalls (liegen sowohl das Minimum als auch das Maximum am Rand, miisste
die Funktion konstant sein). Sei 0.B.d.A. £ ein Maximum (sonst betrachte — f).
Mit f(§ 4+ h) < f(&) fir jedes h folgt fiir die einseitigen Grenzwerte

b FEER 1O 0 e - f©)

h—040 h h—0—0 h

fE+h) - 1)
h

Es folgt f/(¢£) = %in%

=0.
Q.E.D.
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Satz 6.20: (Der Mittelwertsatz)

Sei f : [a,b] — R differenzierbar auf dem Intervall [a,b]. Dann gibt es ein
¢ € (a,b) mit

Beweis: Betrachte g(x) = f(z) — (f(a) — f(b)) - ‘2—:2. Diese Funktion erfiillt
g(a) = g(b) = f(b). Nach Satz 6.19 existiert £ € (a,b) mit

g =9 - 10T _

Q.E.D.

6.3 Taylor—Reihen

Betrachte folgende Funktion, die nur in einer kleinen Umgebung eines Punk-
tes zo bekannt ist (genauer: es sind f(zg), f'(zo), f”(xo) etc. bekannt). Man
interessiert sich fiir den Funktionswert an einem Punkt x in der Nahe von xg:

In allereinfachster Naherung wiirde man (fiir « dicht bei xg)

f(@) = f(z0)

setzen. Die ndchstbessere Approximation besteht darin, der Tangente am Punkt
xo zu folgen:

f(@) = f(xo) + f'(x0) - (z — x0).
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Im obigen Fall ist deutlich, dass der Funktionswert oberhalb der Tangente zu
suchen ist (die Funktion ist ,,gebogen®: es gilt f”(zg) > 0). Es bietet sich an,
einen quadratischen Term hinzuzufiigen, um eine bessere Approximation zu
erreichen:

f@) = f(xo) + f'(x0) - (x — o) + ¢~ (x — wp)*.
Wie sollte die Konstante ¢ gewéhlt werden, wie geht es weiter?

Voriiberlegung zu Taylor-Polynomen 6.21:
Zu einer mehrfach differenzierbaren Funktion f finde ein Polynom

To(z)=co+c1-(x—x0)+ - +cn- (x—x0)",

dass sich an einem Punkt xq ,méglichst eng an den Graphen von f an-
schmiegt“. D.h., es soll gelten:

f(xo) = Tu(xo), f'(wo) = Th(wa), ... " (x0) =T (o).
Hierdurch ist das Polynom eindeutig bestimmt als
" (n)
To(@) = (o) £ (o) (e—0) T (g 4 L0 (g

Begriindung: Die k-te Ableitung von T;, an der Stelle xg ist
|

F®) (20) £ T ()

—cp- k- (x—20) +cpgr - (K1) k- -2 (xz— x0)? +-=cp - k!

T=x0

= Ci =

Definition 6.22: (Taylor-Polynome und —Reihen)
Sei f mehrfach am Punkt xq differenzierbar. Das Polynom

k)
1) = 3 T o
k=0

heifit ,,Taylor—Polynom* n-ten Grades von f am Entwicklungspunkt
xo. Die unendliche Reihe

(k) (1

heifit ,,Taylor—Reihe* von f am Entwicklungspunkt xg.
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Wozu Taylor-Polynome? Taylor—Polynome dienen dazu, komplizierte Funktio-
nen in unmittelbarer Umgebung eines Punktes zy durch einfache Funktionen,
niamlich Polynome, zu approximieren. Dadurch kann man oft das Verhalten der
Funktion in der N&he spezieller Punkte einfach studieren. Es gilt die

Faustregel: Taylor—Polynome nédhern die Funktion an fiir
Werte x, die dicht beim Entwicklungspunkt zg liegen:
T,(x) =~ f(x). Je hoher n und je kleiner der Abstand x — xo,
um so besser ist die Approximation.

Genaueres liefert spiter Satz 6.27. Hier eine Graphik einiger Taylor—Polynome
der Funktion f(z) = sin(z) um den Punkt zo = 0:
T1(x)
T5(x)
sin(x)

/\ /\
V% N4

T3(x)

Eine erste Taylor—Reihenberechnung:

Beispiel 6.23: Wir berechnen die Taylor—Reihe von f(z) = ¢®* um 2y = 0. Wegen
f(zo) = f'(z0) = f'(m0) = - -+ = €% = ¥ = 1 ist die Taylor—Reihe

2

_ 1 1 9 _ x
e —1+ﬂ-(x—0)+§~(x—0) +-~-—1+x+?+---.

Die in Beispiel 3.24 vorgestellte Reihendarstellung der Exponentialfunktion
ist also nichts anderes als die Taylor—Entwicklung um den Nullpunkt! Das sel-
be gilt fiir die Reihendarstellung der trigonometrischen Funktionen aus Definition 5.10:
Mit

(@) = sin(z), f'(z) = cos(z), f"(x) = —sin(z), fP(2) = —cos(z), [ (z)=sin(z)

folgt

fO0) = [0 = [O0) = 0,
fO0) = fO0) = fO0) = .. = 1,
fA0) = fO0) = [0%0) = .. = o
fP0) = M) = [0 -1
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Analog fiir f(z) = cos(z):

oo
F*(0) a? ot
cos(x):i o -xk:1_§+ﬁq:....
k=0 ’ ’ :

Nun eine Anwendung der Taylor—-Entwicklung;:

Beispiel 6.24: (Vergleiche auch mit Beispiel 4.15) Betrachte die Funktion

1=cos(®) e 20,

X

flz) = 1
3 fir z = 0.

Wir behaupten, dass f auch an der Stelle z = 0 stetig ist. Wir approximieren cos(x)
durch die Taylor-Entwicklung um den Punkt zy = 0. Fiir  # 0 gilt

Ceos(z) 1 (1-E 4 0@Eh) 22 !

1
2 2 22 2

1 1
Hiermit ist nun klar: lim f(z) = lim (5 + O(a:2)> =3

z—0 x—0

Beispiel 6.25: In MuPAD ist die Funktion taylor dafiir zustdndig, den Beginn einer
Taylor-Entwicklung zu berechnen:

>> taylor(exp(x), x = 0)

2 3 4 5
X X X X 6
1 +x+—+ —+ — + — + 0(x)
2 6 24 120

Die Taylor-Entwicklung von f(z) = == um zo = 0 ist die geometrische Reihe aus

Beispiel 3.3. Es werden 10 Terme berechnet:
>> taylor(1/(1 - x), x = 0, 10)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+x+x +x +x +x +x +x +x +x +0&x )

Der folgende Befehl berechnet eine Taylor—Entwicklung um zg = 7:
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>> taylor(2 + sin(x)*cos(x), x = PI)

3 5
2 (x - PI) 2 (x - PI) 6
2+ (x - PI) - ——————————- + mmmmmmm o + 0((x - PI) )
3 15

Beispiel 6.26: Betrachte f(z) = 1 —+v1—z = 1 — (1 — z)2. Wie kann man Werte
f(z) fir kleines x ohne technische Hilfsmittel ausrechnen? Zuniichst die Berechnung
der ersten Taylor—Polynome. Als Entwicklungspunkt wihlen wir o = 0, da wir uns
fiir kleine Werte von x interessieren. Man braucht Ableitungen von f(x) am Entwick-
lungspunkt xzg = 0:

flz) = 1-(1-=2)%, [f(0)=0,
fllz) = 3-(L—w)72, f(0) =3,
f@) = F-(-a2)72, f(0) =4,
Hiermit folgt die Entwicklung
f(x):1—\/1—:vzf(0)+f’(0)~(:1:—x0)+f/;(!o)'($—$0)2+~-~
r oz
:O+§+§+--- .

Nun ja, die Terme der Entwicklung sind in der Tat so alle berechenbar, aber das ist
ziemlich miihselig. Bequemer mit MuPAD:

>> taylor(l - sqrt(l - x), x)

2 3 4 5
X X X 5 x 7 x 6
-+ -+ —— + ——— + ——— + 0(x )
2 8 16 128 256

Aus diesen Taylor—Approximationen bekommt man z.B. fiir x = 0.1:
f0.1) = Ol 0Ly oLl ...
= 0.05

+ 0.00125
+ 0.0000625
+

= 0.05131...

Man sieht der Entwicklung geradezu an, dass die noch nicht beriicksichtigten Terme der
Entwicklung die angegebenen Dezimalstellen nicht mehr beeinflussen, d.h., die ersten 3
bis 4 Ziffern sind korrekt. Probe mit MuPAD:
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>> 1 - sqrt(0.9)
0.05131670195

Fiir Taylor—Polynome endlichen Grades ist es zumindestens intuitiv klar, dass
sie eine Approximation der Funktion liefern, wenn nur z dicht genug beim Ent-
wicklungspunkt xg liegt. Es verbleibt jedoch zu kléren, ob die unendliche Reihe
gegen f(x) konvergiert (bzw., wie weit entfernt = von z¢ liegen darf, damit f(z)
durch die Taylor-Reihe dargestellt wird).

Satz 6.27: (Restgliedformel der Taylor—Approximation)

Sei f(x) in einer Umgebung des Punktes x¢ (n + 1)-fach stetig differen-
zierbar. Sei x aus dieser Umgebung. Dann existiert ein Punkt ¢ im offenen
Intervall zwischen x und xg, so dass gilt:

= R (2 (n+1)
s = I @
k=0

,»Restglied*

Taylor-Polynom vom Grad n

Beweis: (fiir technisch Interessierte) Wir halten x fest und fassen das Taylor—
Polynom als Funktion des Entwicklungspunkts xg auf:

" ofk)
Tn(t) = Z / |(t) ’ (1‘ - t)k'
k=0

k

Die Ableitung dieser Funktion ist eine Teleskopsumme:

d () - i FUHD ) ) - i f(k)'(t) e (= 1)

dt k! k
k=0 k=0
B n f(k"'l)(t). ok n f(k)(t) ' N
_kzo @t ;(k—l)! (@=t)
a0 P S "
I il iD By Tl S
(n+1)
_f . ®) (o

Betrachte die Hilfsfunktio'n
g(t) = (& — z0)" ™ Tp(t) + (x — )" - (f(2) — Tu(o))
mit festem z und xg, fiir die
g(@o) = (z — 20)"* - T(wo) + (x — @0)"* - (f(2) — Tn(wo))
= (z —20)""" - f(a),

g9(@) = (z —wo)™*' To(w) = (x — 20)"*" - f(2)
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gilt, also g(z) = g(x¢). Nach dem Satz von Rolle 6.19 gibt es ein £ im offenen
Intervall zwischen x und g, wo die Ableitung

d B nie1 d
= () = (o —w0)

g () = (n+1) - (@ = )" (f(z) = Tul0))
n+1 M

= (z — ) @ =) = (4 1) (@ = )" (@) ~ Ta(ao))
(n+1)
=@t (a0 T 1) (@)~ Tute))
verschwindet:
(n+1)
0= & (-2 -T2 1) (1)~ Tao))
(n+1)
= 1)~ T = ) o
Q.E.D.
Interpretation 6.28:
Das Restglied
FHD(E) il _ “L ) ()
T @R =) =Y T @)

k=

o

ist die Differenz zwischen der Funktion f(x) und dem n-ten Taylor—
Polynom um xy. Die Funktion wird genau dann durch die unendliche
Taylor—Reihe dargestellt, wenn das Restglied bei festem x, xq fiir n — oo
gegen 0 konvergiert. Sind z.B. alle Ableitungen f(™ beschrinkt bzgl. n,
so ist dies fiir beliebiges x und xg der Fall, denn n! wéchst schneller gegen
oo als |z — xo|™ fiir jeden Wert von |x — xg|. Dies erklirt z.B., dass die
trigonometrischen Funktionen sin und cos, deren Ableitungen nur Werte
in [—1,1] annehmen, global durch ihre Taylor-Reihen dargestellt werden
(wir haben sie in Definition 5.10 ja auch iiber diese Reihen eingefiihrt).
Dies gilt auch fiir exp, da f")(x) = ® gar nicht von n abhéngt.

Beispiel 6.29: Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von f(x) = In(1 + z) um den

Punkt x¢g = 0:
f@)=m(1+a), fa)= @)=
(z) =In(1 + ), (z) = 112 (z) = Tk
. B 2 (=D (k- 1)
f(S) (I) (1 + x)?,a ’ f(k)(z) - (1 + ,’L‘)k
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Mit f*)(0) = (=1)*=1 - (k — 1)! folgt als Taylor-Reihe

oo oo

f(k)(o) k 1 2" a? ad
In(1+2z)= A e e e e el TR
|
— k! — k 2 3
die die Funktion darstellt, solange die Restglieder

f(n+1)(£) o (=1)™ . g t?
(n+1)! A+t (n+1)

gegen 0 konvergieren. Dies ist fiir positives z < 1 mit 0 < £ < x < 1 offensichtlich der

Fall:
$n+1 $n+1 1

< <
1+ - (n+1) " n+l1 " n+1

Speziell fiir z = 1 ergibt sich der Wert der alternierenden harmonischen Reihe:

n o0
0.

1 1 1

Fiir negatives © > —1 gilt —3 <z <£ <0

:L.n+1 B |x|n+1 - (1/2)n+1 B 1 "2)0 0
L+ (n+Dl - A+ (n+1) ~ 1/ -(n+1) n+1 ’

d.h., auch hier konvergiert das Restglied gegen 0. Weiterhin konvergiert die Taylor—
Reihe auch fir =1 < # < —3 gegen In(1 + x), was wir aus unserer Restgliedformel
allerdings nicht herausbekommen (es gibt alternative Restgliedformeln, die dieses Re-
sultat liefern). Zusammengefasst:

2 ad
1n(1+x)=x—7+§:t--~ fir z € (—1,1].
Fiir || > 1 sowie fiir x = —1 divergiert die Taylor—Reihe.

6.4 Monotonie, Extremwerte

Eine der wichtigsten Anwendungen der Differentiation ist das Auffinden von
Extremwerten. Dazu stellen wir zunéichst fest, dass Ableitungswerte (= Tan-
gentensteigungen) auf ansteigendes oder abfallendes Verhalten der Funktion
hinweisen:

Satz 6.30: (Ableitungen weisen auf Monotonie hin)

Sei f differenzierbar, die Ableitungsfunktion f’ sei stetig. Gilt f’(xq) > 0,
so ist f auf einer Umgebung von xy streng monoton steigend. Gilt
f(x0) <0, so ist f auf einer Umgebung von x( streng monoton fallend.
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Beweis: Da f’ stetig ist, gilt fiir f'(z) > 0, dass f’ auch noch auf einer Umge-
bung von zg positiv ist. Fiir z, y aus dieser Umgebung von xg mit x < y liefert
der Mittelwertsatz 6.20

fy) = flx)=f"(&)-(y—x)>0

mit einem Zwischenwert ¢ zwischen = und y. Damit ist f(x) streng monoton
steigend auf einer Umgebung des Punktes z, auf der fiir den Zwischenwert
(&) > 0 gilt.
Analog folgt, dass f(z) streng monoton fallend ist, wenn mit f’(z¢) < 0 die
Ableitung auf einer Umgebung von xg negative Werte annimmt.

Q.E.D.

Intuitiv: mit der Interpretation der Ableitung 6.4 ist dies unmittelbar klar. Fiir
kleines Ax gilt:

flzo + Az) = f(x0) + f'(x0) - Az.
Extrema sind die Stellen, wo die Funktion ,,auf der einen Seite“ steigend, ,,auf

der anderen Seite* fallend ist:

Satz 6.31: (An Extremstellen verschwindet die Ableitung)

Sei f differenzierbar. Ist die Stelle zo ein (lokales) Maximum oder Mini-
mum, so gilt f'(x¢) = 0.

Man findet also alle Kandidaten fiir Extremstellen einer Funktion f,
indem man die Nullstellen von f’ sucht.

Beweis: Genau wie im Beweis des Satzes von Rolle 6.19.

Q.E.D.

Beispiel 6.32: Betrachte f(z) =2 -z — 2%

%f(x):%(Q'x_xQ)ZQ_Q%QO = =1

Damit ist zgp = 1 der einzige Punkt, an dem (moglicherweise) ein Extremum vorliegen
kann.

Es gibt allerdings Stellen o mit f’(x¢) = 0, die keine Extremstellen (sondern
sogenannte ,Sattelpunkte®) sind. Beispiel: die Funktion f(z) = 2? ist streng
monoton steigend. Am Punkt o = 0 gilt f'(x9) = 3 - 22 = 0, aber z ist kein
Extremum.
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Satz 6.33: (Hinreichende Kriterien fiir Extrema)

Sei f mehrfach differenzierbar. Gilt an einer Stelle xg
f'(zo) =0,  f"(z0) <0,

so ist xq ein lokales Maximum. Gilt
f(x0) =0, f"(x0) >0,

so ist xg ein lokales Minimum.

»Beweis“: Approximiere f(z) in einer Umgebung von zy durch das Taylor—
Polynom zweiten Grades:

£@) % a0) + £a0) - @~ 20) + L0 (o

An einem Punkt zp mit f'(x¢) = 0 gilt ndherungsweise:

Fla) & Flao) + L0 (o a2

Da (z — z0)? > 0 fiir  # x¢ ist, sind die Funktionswerte in der Umgebung
grofler als f(xg), wenn f”(zg) > 0 gilt (Minimum). Fiir f”(z¢) < 0 sind die
Funktionswerte in der Umgebung kleiner als f(z¢) (Maximum).

Beispiel 6.34: Betrachte f(z) = 2 +42% — 2% — 1

>> fi=x > x + 4xx"2 - x74 - 1:
>> plotfunc2d(f(x), x = -2..2)

T+4 2141

Um die Kandidaten fiir die Extrema zu finden, werden (numerische Approximationen
der) Losungen der Gleichung f’(z) = 0 berechnet. Fiir numerische Losungen sind die
MuPAD-Funktionen numeric: :solve oder auch numeric: :fsolve zustindig. Fiir po-
lynomiale Gleichungen wird eine Menge aller Losungen geliefert. Die einzelnen Losungen
lassen sich durch ,indizierten Zugriff* Kandidaten[1] etc. auswéhlen:



118 KAPITEL 6. DIFFERENTIALRECHNUNG

>> Kandidaten:= numeric::solve(f’(x) = 0, x)

{-1.346997409, -0.1260001926, 1.472997601}
Diese Werte werden in die 2-te Ableitung von f eingesetzt:

>> f’’(Kandidaten[1])
-13.77282422

>> f’’(Kandidaten[2])
7.809487418

>> f’’(Kandidaten[3])
-18.0366632

Nach Satz 6.33 ist der erste Kandidat ein Maximum, der zweite Kandidat ein Minimum,
der dritte Kandidat ein Maximum. Die Graphik bestétigt dies.

6.5 Die de I’'Hospitalsche Regel

In %fSituationen kann man durch Ableiten auch Grenzwerte bestimmen.

Satz 6.35: (de ’'Hospitalsche Regel)
Seien f und g differenzierbar, es gelte f(xo) = g(x9) = 0. Dann gilt

@) _ o f)

vos0 glx) v gf(2)

)

falls der rechte Grenzwert existiert.

s,Beweis:* Intuitiv: Approximiere Zdhler und Nenner durch das Taylor—
Polynom ersten Grades:

fx) _ f(xo) + f(wo) - (x —w0) _ f'(w0) - (x —x0) _ f'(20)
9(x)  g(wo) + ¢'(x0) - (x —x0)  g'(0) (¥ —20)  g'(x0)

Fiir eine saubere Durchfithrung des Beweises benutze man den Mittelwert-
satz 6.20 (unter der Zusatzannahme, dass f’ und ¢’ stetig seien. Die Regel
gilt aber auch ohne diese Stetigkeit.)

Q.E.D.

Beispiel 6.36: Betrachte erneut die Funktion

et —1

fir z # 0,

f(z) =
1 firx =0
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aus Beispiel 4.15. Fiir den Punkt 2y = 0 liegt eine %fSituation vor. Mit de 'Hospital
folgt

d T
et -1 o= (e =) e .
lim :hm‘“dizhm—:hmew:eozl,
z—0 T z—0 T €T z—0 1 z—0
xr

wobei in jedem Schritt die Existenz des jeweils rechts stehenden Grenzwerts vorausge-
setzt wird (was gerechtfertigt ist, sobald man ganz rechts angekommen ist).

Die de 'Hospitalsche Regel kann auch mehrfach hintereinander angewendet wer-
den:

e —1-2

Beispiel 6.37: Betrachte lin%) "® Nach einer Anwendung von de I'Hospital

2
x
trifft man beim Quotienten der Ableitungen wieder auf eine %7Situation und kann de
I’Hospital erneut anwenden:

et _1-2.¢ . 6%(62'%—1—2-@ . 2.e2T 9
lim ————— = lim 7 = lim
z—0 x2 z—0 a_ 22 z—0 - X
dx
2. d (Q‘I 2.z
. eTT— R Cal § . 2-e
= lim = lim 4z 7 = lim =92.¢20=29
x—0 x x—0 s x—0 1
T

Bemerkung 6.38: Die de I’'Hospitalsche Regel
/
f@) S

w0 g(z)  o=w0 g/ ()

gilt auch fiir lim f(z) = lim g(z) = oco.
T—xT0

T—X0

Beispiel 6.39: Mit f(z) =In(z + 1), g(z) = In(z), f'(z) = =5, ¢'(z) = L:

z+1?
1 1 T : 1
i 2D RSN e A

wobei in (%) de 'Hospital ein zweites Mal angewendet wurde.

Beispiel 6.40: Mit kleinen Tricks bekommt man eine de 1'Hospital-Technik auch
sofort fiir Situationen wie z.B. 0 - co oder auch 1°°.

Fiir 0 - oo ist der Standardtrick, oo als 1/0 (oder manchmal 0 als 1/00) zu schreiben.
7.B.:

1/w_1 da_ el/x_l
lim z- (e/* —1) = lim £ "~ lim M
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1 /e

. 2 .
= lim —2— — lim eY/* =1.

Hierbei wurde die urspriingliche oo - 0—Situation durch das Umschreiben x = Tz in

eine %—Situation verwandelt, auf die de 'Hospital anwendbar ist.

Fiir eine 1°°Situation ist der Standardtrick, die identische Abbildung in der Form
y = exp(In(y)) einzubringen, was die 1°°—Situation in ein 0 - co—Problem verwandelt
(welches dann wie oben zu behandeln ist). Beispiel:

lim z¥ = lim eln(mm) = lim eat-ln(x) —e ng_li_o (:E ’ ln(x))
x—0+0 x—0+0 x—0+4+0

Hier ist das 0-(—oo)—Problem liBrJer x - In(x) entstanden, was wie oben per de ’Hospital

gelost wird, indem es in ein 22-Problem (genauer: in ein —2*~Problem) umgeschrieben
wird:

1 4 n(x 1
lim z-In(z) = lim n() = lim 2 n(@) = lim —% = lim (-z)=0
&—0+0 e—0+0 1/ z>0+0 <4 1 e—0+0 — L 25040
dr x T
lim z-In(x)
= lim 2% = e2—0+0 =’ =1
x—0+0

- .o~ ~as o~ ~ . . . - A . ~ PN

"R
U B
075 u
05 1
025
0 I I I I
0 025 0 075 1




Kapitel 7

Potenzreihen

7.1 Der Konvergenzradius

Definition 7.1: (Komplexe Potenzreihen)

Eine ,,Potenzreihe um den Punkt zy € C* ist eine Reihe der Form

o0
Zak (z— zo)k, ag, 2,29 € C.
k=0

Dort, wo die Reihe konvergiert, definiert sie eine Funktion von z, deren Eigen-
schaften untersucht werden sollen.

Satz 7.2: (Konvergenz von Potenzreihen)
o0

Zur Potenzreihe Z ay - (z — 20)" existiert ein r > 0 (der ,,Konvergenz-

k=0
radius®), so dass

a) die Reihe fiir alle z mit |z — zp| < r absolut konvergiert,

b) die Reihe fiir kein z mit |z — zo| > r konvergiert.

Beweis: Gibt es einen Punkt Z, in dem die Reihe >°, ay - (Z — 29)* konvergiert,
so bildet ag - (Z — 2z0)* eine Nullfolge. Es gilt also |ax - (Z — 20)%| < 1 fiir
hinreichend grosses k > kg. Mit

Z— 20
: - = (Z — )
|ak: (Z ZO) | |ak; ( ZO) | 7 20

k=ko k=ko <1

‘ k

ist also fiir jedes z mit |z — 29| < |Z — 2o| die geometrische Reihe ), |§%§%|k

eine konvergente Majorante, d.h., >, ay. - (z — 20)* konvergiert absolut. Damit
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ist
r = sup {\Z —20l; Yo ak - (Z — 20)* konvergiert },

falls die Menge der Konvergenzpunkte beschrinkt ist. Konvergiert die Reihe fiir
alle Z € C, setzt man formal r = co. Fiir jedes z mit |z — zp| > r muss die Reihe
nach dieser Konstruktion von r divergieren.

Q.ED.

Bemerkung 7.3: Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe besteht also prin-
zipiell aus einer Kreisscheibe um den Entwicklungspunkt zy. Der Radius r kann
allerdings 0 sein (d.h., die Potenzreihe konvergiert nur am Punkt z = zy). Im
Folgenden interessieren natiirlich nur Potenzreihen mit einem Konvergenzradius
r > 0. Uber den Rand des Konvergenzkreises {z € C; |z — 29| = r} kann man
keine allgemeine Aussagen machen. In folgendem Beispiel konvergiert die Reihe
fiir keinen der Randpunkte (denn fiir |z| = 1 ist z* keine Nullfolge):

oo
Z 2F (Konvergenz fiir |z| < r =1.)
k=0

In folgendem Beispiel konvergiert die Reihe fiir alle Randpunkte mit |z| = 1

auBer fiir z =1 (z = 1 fiihrt auf die divergente harmonische Reihe):
Z ; (Konvergenz fiir |z| <r =1,z # 1).
k=0

Im folgenden Beispiel konvergiert die Reihe fiir alle Randpunkte:

ok
Z % (Konvergenz fiir |z| <r =1.)
k=0

Beispiel 7.4: Die geometrische Reihe

hat den Konvergenzradius 1. Die Reihe

c- 2. 2 1 1
z::(_l)k = Z(_Z )= 1—(=22) T 1422

k=0 k=0

hat ebenfalls den Konvergenzradius 1.
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Der Konvergenzradius eine Potenzreihe kann unmittelbar aus den Koeffizienten
ap der Reihe bestimmt werden:

Satz 7.5: (Cauchy-Hadamard-Formel fiir den Konvergenzradius)
o0

1
Der Konvergenzradius der Reihe Zak (z — zo)k ist r = ————,
dim, Vlad
wenn klim Vlax| existiert. Gilt klim {/|ax] = 0, so setze r = oo. Gilt
—0Q0 — 0

lim +/|ag| = oo, so setze r = 0.
k—o0

Beweis: Der Grenzwert klingo {/]ax| existiere. Betrachte ein beliebiges z mit
|z — 20| < r. Dann gilt ¢ := kllrgo ]ag| - |z — 20| < 1. Bs folgt, dass fiir alle
k> N (mit geeignetem N)

Yarl - 12— 20l <C <1 mit C:= 1< e [11)

gelten muss. Damit kann die Reihe durch eine konvergente geometrische Reihe
abgeschétzt werden:

‘ak-(z—z[))k‘: (x’“/|ak|-\z—zo]>kSC’C Vk > N.

Nach Satz 3.16 konvergiert Y, |ax| - [z — 20/%, da Y_, C* mit C < 1 eine kon-

vergente Majorante ist. Dies ist die absolute Konvergenz von >, ay - (z — 20)*.

Das Argument greift auch fiir den Grenzfall r = oco.

Betrachte nun ein beliebiges z mit |z — 29| > r. Diesmal gilt
lim /|ag| - |z — 20| > 1,
k—oo

also

ag - (z — 20)"

X k
= (¥laxl 12 = =) >1

fur groBe k, d.h., die Reihenglieder von ), a - (2 — 20)* bilden keine Nullfolge.
Nach Satz 3.8 kann die Reihe Y, ay- (2 —20)" nicht konvergieren. Das Argument
greift auch fiir den Grenzfall r = 0.

Q.E.D.

Bemerkung 7.6: Die allgemeine Form der Cauchy-Hadamard-Formel ist
1

limsup 4/]ax|’
k—o0

wo lim sup (,,Limes superior*) der grofite Hiufungspunkt der Folge {/|ay| ist.
Der Limes superior existiert fiir jede reelle Folge (bei unbeschrinkten Folgen
definiert man ihn formal als 00).

Konvergenzradius =
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7.2 Eigenschaften von Potenzreihen

Auf dem Inneren des Konvergenzkreises sind durch Potenzreihen dargestellte
Funktionen ,,beliebig harmlos und angenehm®. Sie sind automatisch unendlich
oft diff’bar und werden durch ihre Taylor-Entwicklung dargestellt (Funktionen,
die durch ihre Taylor-Reihen dargestellt werden, nennt man analytisch). Dies
darf nicht verwundern, denn (gliedweise Differenzierbarkeit mal vorausgesetzt):

o

d” Zak-(z—zo)k: (n!-an-l—(..)-(z—z0)+(..)-(z—20)2+...>

dZ’l’L |Z:ZO k=0 2=Z20

f(z)

also a, = £ (z)/n!.

Damit ist die Potenzreihe ihre eigene Taylor-Reihe:

i (k) (4
f(2) =k§j:0ak-<z—z«o>k :kzzof kf 0) (2~ ).

Diese heuristische Uberlegung gilt in der Tat:

Satz 7.7: (Potenzreihen stellen analytische Funktionen dar)

Auf dem Inneren des Konvergenzkreises {z € C; |z — 29| < r} einer
Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 stellt

f(2) =) ak-(z—z)*
k=0

eine unendlich oft differenzierbare Funktion dar. Es gilt

dTL

dan

f2)=> ap-k-(k=1)-...-(k—n+1)-(z—2)"",
k=n

d.h., die Potenzreihe kann gliedweise differenziert werden. Der Konver-
genzradius der abgeleiteten Reihen ist wiederum r. Speziell gilt a; =

F®) (z0) /K.

Beweis: Fiir die Potenzreihe ist der Differenzenquotient

fz+h) = f(2) & (z+h—20)* — (z — 2)*
- —;ak- - .
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Mit der Binomialentwicklung

(z4h—2)F = (2 — 2)* _

k

Z <j> W (2 — z)F

7j=1

>
S

=k-(z—2)"1+h- i <k> N e e L

folgt

00 o k
fz+h) = /() = Zak-k-(z—zo)k_l—i-h-zz:ak- <§) e e L

h ;
k=1 k=2 j=2

g(h)

Die die Funktion g(h) definierende Reihe ist dabei wohldefiniert, da die linke
Seite der Gleichung fiir hinreichend kleines h definiert ist (z+h muss im Konver-
genzkreis von f(z) liegen) und die Reihe 3", aj-k-(z—20)¥ ! konvergiert (in den
Ubungen wird gezeigt, dass f(2) = 3", ax(z—20)% und f(z) = >, ar-k-(2—20)*
den selben Konvergenzradius haben). Die Funktion g(h) ist beschrinkt in h,
denn fiir |h| < |hg| (mit noch zu wihlendem hg) gilt:

oo k 0o k
k . iy k - »
PO Do TS (Y R Ei B 9 S (S RIMG B
=2 j—2 J =2 j—2 J
<> laul 3 (5) o el < Sl 3 (1) hof-a -l
= = M o= =0 M
1 = .
= T 2 larl(l= = 20l + [Rol)*.
o k=

Ist 7 > 0 der Konvergenzradius von Y, ax - (z — 20)* (und damit auch von
i lak| - 12 = 20%), so wihle |ho| = (r — |z — 20])/2, womit |z — 2| + |ho| < 7
gilt, d.h., die obige Reihe konvergiert und liefert eine Schranke fiir |g(h)].
Damit folgt h - g(h) = O(h):

f/(z)z}llr%f(Z-Fhf)L_f(Z) :Zak k (Z—Zo)k 1—{—11I%O(h)
k=1
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Damit ist gezeigt, dass die Potenzreihe einmal differenzierbar ist. Die Ableitung
ist wieder als Potenzreihe dargestellt.
Die hoheren Ableitungen folgen nun sofort per Induktion nach der Ableitungs-

ordnung.
Q.E.D.

Bemerkung 7.8: Die Formel
dr oo 0
— Y ap-(z—2)f =) ap k- (k=1 (k—n+1)-(z—2)"
k=0 k=n

ist leicht zu merken. Sie besagt lediglich, dass man Differentiation und Summa-
tion vertauschen darf:

o0 [e.o] m

Z Z—ZO = Zak‘;l?(z—zo)k

k=0 =0

n

=> ap-k-(k—1)-... (k—n+1)-(z—2)™"

Beispiel 7.9: Die in Beispiel 3.24 bzw. Definition 5.10 eingefiihrten Funktionen

2 k+1 2-k

k;k— sin(z ZO @ ke Cos(z)f];)W

haben den Konvergenzradius r = oo und sind damit auf ganz C differenzierbar. Aus
diesen Darstellungen erhélt man sofort:

d ., . d . o d .
Le= o sin(z) = cos(z), cos(z) = —sin(z).

dz

Bemerkung 7.10: Die (reelle) Reihe

Y
1+a? 1-(a?) &

um xo = 0 hat offensichtlich den Konvergenzradius 1. Fiir |x| < 1 stellt sie
nach Konstruktion die Funktion 1/(1 + x?) da, die lings der reellen Achse ei-
ne ,harmlose“ Funktion darstellt (iiberall stetig, beliebig oft differenzierbar).
Warum konvergiert die Reihe aber nur fiir Werte von x mit |z| < 1, wo doch
1/(1+ 2?) fiir alle x € R wohldefiniert ist?
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Im Komplexen ist die Theorie der Differentiation und Taylor-Entwickelbarkeit
wesentlich weitreichender (und einfacher) als im Reellen. Man muss sich in der
Tat 1/(1+ 2?) im Komplexen vorstellen. Die Funktion z € C — 1/(1+2%) € C
hat Singularitéten (Polstellen) bei z = +i. In der Tat ist der Konvergenzradius
1 bei Entwicklung um den Nullpunkt der Abstand vom Entwicklungspunkt 0
zur néchsten Singularitit! Im Komplexen ist der ,kleine“ Konvergenzradius 1
der Reihe daher unmittelbar verstdndlich. Im Reellen sieht man die komplexen
Singularitéten nicht und wundert sich, dass die nette Funktion 1/(1+ z?) nicht
iiberall durch ihre Taylor-Reihe dargestellt wird.
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Kapitel 8

Banach-Iteration

Aus Zeitgriinden ist dieses Kapitel nicht ,offizieller Bestandteil der Vorlesung
(sprich: ist nicht priifungsrelevant). Es wird jedoch wérmstens empfohlen, dieses
Kapitel in Heimarbeit zu lesen und zu verstehen. Speziell gibt es kein Physiker-
dasein ohne Kenntnis des Newton-Verfahrens (Abschnitt 8.2).

8.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir definieren den Begriff einer kontrahierenden Abbildung:

Definition 8.1:
Eine Abbildung ® : A C C — C heifit ,,Kontraktion in A*“, wenn eine
»Kontraktionskonstante“ k € [0, 1) existiert, so dass fiir alle x,y € A
gilt:
|(z) — (y)| < k- |z —yl

Zur Namensgebung: der Abstand zweier Bildpunkte |®(x) — ®(y)| einer Kon-
traktion ist stets kleiner als der Abstand der Urbildpunkte |z — y|.

Bemerkung 8.2: Kontraktionen sind automatisch stetig: Fiir jede konvergie-
rende Folge (z,) konvergiert ®(z,), und es gilt

HILH;O D(z,) = @(nlin;o zn>.

Dies ist leicht einzusehen. Sei z* der Grenzwert von (z,). Die Kontraktionsei-
genschaft liefert
0 <|®(zp) — P(2")| < |z — 27|

Wegen der Konvergenz z, — z* ist die rechte Seite eine reelle Nullfolge. Mit
Satz 2.17 folgt, dass |®(z,) — ®(z*)| eine Nullfolge ist, was die Konvergenz
®(z,) — P(2*) bedeutet.

129
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Der folgende wichtige Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen geht auf
Stefan Banach (polnischer Mathematiker, 1892 — 1945) zuriick. Er setzt neben
der Kontraktionseigenschaft als wichtige Annahme voraus, dass die Kontraktion
ihren Definitionsbereich in sich selbst abbildet:

Satz 8.3: (,BFS“: der Banachsche Fixpunktsatz)

Sei ® : A — A eine Kontraktion in einer abgeschlossenen Menge A C C
mit einer Kontraktionskonstanten k < 1. Dann

a) existiert ein eindeutig bestimmter Fixpunkt z* = ®(z*) € A,

b) konvergiert jede Folge z,11 = ®(z,) mit beliebigem Startwert zy € A
gegen z*,

c¢) gelten fiir jede solche Folge die Abschétzungen

n
=2 € ] € a0l
1-k 1—k
|
“a posteriori” “a priori”

Vom (wiederum sehr technischen) Beweis braucht man eigentlich nur zu wissen,
dass man zeigen kann, dass die per z,4+1 = ®(2,) konstruierten Folgen Cauchy—
Folgen sind. Der Fixpunkt ergibt sich dann iiber den Grenzwert der Folgen,
dessen Existenz mittels Satz 2.28 gesichert ist. Aus der Kontraktionseigenschaft
folgt die Eindeutigkeit (alle Folgen konvergieren gegen denselben Grenzwert).
Fiir technisch Interessierte ist der Beweis der Vollstdndigkeit halber angegeben:

Beweis: Zeige: (zy,) ist Cauchy-Folge.

|zn+m - Zn| = |Zn+m — Zndm—1 "+ Zntm—1F - ° — Znt1 T Znyl — Zn|

IN

|2n4m — Zntm—1] + |Zn4m—1 — Zntm—2| + - + [2n+1 — 20|

fur jedes n,m > 0. Aus |z; — zj—1| = |P(2j—1) — P(zj—2)| < k- |zj—1 — zj—2|, d.h,,
25— zja| <k lzj— 2ol <K |z 20— 28 <.

folgt

-1 m—2
|Zn+m_2n| <E™ '|Zn+1_2n‘+k '|Zn+1_2n‘+"'+|zn+l_zn’

2 m—1 1— k™

< |Zn+1 — 2n| (ﬁ) k|zn — zn—1| < k% |2p_1 — 2n_2| < .”(#<#) k™ |21 — 2o
- 1-k - 1-k - 1—k - - 1-k
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Mit k™ — 0 folgt die Cauchy-Eigenschaft. Es existiert somit ein Grenzwert z*.
Mit zp € Aund & : A — A folgt z, € A = z* ist Haufungspunkt von A =
z* € A (abgeschlossen). Da ® im Sinne von Bemerkung 8.2 stetig ist:

z¥ = lim z,41 = lim ®(z,) = ®(lim z,) = P(z").
n—oo 1—00 n—oo

Eindeutigkeit: fiir einen weiteren Fixpunkt z** £ z* folgt der Widerspruch
|z* = 2" = |®(z") = ®(z")| < k-] =27 < [ =27
Die Abschétzungen c) ergeben sich aus (#) und (##):

. . @k #H)
m zppm = zn| = |27 = 20| < 1_klzn—zn_1\ S 1%

‘21 — Z()‘ .
Q.E.D.

Interpretation und Anwendung 8.4:

Eine Gleichung f(z) = 0 sei zu lésen. Der BFS gibt ein Rezept, wie man
Né&herungen fiir die Losung konstruieren kann:

1) Formuliere die Gleichung f(z) = 0 in ein dquivalentes Fixpunktpro-
blem z = ®(z) um.

2) Ist ® kontrahierend auf einer Umgebung A der Losung und bildet
® diese Menge A auf sich selbst ab, so 148t sich der BFS anwenden:
wiéihle einen beliebigen Punkt zyp € A und iteriere zp+1 = ®(zy,).
Diese Folge konvergiert gegen eine Losung des Fixpunktproblems und
damit gegen eine Losung des Ausgangsproblems f(z) = 0.

3) Hat man durch Abschétzungen eine Kontraktionskonstante k fiir die
Menge A gefunden, kann man mit den a-priori- bzw. a-posteriori-
Abschétzungen bestimmen, wie weit man noch von der Losung ent-
fernt ist und abbrechen, sobald eine vorgegebene Zielgenauigkeit er-
reicht ist.

Mit der a-priori-Abschitzung kann man aus dem Startpunkt zy und
dem néchsten Punkt z, sofort ermitteln, wie oft man hdchstens iterie-
ren mufl, um die Zielgenauigkeit zu erreichen (die Iterationswerte wer-
den dafiir nicht benétigt). Nachdem die Iteration durchgefiihrt worden ist
und Zahlenwerte fiir z, vorliegen, kann man a-posteriori abschétzen, wel-
che Approximationsgenauigkeit nun wirklich erreicht ist (die a-posteriori-
Abschétzung ist prinzipiell genauer als die a-priori-Abschétzung).
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8.2 Das Newton-Verfahren

Hier eine fiir die Praxis besonders wichtige Anwendung des BF'S. Es geht darum,
numerische Approximationen von Nullstellen z* einer Funktion zu konstruieren.
Die prinzipielle Idee ist, eine Zahlenfolge (x,) zu konstruieren, die gegen einen
Grenzwert x* mit f(z*) = 0 konvergiert. Fiir hinreichend grofies n bricht man
die Iteration ab und akzeptiert x, als eine Approximation von z*. Zunichst
hat man die Aufgabe, ein Nullstellenproblem f(z*) = 0 in ein Fixpunktproblem
¥ = ®(z*) umzuformulieren, um den BFS anwenden zu kénnen.

Bemerkung 8.5: Es gibt viele Wege, eine gegebene Gleichung f(z) = 0 in eine
Fixpunktgleichung x = ®(z) umzuformen, z.B.

®(z) =z —g(z) - f(x)

mit einer (praktisch beliebig wéhlbaren) Funktion g(z). Ist f(x) differenzierbar
und ist die Losung im Sinne von Definition 1.24 eine einfache Nullstelle, so ist
g(x) = 1/f'(x) eine ausgezeichnete Wahl. Die Iteration lautet dann

 flw)
[ ()

Es gibt folgende einfache geometrische Interpretation des Newton-
Verfahrens. Sei x,, ein Approximation einer Nullstelle von f(x). Ersetze f(z)
in einer Umgebung von x,, durch die Tangente

t(z) = f(zn) + (. —zn) - f/(xn)-
f

Die Nullstelle der Tangente ist: t(z) =0 = = = x,, — f,(("i’;)), also:

Tl = P(xy) = 2 (das ,,Newton-Verfahren*).

Der Newton-Nachfolger x,4+1 = ©y, — f(2n)/f () von
T, ist die Nullstelle der Tangente von f am Punkt x,,.

Hier eine Beispiel-Graphik (mit MuPAD 3.0) zur Demonstration:

> f:=x > x4 - 2: x0:= 1.5:
>> plot(plot::Function2d(f(x), x = 1.1..1.6, Color = RGB::Red),
plot: :Function2d(£f(x0) + (x - x0)*f’(x0),
x = x0 - £(x0)/£’(x0) .. x0,
Color = RGB::Black),
plot::Line2d([x0, 0], [x0, f£(x0)], Color = RGB::Black),
TicksNumber = None,
XTicksAt = [x0 = "x[n]", x0 - £(x0)/f’(x0) = "x[n+1]"],
Height = 4*unit::cm, Width = 8*unit::cm)
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i . -
x[n+1] x[n] *
Hier einige numerische Werte bei der Berechnung von v/2 durch Losen von
flz)y=2*-2=0:

>> f:= -> float(x"4 - 2): x0:= 1.5:
>> Phi:= x > x - £f(x)/f’(x):
>> x0 := 1.5

s}

1.5

>> x1 := Phi(x0)

1.273148148
>> x2 := Phi(x1)

1.19714982
>> x3 := Phi(x2)

1.189285812
>> x4 := Phi(x3)

1.189207123
>> x5 := Phi(x4)

1.189207115

Bemerkung 8.6: Man kann zeigen, dass es immer eine (eventuell kleine) Um-
gebung A einer Nullstelle von f gibt, auf der ® eine Kontraktion ist und fiir die
®(A) C A gilt. Damit gilt der BFS auf einer (leider oft nicht konkret bekannten)
Umgebung einer Losung, und es gilt:

Fiir hinreichend genaue Startwerte xq dicht bei einer Losung x* von
f(z) = 0 konvergiert die Newton-Folge x,+1 = xp, — f(xn)/f (zn)
gegen x*.

Bei einfachen Nullstellen ist die Konvergenz beim Newton-Verfahren sehr
schnell, da die Kontraktionskonstanten auf kleinen Umgebungen der Losung
prinzipiell sehr klein sind. Gilt f'(z*) # 0 an der Nullstelle z*, so erhélt man
durch Taylor-Entwicklung um x*:

flz) = f@®)+f'(z") (x — ") + 1) (z—x*)2+...,

—— 2
=0
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fla)=f@*)+ ') (z—a)+...,
L P =)+ B (@ a2
F(@*) + f(x%) - (xn — %) + ...
o) (1 L = 0=
F(a*) + f(2%) - (n — %) + ...
~ (ua). L) (g, — 2¥) + O((2 — 27)?)
n f’(:U*) + f”(:L‘*) . (xn _ x*) 4o

_( 3 *>2 —@—FO(wn—x*)
=(zp—2 ) T Oz, — )

= Ty — =12, —2

2 2 *
2 f'(a¥)

Ist der Approximationsfehler x, — x* erst einmal klein, so wird er durch Qua-

drieren sehr schnell sehr klein (man nennt dies ,,quadratische Konvergenz* ).

Beispiel 8.7: In einer Softwareumgebung gebe es die Grundarithmetik, aber keine
Wurzelfunktion. Um diese zu implementieren, soll die Gleichung y? = b fiir gegebenes
positives b € R nach y gelost werden. Mittels Division durch eine geeignete 4er-Potenz
kann b auf das Interval [1,4] transformiert werden (in Bindrdarstellung kostet dies
nichts). Sei nun a = b/4™ € [1,4]. Ist = € [1,2] eine Lésung von 22 = a, so ist y = 2" -z
die gesuchte Losung des Ausgangsproblems y? = b.

Das verbleibende Problem ist also, ein « € [1,2] zu finden, das das Nullstellenproblem
f(x) = 22 —a = 0 mit a € [1,4] erfiillt. Hierzu soll das Newton—Verfahren benutzt
werden. Betrachte also

B flx) ?—a 2*4+a 1 a
(I)(x)izif’(a:)ixi 2.2 2.z 7§(x+;)

Die entsprechende Iteration lautet also

1 a
Tn+1 = 5 ° (xn + 7)
2 Ty
Das Verfahren konvergiert sehr schnell gegen z* = \/a. Beispiel: a = 2, g = 1.5:
zo =15, x1 =1.416666666..., x5 = 1.414215686...,

r3 = 1.414213562..., x4 = 1.414213562...,
Die folgende Analyse ist wiederum sehr technisch und an technisch Interessierte

addressiert:

Analyse: betrachte das Intervall A = [\/a, 1$%], das die Losung /a enthélt. (Dieses
Intervall fillt hier vom Himmel.) Die folgenden Rechnungen zeigen, dass dieses Intervall
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in der Tat so ist, dass der BFS angewendet werden kann.

Es ist zuniichst zu zeigen, dass ®(A) C A gilt. In Erinnerung an die Schule berechnen

wir dazu 9

1 a ¢ —a
o' :7.(1—f):7>0
() 2 x? 2.22 ~
fiir z € [\/a, 13%]. Die Funktion ist also in diesem Bereich monoton steigend, und damit
gilt

1+a 1+a a 1+a
@(ﬁ):\/&g@(x)gé( 2 ): 5 T1ra= 2

fiir alle z € [\/a, 1£2]. Als Kontraktionskonstante auf A schéitzt man ab:

1 a a 1 a-(z—y)
R e T
8(z) —2(y)| =5 |z +— ~y iRl y

:Ix—yl,’ _a ’_\m—yl (_ a )<|w—y\ (1 a )
2 Ty 2 z-y) 2 (a2
—fe-yl-g (25)

I LT VA |

1 /a—1\2
3 (5)
2 \a+1
eine Kontraktionskonstante fiir ® iiber A. Fiir alle a € [1,4] gilt k£ < 0.18, d.h., ¢ ist
auf A in der Tat eine Kontraktion.

Speziell, fiir a = 2 ist k = 1/18 &~ 0.0555... . Starten wir mit zy = 3/2, so ergibt sich
x1 = 17/12 und die a-priori-Abschitzung liefert

k" 3
V2 < S mg— | = ———.
fn = V2l < g feo = g
Nach n = 5 Schritten ergibt sich beispielsweise
25 — V2| <4.7-1078,

d.h., z5 beschreibt garantiert die ersten 7 bis 8 Dezimalstellen von /2 korrekt. (In
Wirklichkeit ist x5 schon wesentlich genauer, aber mehr gibt die a-priori-Abschéitzung
nicht her.)

Bemerkung 8.8: Das letzte Beispiel hat gezeigt, dass das Abschétzen von
Kontraktionskonstanten miihselig ist. Es geht aber auch einfacher! Fiir stetig
differenzierbares ® gilt, dass

k= sup {|@(a)];z € A)
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die bestmdgliche (weil kleinste) Kontraktionskonstante iiber einem Intervall
A C R ist. Um dies einzusehen, brauchen wir nur den Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung 6.20 zu betrachten. Es gilt

®(z) — ()
T -y

= 2'(¢)
mit & im Intervall zwischen x und y. Es folgt

|@(z) = @(2)| = [@' (O] |z —y| < k- [z —yl,
wobei k das obige Supremum ist.

Bemerkung 8.9: Im Fall skalarer Gleichungen f(x) = 0 hat das Newton-
Verfahren angenehme lokale Figenschaften: Der Erfolg ist garantiert, wenn nur
der Startpunkt x¢ hinreichend gut ist. Dies gilt sogar bei p-fach entarteten
Nullstellen (bei denen fiir p > 1 die quadratische Konvergenz dann allerdings
zu linearer Konvergenz mit der asymptotischen Kontraktionskonstanten k =
1—1/p wird).

Die globalen FEigenschaften des Newton-Verfahrens sind deutlich weniger glor-
reich. Gerét die Newton-Folge in die Néhe eines lokalen Extremums, wird die
Iteration x — x — f(x)/f'(x) in der Nédhe einer Nullstelle von f’ ausgewertet,
und die Iterationspunkte kénnen weit weg landen.



Kapitel 9
Integration

9.1 Stammfunktionen: das unbestimmte Integral

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation: zu einer gegebenen Funk-
tion f(x) sucht man eine Funktion F(z), deren Ableitung f(z) ist.

9.1.1 Definitionen, Grundintegrale

Definition 9.1: (Stammfunktion)

F(z) heiBt ,,Stammfunktion® einer (hinreichend glatten) Funktion
f(x), wenn fil—wF(a:) = f(x) gilt. Alternativ nennt man F(z) auch das
sunbestimmte Integral iiber f(z)“ und benutzt auch die Notation
F(z) = [ f(z)dz. Die Funktion f(z) unter dem Integralzeichen wird als

wIntegrand® bezeichnet.

Bemerkung 9.2: Stammfunktionen sind nicht eindeutig bestimmt. Da die Ab-
leitung einer konstanten Funktion tiberall 0 ist, kann man zu einer Stammfunk-
tion eine beliebige Konstante hinzuaddieren, wobei man eine neue Stammfunk-
tion erhélt. Andererseits, hat f(x) keine Singularitéiten (Polstellen etc.), so sind
Stammifunktionen stetig und die Differenz zweler stetiger Stammfunktionen ist
immer eine Konstante.

Beispiel 9.3: Zu f(x) = z sind Fi(x) = x—; und Fr(x) = “"—; + 17 Stammfunktionen.

Die beliebige additive Konstante in Stammfunktionen (die ,,Integrationskonstante*)
wird folgendermaflen ausgedriickt:

2

T
dr ="~ +c.
/x,): 2+c

Damit ist gemeint: [ f(z)dz stellt die Klasse aller Stammfunktionen dar (d.h., in
der Schreibweise [ f(z)dx steckt die additive Konstante sozusagen im [-Symbol und

137
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braucht nicht explizit hingeschrieben zu werden). Sobald das Integralzeichen durch

einen konkreten Reprisentanten dieser Klasse (hier ﬁ) ersetzt wird, schreiben wir die

2
beliebige additive Konstante explizit dazu.

Bemerkung 9.4: Mit dieser Konvention gilt trivialerweise fiir jede differenzier-
bare Funktion F(z):

Grundintegrale 9.5:
Aus der in Satz 6.6 gegebenen (kleinen) Liste von Ableitungen erhélt man
eine (kleine) Liste von Stammfunktionen fiir die einfachen Grundfunktio-
nen:

xn+1
/3: dr = n+1+C, (n #0)

1
/ dr = In(|z|)+¢,  (Beispiel 6.18)
T

/exdx = e +e¢,
/sin = —cos(z)+c,

() dx
cos(z)dx = sin(z)+c.

Beispiel 9.6: In MuPAD ist die Funktion int (engl.: integrate) fiir die Integration
zustindig. Fiir die Integrationskonstante wird dabei vom System automatisch ein , be-
sonders einfacher® Wert gewéhlt:

>> int(cos(x), x)
sin(x)

>> int(x*sin(x)*exp(x), x)

cos(x) exp(x) x cos(x) exp(x) x sin(x) exp(x)
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Fiir aus den einfachen Grundfunktionen aufgebaute Funktionen wiirde man gern
per Rechenregeln die Integration komplizierter Funktionen auf die Integration
einfacher Funktionen zuriickfithren. Leider ist das nicht so einfach. In der Tat
entspricht jeder Rechenregel der Differentiation (Satz 6.6, Satz 6.12) eine Regel
fiir’s Integrieren. Die sich ergebenden Regeln sind aber nicht so, dass man damit
automatisch alle Integrationen auf Grundintegrale zuriickfithren kann. Zunéchst
die einfachsten Regeln:

Satz 9.7: (Summenregel)
Fiir beliebige Konstanten a, b und Funktionen f(x), g(z) gilt

/(a-f(m)+b~g(w)>dm:a~/f(:z)d:v + b-/g(m)d:v.

Das ist durch Differenzieren beider Seiten dieser Gleichung unmittelbar klar.
Merke:

Konstante Faktoren kénnen stets aus dem Integralzeichen herausge-
zogen werden. Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale.

Beispiel 9.8:

1 ) 1 1
/(2~e”+\/7)dx:2~/e“dx+ ﬁx_%dmzle”—i—cl—i—ﬁ/afédw
T

SRR S AL SO SO LA
= - e C —_— Co = A —_— — C C:
! V2 —%-‘rl 2 V2 % A/—’l >

C

) 2
:2~e“+ﬁ-\/5+c:2-ex+\/§-\/§+c.

Hierbei wurden die einzelnen Integrationskonstanten ci, co zu einer neuen beliebigen
Konstanten ¢ = ¢ + ¢ zusammengefasst.

9.1.2 Partielle Integration
Aus der Produktregel

S (F@) - 9@) = F@) o) + 1) - @)

der Differentiation gewinnt man durch Integration

f@) (@) +e= [ F@) g@de + [ @) g @)

Diese Gleichung liefert eine Integrationsregel, die man ,,partielle Integration*
nennt:
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Satz 9.9: (Partielle Integration)

/ f(z) ¢ (2) dz = f(z) - g(z) — / f(@) - g(z) de.

Bemerkung 9.10: Diese Regel ist in folgender Situation anwendbar:
e Der Integrand muss das Produkt zweier Funktionen sein.
e Von einem Faktor (¢'(x)) muss man die Stammfunktion g(z) kennen.

Ein Integral (iiber f(z) - ¢'(x)) wird in ein anderes Integral (iiber f'(x) - g(z))
iiberfiihrt, es verbleibt also die Aufgabe, eine Stammfunktion zu finden. Aller-
dings ist manchmal das Produkt f'(x) - g(x) einfacher zu integrieren als das
Ausgangsprodukt f(x) - ¢'(x):

e Sinnvoll ist partielle Integration meist, wenn die Ableitung f'(x) ,einfa-
cher® ist als f(z) und g(x) nicht wesentlich ,komplizierter® als ¢'(x).

Beispiel 9.11: Im Integral [ 2-In(z) dz ist f(z) = In(z) eine ,unangenehme* Funktion,
wihrend f'(z) = 1 als rationale Funktion wesentlich angenehmer ist:

2 1 2
x -In(x) de =In(x)- r 7/ E A
N —_— 2

T 2
> ~ = =~
9@ f(a) @) @ f(@) g(x)
22 2?2 22
71n(x).?7/—dxfln(x) 5 g te
Probe: P 9 2 2
z 1 = x
()G =T +e) =1 5 tmn(@) -z -5 =)

Es gibt keine allgemeine Regel, was ,einfach“ und was ,kompliziert“ ist. Im
obigen Fall war f'(z) = 1 einfacher als f(z) = In(z). Im folgenden Beispiel ist
f(z) = z ,kompliziert“, zumindestens , komplizierter* als f'(z) = 1:

Beispiel 9.12:

x - € de=_x - ¥ — 1 - €% dx
~~ N~~~ ~~ N~ ~~ O~~~
xr

(@) ¢'(x) f(@)  g(=) (@) g(x)

:a:-ex—/exdm:x-ex—ex—i-c:(a:—l)-ex—i—c.
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Manchmal braucht man einfach Erfahrung um zu sehen, dass partielle Integra-
tion hilfreich ist:

Beispiel 9.13:
/sin(:p)2 dx = /sin(:r) -sin(z) dx = sin(z) - (— cos(x)) — / cos(z) + (—cos(x)) dx
e N — —— —— —— ———
f@) g f@) g(z) fr(2) g(z)
= —sin(x) - cos(z) + /cos(a:)2 dx.

Das war bislang nicht sehr erfolgreich: [ sin(z)?dz wurde durch [ cos(z)?dz ausge-
driickt. Allerdings gilt sin(x)?+cos(x)? = 1, sodass das verbleibende Integral wiederum
durch das Ausgangsintegral ausgedriickt werden kann:

/cos dm—/ldsc—/sm d:c—m—/sm( )2 d.

Dies liefert eine Gleichung fiir [ sin(z)?d

[sin(z)?dz = —sin(z) - cos(x) + [ cos(x)? dx
= —sin(z) - cos(z) + = — [sin(z)? dz
= 2. [sin(z)®dz = x—sin(z)-cos(z)+c
= [sin(z)?dz = % . (:v — sin(z) -cos(x)) +¢c

(mit einer neuen Integrationskonstante ¢ = ¢/2).

9.1.3 Substitution

Aus der Kettenregel der Differentiation (mit y = g(z))

P = (5 Fw) - (5 9@) = Flo@) - ¢ @)

gewinnt man durch Integration

) +e= / F(g(z)) - o' (z) de.

Diese Gleichung liefert mit f = F” eine Integrationsregel, die man ,,Integration
durch Substitution* nennt:

Satz 9.14: (Substitution)
Sei F(y) eine Stammfunktion von f(y). Mit y = g(x) gilt

/ f(9(@)) - ¢/ () de = / f(y)dy = F(y) + ¢ = F(g(x)) +c.
dy
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Hierbei lduft die Substitution auf Folgendes hinaus. Aus y = g(z) folgt % =

J'(x), also formal
dy = ¢ (z) dz.

Eine Substitution bietet sich auf jeden Fall an, wenn der Integrand einen Faktor
¢'(x) enthélt, der die Ableitung eines Teilausdrucks g(x) im anderen Faktor ist:

Beispiel 9.15: In [ cos(z) - ¢5™(*) dz bietet es sich an, y = g(x) = sin(z) zu substituie-
ren, denn die Ableitung ¢’(z) = cos(z) taucht als Faktor im Integranden auf. Es ergibt
sich

y=g(z)

/COS(:L’) . esm(ﬂv) dr = /esm(w) COS(QZ) dr = /ey dy —eY o= 6sm(z) +e.
. ———

g'(z)-dz=dy

Beispiel 9.16: Wir kennen [ % dy = In(Jy|). Wie steht es mit | ﬁ-&b dz? Dies ist ein
Fall fiir die Substitution. Wir setzen y = g(z) = a-x +b (also dy = a dz) und erweitern
mit a, sodass dr = % cadr = é dy auftaucht:

1 1 1 —— 11
/ dx:f~/ - a dx:f/fdy
a-r+b a a-r+b \/-; al vy

Beispiel 9.17: In [ i;l((f)) dz bietet sich die Substitution y = g(x) an:

gl(x) = 1 =1n c=1n X C
[ S dn = [ <y = (i) + e = nlgta)) + <

Bemerkung 9.18: Es bietet sich allgemein an, eine Substitution y = g(x) in
einem Integral [ h(z)dx technisch folgendermafBien durchzufiihren:

e Setze y = g(x) und berechne die Ableitung % = ¢'(x). Formal gilt dy =
g (z)dzx.

e FErsetze dx durch %. Driicke im neuen Integranden h(z)dx = ;,((?) dy
jedes x durch y aus.
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e Fs entsteht ein Ausdruck

1
[raar= | M) s = [t
fy)

Versuche, eine Stammfunktion F(y) = [ f(y) dy zu finden.

e ,,Riicksubstitution“: Setze y = g(x) in F(y) ein. Die gesuchte Stamm-
funktion des urspriinglichen Ausdrucks ist F(g(x)).

Manchmal ist es nicht offensichtlich, was man substituieren sollte. Hier hilft nur
Erfahrung oder ein guter Hinweis:

Beispiel 9.19: Substituiere y = /z, % =1 % (= dy=735- % dx) in

/\/E-eﬁdxz/y-ey~2-\/5dy=2-/y2-eydy.
~———

dzx

Das verbleibende Integral in y kann durch zweifache partielle Integration gel6st werden:

2~/y2~ey dy=2- y* - e¥ —2-/2~y-ey dy
fly) 9W) fly) 9W) fry) 9W)
—92.¢%2.¢eY—4. LY —92.¢4%2.eY—4. .Y . .Y
2-y“-e¥—4 / y - e dy=2-y*-e¥—4- y - e +4 1 e’ dy
F(y) G F(y) G F'(y) G(y)
=297 eV —4-y-eV +4-€¥ +c.
Riicksubstitution y = \/z liefert letztlich:

/\/E-e\/idx:?x-eﬁ—éb\/E-e\/i—i—él-eﬁ—i—c.

9.1.4 Rationale Integranden: Partialbruchzerlegung

Rationale Integranden lassen sich iiber die Technik der ,,Partialbruchzerlegung®

immer so umformulieren, dass man eine Stammfunktion bestimmen kann. Hier
der Spezialfall, wenn das Nennerpolynom nur einfache Nullstellen hat:
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Satz 9.20: (Partialbruchzerlegung)

Betrachte f(z) = % mit Polynomen p(x) und q(z), wobei grad(p(z)) <
grad(q(x)) gelte. Hat das Nennerpolynom q(x) nur einfache Nullstellen

x1,...,Tyn, So gibt es Konstanten cy, ..., c,, sodass
p(r) L _Cn
q(z) -1 T — Ty

Damit folgt dann

p(fI,') =c1-In(lz — oo 4c, - Inllz — 2 C
/q(x)dx_lw i)+ e (e — @) + e

Beispiel 9.21: Die technische Durchfithrung geschieht folgendermafen:
1) Ansatz:
3-z+4 c1 Co

-1 (242 2-1 242

2) Bringe die rechte Seite auf den Hauptnenner:

a_, _c (@ +2)ter-(v—-1)
r—1 x+2 (x—1)-(x+2)

3) Ordne den Z&hler nach Potenzen von x:

- (@+2)+ex-(x—1) (cl+02)-x+(2~cl—02).

(x—1)-(x+2) (x—1)-(x+2)
4) Der Ansatz lautet nun:

3-x+4 (c14c2) x+(2-c1—ca)

(x—1)-(z+2) (x—1)-(x+2)

Die Nenner stimmen nach Konstruktion iiberein. Es verbleibt, die Konstanten ¢y, ¢y
S0 zu bestimmen, dass auch die Zéhler fiir alle  iibereinstimmen. Vergleiche dazu im
Zahler die Koeffizienten vor jeder z-Potenz:

3261+CQ, 4:2~61762.

4) Lose das entstandene lineare Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten:

7 2

Ergebnis:

8

\
—_
8
+
[\




9.1. STAMMFUNKTIONEN: DAS UNBESTIMMTE INTEGRAL 145

Beispiel 9.22: In MuPAD ist die Funktion partfrac (engl.: partial fraction) fiir die
Partialbruchzerlegung zusténdig:

>> partfrac((3*x + 4) / ((x - D*(x + 2)), x)

3 &x-1) 3 (&x+2)

Bemerkung 9.23: Die Partialbruchzerlegung haben wir schon friiher beim
Summieren rationaler Ausdriicke kennengelernt: siehe Beispiel 3.31.
Bemerkung 9.24: Hat man einen rationalen Integranden &i), bei dem der
Grad des Zéhlerpolynoms nicht kleiner ist als der Grad des Nennerpolynoms
(dies wird in Satz 9.20 vorausgesetzt), so ist dies auch kein Problem. Durch
Polynomdivision kann man einen polynomialen Anteil abspalten, z.B.:

C~)
—

2 23+ 2% +2 5. g4 4 2TH3
——— =2z _—.
2 -1 2 -1
Die Division wird dabei wie mit Zahlen durchgefiihrt (man zieht sukzessiv den
Jfiihrenden Term*® durch ein geeignetes Vielfaches des Nenners ab):

2.3 42242 | = 2.x+1
2.235—-92.1

2+2-c+2
x2—1

2-x+3 (der Rest)

Der verbleibende Rest kann durch Partialbruchzerlegung additiv zerlegt werden,
das Ergebnis ist:

>> partfrac((2*x"3 + x°2 + 2)/(x"2 -1), x)

Es folgt

2.2+ 2242 5 1
ST Y T g = (2- 14+ 22 )d
/ (2 —1) o / T +a:—1 c+1) Y

5 1
:x2+x+§ ln(|x—1|)—§ In(|lz +1]) +c.
Probe mit MuPAD:
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>> int((2*x"3 + x"2 + 2)/(x"2 -1), %)

2 5 1n(kx - 1) In(x + 1)
X + X 4 —mmmmmmm——m —

(MuPAD verzichtet darauf, innerhalb des 1n Betragszeichen einzutragen, denn
MuPAD kann mit komplexen Zahlen umgehen. Fiir positives x gilt In(—z) =
V—=1-m+In(z), d.h., In(—z) und In(z) stimmen bis auf eine additive (komplexe)
Konstante iiberein. Diese kann in die Integrationskonstante absorbiert werden).

Bemerkung 9.25: Fiir die Partialbruchzerlegung braucht man die Faktorisie-
rung q(z) = (x —x1) - -+ - (z — xy,) des Nennerpolynoms, d.h., man muss die
Nullstellen x4, . ..,z, von q(z) finden.

9.2 Das bestimmte Integral

Die grundsétzliche Idee des Integrals ist geometrischer Natur:

’ Berechne die Fliache unter einem Funktionsgraphen f(t). ‘

Betrachte fiir die folgende Motivation positive Funktionen f(t). Zerlege ein In-
tervall [a, b] auf der ¢t-Achse in n Teilintervalle [t;, t;11]. Dann approximiere den
Flacheninhalt durch die Flachen der durch die Punkte

(ti—170)7 (ti—hf(ti—l))? (ti7f(ti—1))7 (ti70)

. . b—ay.
gegebenen Rechtecke (mit der Breite >-¢):

f(t)
-t
a:to tl t2 . ti_lti tn:b
~—~—
b—a
a n—1
Die Summe der n Rechteckflichen ist . Z f(t;). Im Grenzwert n — oo

i=0
liefert dies die Fliache unter dem Graphen.
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Um zu einem mathematisch sauberen Begriff zu kommen, sollte man die Appro-
ximation der Fliche durch Summen von Rechteckflichen nicht nur auf dquidi-
stante Zerlegungen des Integrationsintervalls einschranken. Stattdessen betrach-
tet man beliebige Zerlegungen in Teilintervalle, deren Feinheit letztlich gegen 0
streben soll.

Definition 9.26: (Partition eines Intervalls)

Eine Partition P = {to,t1,...,t,} eines endlichen Intervalls [a,b] C R
ist eine monoton angeordnete Menge von Zwischenpunkten

a=tg<t1 <...<th_1<t,=0.

Die Feinheit der Partition ist 6(P) = max (t; — t;—1).

i=1l..n

Statt der in der obigen Motivation betrachteten Summation iiber Auswertungen
der Funktion f an den Zwischenpunkten ¢; betrachtet man Abschéitzungen nach
oben und unten:
Definition 9.27: (Ober- und Untersummen)
Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, sei P = {to,t1,...,t,} eine
Partition des Intervalls [a, b]. Definiere

n

Upp = Z(tZ —ti—1)- inf  f(t) (,Untersumme*),

; ti—1<t<t;
i=1

n

Ofp = Z(tl —ti—1)- sup f(t) (,Obersumme®).

i—1 ti—1<t<t;

Bemerkung 9.28:
a) Fiir jede Partition P eines gegebenen Intervalls gilt offensichtlich

Uf7p < OfVP.

b) Eine Partition P = {to,...,t7} heiBt Verfeinerung von P = {tq,...,t,},
wenn P C P gilt (d.h., P besteht aus den Gitterpunkten von P plus weiteren
Gitterpunkten).

¢) Fiir eine Verfeinerung P von P gilt offensichtlich

Urp < Ust und Of,ﬁ < Of’p,
denn z.B. gilt fiir die Summanden der Obersummen:

(ti—t;)- sup f(t) + (G —tiz1)- sup  f(t)

st ~ ti_1<t<t;
< (ti—tj)- sup f(t) + (tj—ti-1)- sup f(?)
ti1<t<t; ti—1<t<t;

= (ti—ti1)- sup f(1),
ti—1<t<t;
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wo t;_1,t; gemeinsame Gitterpunkte von P und P sind und fj ein zusétzlicher

Gitterpunkt von P zwischen t;_1 und t; ist.
d) Insgesamt folgt hieraus: fiir jedes Pérchen Py, P» von Partitionen gilt

Uf’Pl S Of7P27
denn mit der Verfeinerung Pio = Py U Py gilt
Uf7P1 Sva-PlQSO.ﬁPngOf?PQ'

Die Untersummen sind damit durch die Obersummen beliebiger (anderer) Par-
titionen nach oben beschrinkt, die Obersummen sind durch die Untersummen
beliebiger (anderer) Partitionen nach unten beschrénkt. Damit existieren

sup {Uﬁp; P ist Partition von [a, b]} < inf {Oﬁp; P ist Partition von [a, b]}

Definition 9.29: (Das bestimmte Integral)

FEine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar,
wenn es zu jedem € > 0 eine Partition P des Intervalls [a, b] gibt mit

Orp—Upp<e
In diesem Fall gilt
sup {Uﬁp; P ist Partition von |a, b]} = inf {Of’P; P ist Partition von [a, b]}
Dieser Wert wird dann das ,,bestimmte (Riemann-)Integral®“ von f
genannt:
b
/ f(t)dt := sup {Uyp;P ist Partition von [a,b]}
a
= inf {Oy p; P ist Partition von [a, b]}.
Die Funktion f(t) heifit ,,Integrand*.

Diese Definition als (abstraktes) Supremum von Untersummen/Infimum von
Obersummen iiber alle Partitionen ist wenig konstruktiv. Der folgende Satz
besagt, dass dieses Supremum/Infimum speziell von den Partitionen mit Fein-
heiten erzeugt werden, die gegen 0 konvergieren:

Satz 9.30: (Das Integral iiber Partitionen mit gegen 0 konvergierender Feinheit)

Sei f : [a,b] — R beschrénkt und Riemann-integrierbar. Dann gilt fiir jede
Folge P, von Partitionen, deren Feinheit 6(FP,) gegen Null konvergiert:

n—oo

b
/ f(t)dt = lim Ogp, = lim Uyp,.
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Beweis: (fiir technisch Interessierte)

Voriiberlegung: Zu zwei Partitionen P; und P, betrachten wir die Verfeinerung
Py U P,. Sei |Py| die Anzahl der Zerlegungspunkte von Ps. Seien Ij die von
der Zerlegung P; erzeugten Teilintervalle von [a,b], in deren Innerem Punkte
aus P liegen (diese sind die Teilintervalle von P;, die durch die Verfeinerung
mittels P, weiter zerlegt werden). Jedes dieser Intervalle I hat maximal die
Lénge §(P1), wo §(Pp) die Feinheit von P; ist. Insgesamt kann es maximal | Ps|
solcher Intervalle I}, geben. Also gilt fiir die Summe der Intervalllingen |Ij|:

>k el < [Pof - 6(P1).

Sei K eine Schranke fiir den Integranden f, also |f(t)| < K fiir alle ¢ € [a, ].
Es folgt fiir beliebige Zerlegungen Py, Ps:

Opp = Ofpup, < 2 K- Ik < Kj-[P2]-0(P),

Us,pup, —Upp < Zk Ky k| < Ky - |Pa| - 6(F1).

Ende der Voriiberlegung.

Sei nun € > 0 gegeben. Wird f als Riemann-integrierbar vorausgesetzt, gibt es
eine Partition P mit
Ofyp —Upp <e

Nach der obigen Voriiberlegung gilt

< Opp—Usp <€

Oy.p, —Uyp, =Oyp, — Ofpup, + Orrup, —Uspup, +Urpup, — Uy p,

< Kjp-|P[-6(Pa) + € + Ky - [P|-0(Fy).

Da die Feinheiten 6(P,) gegen 0 konvergieren, gibt es (bei fixiertem P) ein ny,
so dass Ky - |P|-6(P,) < e fiir alle n > ng gilt, also

Otp, —Usrp, <etete=3-c

Also folgt Of p, — Uy p, — 0 fiir n — oo. Hieraus folgt unmittelbar:

b
Ofpn = / ft)ydt < Oypp, —Upp, "=70,

b
/f(t) dt—Ufjpn < Ofypn—Uﬁpn "0,

Q.E.D.
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Bemerkung 9.31: Gilt fiir irgendeine Zerlegungsfolge P,, von [a, b]

nILII;O Of7Pn = 773[1*)11010 Uf7Pn7
so folgt hieraus bereits die Riemann-Integrierbarkeit von f gem&f Definiti-
on 9.29, denn lim, . (O¢p, — Usp,) = 0, d.h., zu jedem € > 0 gibt eine
Partition P, mit Oy p, — Uy p, < €.

Satz 9.32: (Integrabilitidtskriterium)

FEine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R mit héchstens endlich vielen
Unstetigkeitspunkten in [a,b] ist Riemann-integrierbar iiber [a, b].

Beweisskizze: (technisch) Wir betrachten zunéchst den Fall, dass f keinen
Unstetigkeitspunkt in [a, b] hat. Man kann zeigen, dass eine stetige Funktion auf
einem abgeschlossenen Intervall [a, b] gleichméfig stetig ist, d.h., zu jedem € > 0
gibt es ein 6 > 0 mit |f(x) — f(y)| < € fiir alle z,y € [a,b] mit |z —y| < . Wihle
n so, dass (b — a)/n < ¢ gilt. Fiir die dquidistante Partition P, = {to,...,tn}
mit t; = a+ (b—a) - L gilt dann

n

Ofp, —Upp, = > (ti — tio1) - max{f(z) — f(y);z,y € [ti—1, 1]}
=1

§Zb_a-e:(b—a)'e.
i=1

n

Nach Definition 9.29 ist f damit Riemann-integrierbar.

Betrachte nun den Fall, dass es einen Unstetigkeitspunkt  von f in [a, b] gibt.
Zerlege [a,b] in die drei Teilintervalle [a,z — 2], [z — 1,z + 1], [x+ 1 b]. Fiir die
Teilintervalle [a, z — %] und [z + %, b], auf denen f stetig ist, a8t sich analog zu
den obigen Uberlegungen die Differenz zwischen Ober- und Untersumme belie-
big klein machen, indem man diese Teilintervalle hinreichend fein dquidistant

zerlegt. Fiir den Beitrag des Intervalls [z — %, T+ %} gilt mit |f(t)| < K:

1 1 1 1 4-K
sup{f(t);t €[z — —,x+—]} —inf{f(t);t €lz— —,1:+—]} < —
n n n n n
Dieser Beitrag zur Differenz zwischen Ober- und Untersumme ist ebenfalls
beliebig klein zu machen, in dem man n hinreichend gross wéahlt. Nach
Definition 9.29 ist f damit Riemann-integrierbar.

Allgemeiner: Die Funktion f habe N Unstetigkeitspunkte. Zerlege [a, b] in kleine
Teilintervalle der Linge % um die Unstetigkeitspunkte herum, zerlege den Rest
des Intervalls dquidistant. Analog zu oben ist die Differenz zwischen Ober- und
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Untersumme beliebig klein zu machen, in dem man einerseits n hinreichend
gross wiahlt und andererseits den Rest des Intervalls hinreichend fein unterteilt.

Q.E.D.

Bemerkung 9.33: Man kann fiir integrierbares f das Integral als Grenzwert
spezieller Riemann-Summen bekommen, indem man das Intervall [a, b] speziell
dquidistant unterteilt:

n—oo n n

b _ n—1 . B
/ F(t) dt = lim b-a, SOrEm), i = ati-(b—a)
“ i=0

Beweis: Fiir die dquidistanten Zerlegungen P,, = {t(()n), . ,t,(ln)} mit den obigen
Zwischenstellen tl(") gilt mit
b—a 2 (n)
Ryp, = n ‘Zf(ti )
i=0

offensichtlich Uy p, < Ry p, < Oy, p,. Nach Satz 9.30 gilt

b
/ f(t)dt: lim Of7pn: lim Uf,pn

n—oo

und damit auch

b
/ ft)dt = lim Ryp,.
Q.E.D.

Definition 9.29 und auch die Konstruktionen nach Satz 9.30 oder auch Be-
merkung 9.33 sind zur konkreten Berechnung des Integrals vollig ungeeignet.
Die wirkliche Berechnung geschieht iiber Stammfunktionen von f(t), sobald der
Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und dem unbestimmten In-
tegral geklért ist (néchster Abschnitt).

Bemerkung 9.34: Das bestimmte Integral kann auch negative Werte anneh-
men (z.B., wenn iiberall f(t) < 0 gilt). Die Interpretation als ,Fliche unter
dem Graphen* gilt nur fiir positive Funktionen. Aus der Darstellung in Bemer-
kung 9.33 ergibt sich z.B., dass das Integral negativ ist, wenn iiberall f(t) < 0
gilt.
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Bemerkung 9.35: Aus der Darstellung 9.33 des Integrals als Grenzwert von
Riemann-Summen Ry p, folgen unmittelbar einige elementare Eigenschaften des
Integrals:

a) Linearitét:

b b b
/(a-f(t)—i—ﬁ-g(t)) dt—a-/ £() dt+ﬂ-/ o) dt, o, BER,

/abf(t) it < /abg(t) dt,

wenn f(t) < g(t) gilt Vt € [a, b],

b) Monotonie:

c¢) Ist f integrierbar, so auch |f| und es gilt:

[ 0 il < [ o

Zu c): Die Integrierbarkeit von | f| folgt unmittelbar durch die umgekehrte Drei-
ecksungleichung

Oy p=Ugp = (SUP{|f(t)|at € [ti—1, til}—inf{|f(¥)],t € [ti—l,tz’]}) (ti—ti-1)

=3~ (sup{llf@)] = Wl 2.y € st} ) - (5 — ti)
<Y (sup{lf(@) — FW)lw,y € b t}) - (6 — i) = Opp = Upp

mittels Definition 9.29 aus der Integrierbarkeit von f. Die Abschitzung

[ o i < [l

ergibt sich dann aus der Dreiecksungleichung angewendet auf die Riemann-
Summen aus Bemerkung 9.33.

Satz 9.36: (Der Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Ist f : [a,b] — R stetig auf [a,b], so gibt es einen Punkt £ € (a,b) mit

b
/ f(t) dt = £(6) - (b—a).
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Beweis: Sei m = min{f(t);t € [a,b]}, M = max{f(t);t € [a,b]} (fiir stetige
Funktionen werden auf einem abgeschlossenen Intervall nach Satz 4.25 an ge-
wissen Stellen t,,;, bzw. tpe; Minimum bzw. Maximum angenommen). Nach
Bemerkung 9.35.b) gilt

b b b
m~(b—a):/ mdtg/ f(t)dtg/ Mdt=M-(b—a),
also ,
mél)_la-/(Lf(t)dth.

Nach dem Zwischenwertsatz 4.22 angewendet auf das Intervall zwischen ¢,
und t,,q, nimmt f alle Werte zwischen m und M an, d.h., es gibt ein £ (zwischen
tiin Und tyq,) mit

b
O =5y [ 10

Q.E.D.

Bestimmte Integrale konnen additiv zerlegt werden. Man stelle sich dazu eine
positive Funktion f(¢) vor, d.h., das Integral von a bis b ist die Fliche unter
dem Graphen von ¢t = a bis t = b. Diese Fléache setzt sich zusammen aus der
Flache unter dem Graphen von ¢t = a bis ¢ = ¢ und der Fliche von ¢ = ¢ bis
t = b, wobei der Zerlegungspunkt ¢ beliebig gewéhlt werden kann:

Satz 9.37: (Zerlegung bestimmter Integrale)

Fiir beliebiges a, b, c gilt:

/acf(t)dt+/cbf(t)dt:/abf(t)dt.

Beweisskizze: Zerlegungen von [a, ¢] und [c, b] lassen sich offensichtlich zu einer
Zerlegung des Gesamtintervalls [a,b] zusammensetzen. Eine Riemann-Summe
. o . e b .

fiir f; zusammen mit einer Riemann-Summe fiir fc ergibt eine Riemann-Summe
. b
fiir [ .

Q.E.D.

Konvention 9.38:

Wir setzen

A%wﬁ——lﬂww,

womit wir in fab f(t) dt nun auch b < a zulassen koénnen. Speziell gilt

/aaf(t)dt:—/aaf(t)dtzo.
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Mit dieser Konvention gilt Satz 9.37 auch fiir Zerlegungspunkte ¢, die aulerhalb
des Intervalls [a, b] liegen.

Bemerkung 9.39: In MuPAD ist die Funktion int sowohl fiir bestimmte als
auch fiir unbestimmte Integrale zustédndig:

>> int (exp(-2*x), x)

1
2
2 exp(x)
>> int(exp(-2*t), t = 0..5)
1
1/2 = —=====--
2
2 exp(5)
>> float (%)
0.4999773

Bemerkung 9.40: Man beachte, dass das unbestimmte Integral [ f(z) dx ei-

ne Funktion in x ist, wihrend das bestimmte Integral ff f(t) dt fiir konkrete
Zahlenwerte a, b einen Zahlenwert darstellt. Diesen kann man numerisch ap-
proximieren, indem man z.B. die in der Bemerkung 9.33 gegebene Summe fiir
groBes n ausrechnet. Alternativ zur ,Riemann-Summe*

b b—a 2 b—a b—a — b—a
t) dt ~ : ( - ) ~ : ( 2 )
/af() - Zfa+z - - Zfa—irz -
=0 =1
ist es giinstiger, stattdessen die , Trapez-Summe*“

/abf(t) dtzb_Ta (f(;) + zf(a+i-17b)+f(;>>

zu berechnen, die sich mitt; =a+1 - b*T“ auch als

b—a = f(t:) + f(tis1)
n 'ZZ; 2

schreiben ldsst. Hierbei ist b_T“ . % die Flache des durch die 4 Punkte

(t:,0), (i f(t:)),  (fig1, f(tir1)),  (fi41,0)
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definierten Trapezes (d.h., die Flédche unter dem Graphen von f(t) wird nicht
durch Rechtecke, sondern durch Trapeze angenéhert).

f@) f(tiy1)

Trapezfliche

t; tit1

Bemerkung 9.41: In MuPAD ist die Funktion numeric::int fiir die numeri-
sche Berechnung von bestimmten Integralen zusténdig. Sie arbeitet auch dann,
wenn der symbolische Integrator kein Ergebnis liefert (weil er keine Stammfunk-
tion findet):

>> int(exp(sqrt(t))*sqrt(t), t = 0..10)

1/2 1/2
int (t exp(t ), t =0..10)

>> numeric::int(exp(sqrt(t))*sqrt(t), t = 0..10)

264.1573027

9.3 Der Hauptsatz: Zusammenhang zwischen be-
stimmtem und unbestimmtem Integral

Es verbleibt das Problem, wie man effektiv bestimmte Integrale ff f(t) dt ohne

den garstigen Grenzwert von Riemann—Summen berechnen kann. Hier kommt

die wesentliche Beobachtung ins Spiel, dass man mit unbestimmten Integralen

(Stammfunktionen) bestimmte Integrale ausrechnen kann.

Satz 9.42: (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 1)
Betrachte

Fa) = [ 00 de.

Fiir stetiges f ist F, differenzierbar, und es gilt

@) = f@),
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d.h., Fy(z) ist eine Stammfunktion von f(x).
Beweis: Es gilt

AF, = Fy(z + h) — Fy(z) = / o Ft) dt — / " rty ar O / o F(t) dt.

Nach dem Mittelwertsatz 9.36 gilt

AF, = f(g) “h
mit einem Zwischenwert £ zwischen z und x + h. Damit gilt
d . AF, .
F() = lim =7 = lim f(6) = /()

da fiir h — 0 der Zwischenwert £ zwischen x und x 4+ h gegen x streben muss.
Q.E.D.

Bemerkung 9.43: Stammfunktionen sind nur bis auf additive Konstanten
bestimmt. Dies wird in der Darstellung einer Stammfunktion iiber Fy(z) =
[.¥ f(t) dt dadurch deutlich, dass die untere Grenze a beliebig wiéhlbar ist. Die
Konstante ist hier durch die Bedingung Fy(a) = faa f(t) dt = 0 festgelegt. Bei
unterschiedlicher Wahl der unteren Grenze ist die Differenz der entsprechenden
Stammfunktionen in der Tat eine Konstante:

Fur(e) = Fuale) = [ " ft) di - / " 1) di

I ([Crwas [Croa)- [roa- [Trow

unabhéngig von x

Bestimmte Integrale sind also Stammfunktionen, wenn man sie als Funktion der
oberen Grenze auffasst. Umgekehrt, kennt man ein Stammfunktion, so liefert
sie ein bestimmtes Integral, denn alle Stammfunktionen F'(z) von f(z) unter-
scheiden sich nur um eine additive Konstante, d.h., es muss gelten

F,(x) = /r f(t) dt = F(x) +c.
Es verbleibt nur, die Integrationsgonstante ¢ zu identifizieren. Fiir x = a folgt
Oz/af(t) dt =F(a)+c = c¢=—F(a),
also ' .
/ f(t) dt = F(z) — Fl(a).

Dies liefert nun eine effektive Methode, bestimmte Integrale auszurechnen, in-
dem man sich zunéchst eine Stammfunktion des Integranden verschafft:
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Satz 9.44: (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 2)
Sei F'(x) eine beliebige stetige Stammfunktion von f(x). Dann gilt

b
/ F(t) dt = F(b) — F(a).

Die additive Konstante der Stammfunktion fillt dabei bei Differenzbildung her-

aus. 116.12.03

Bemerkung 9.45: Man beachte die Voraussetzung, dass die Stammfunktion
F(x) stetig zu sein hat! Bei unstetigen Stammfunktionen (falls der Integrand ei-
ne Singularitét hat), muss man vorsichtig sein! Gegenbeispiel: Zum Integranden
f(t) = 1/t gehort die Stammfunktion F(x) = In(|z|), die jedoch am Nullpunkt
unstetig ist. In der Tat:

2 dx
/ A In(2) ~ In(| ~ 1)) = In(2).

(Das Integral ffl 4t existiert gar nicht.)

Beispiel 9.46: Zur Berechnung von ff In(t) dt berechnet man zunéchst eine Stamm-
funktion von In(z). Analog zu Beispiel 9.11 ergibt sich durch partielle Integration:

1
/ln(x) dx = /ln(a?)~ 1 de=ln(z) = —/ - - x dzx
—~— ~— T =~
flz) 9@ fz) 9@ fv/(x) g9(z)

:m-ln(x)—/1dx:x-ln(x)—x+c.

Mit der Stammfunktion F(z) = z - In(z) — 2 + ¢ ergibt sich das bestimmte Integral

/2ln(t)dt:F(2)—F(1): (2-1n(2)—2+c)—(1-1n(1)—1+c) —2.In(2) — 1.

Bemerkung 9.47: Aus dem Zusammenhang mit dem unbestimmten Integral
folgt sofort, dass die Rechenregeln aus Abschnitt 9.1 auch fiir bestimmte Inte-
grale gelten, z.B. (Satz 9.7):

/b (c1-fl(t)+02-f2(t))dt:cl~/bf1(t)dt + 62-/bf2(t)dt.

Partielle Integration gilt in der folgenden Form:
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[ 10 dwa=[r0-00]” - [10-g0w

t=b
wobei [f(t) : g(t)] als Abkiirzung fiir

t=a

t—

[0 90] " = £0) - 9(8) ~ F(@) - g(0)

t=

dient. Substitution gilt in der folgenden Form:

g(b)
f(y) dy.
g(a)

b
/‘ﬂmwwyﬁwﬁz

Beispiel 9.48: Partielle Integration:

1 =1 1
/ t -cos(t) dt = [ t -sin(t)} —/ 1 -sin(t) dt
0 N ~——~ N ~——1t=0 0 7 —~
O g FO g PO g

t=1

= {t . sin(t)} :(1) - [ - cos(t)}
=1-sin(1) — 0-sin(0) + cos(1) — cos(0) = sin(1) + cos(1) — 1.

t=0

Beispiel 9.49: Substitution y = t2, dy = 2t dt:

JE L VE L
/0 t-cos(t?) dt = 5 /0 cos(t?) - 2 -dt dt = 5 /0 cos(y) dy
y

1 . y=r 1 . (0 0
=3 [sm(y)]yzo =3 <51n(7r) — sin( )) =0.
Man beachte hierbei, wie sich im Substitutionsschritt die Grenzen dndern: Fiir ¢ = 0
folgt y = t2 = 0, fiir t = /7 folgt y = t2 = 7.

9.4 Uneigentliche Integrale

Bestimmte Integrale ff f(t) dt sind zuniéchst nur fiir endliche Intervalle [a, b]
definiert. Wir erweitern die Definition:
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Definition 9.50: (Uneigentliche Integrale)
00 b
/ f(t) dt = blim f(t) dt,

b b
/ Ft)ydt= lim [ f@)dt,

—
a [e.9] a

/Oo f(t)dt= lim lim /bf(t) dt

a——00 b—oo

(falls die Grenzwerte existieren).

Beispiel 9.51:

[ee) b t=b
/ e tdt = lim e !t dt = lim [f e*t} = lim(—e+1)=1- lime?=1.
0

b—o0 0 b—oo t=0 b—o00 b—o0

Beispiel 9.52: Substitution y = —v/%, % = —2%\/{ = ﬁ, dt =2 y-dy:

1 [eS) 1 —o00 ) 0
2 0 2 0 —00

Man achte hierbei auf die Transformation der Grenzen: t = 0 entspricht y = —v/t = 0,
t = oo entspricht y = —/t = —o0. Das verbleibende Integral war bereits in Beispiel 9.12
gelost worden:
0 y=0
[ ety [0

—o0 y=a

=— lim (—1—(a—1)-ea):1— lim ((1—a)-ea>.

a— —0o0 a——00

Der verbleibende Grenzwert ist 0:

b—&—l).

lim ((1-a)-e?) (b= Jim ((+0)e) = tim ( =~

a— —00 —00 b—o0

Da mit e? = 14+b+ % + .-+ die Exponentialfunktion fiir b — oo stérker steigt als jedes
Polynom, ist der Grenzwert 0. Endergebnis:

1/ e Vidt=1.
2 Jo

Man geht &hnlich vor, wenn der Integrand eine Singularitit hat:
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Definition 9.53: (Uneigentliche Integrale bei singuléren Integranden)

Hat der Integrand f(t) an der Stelle a oder b eine Singularitét, so definiert
man

b b—e
/ F(t)dt = Tim () dt,

e—0+0 /,

bzw.

b b
/a Fle) di = Jim /a+€f(t) dt

(falls die Grenzwerte existieren).

Beispiel 9.54: Im folgenden Fall existiert das uneigentliche Integral:

1 1
1 1
/—dt: lim [ t%dt= lim {
0 \/i e—0+4+0 e e—0+0

— lim [Q-ﬂ]zilzw lim (1—\/E>=2.

e—0+4+0 —€ e—0+0

Beispiel 9.55: Im folgenden Fall existiert das uneigentliche Integral nicht (bzw. ist
00):

1 T1 t=1
/ Sdt= lim [ di= lim [m(t)} = lim (o—ln(e)):oo,
o t e—0+0 [, ¢ e—0-+0 t=c  e—040

9.5 Die Diracsche Delta-Funktion

Physiker und Ingenieure betrachten oft Signale, die “kurze aber intensive Im-
pulse” zu einem Zeitpunkt ¢y darstellen:

fiir £ — tg < —
ir ¢ — -,
0 2
€

Impuls(t — tp) = 5

0
1 . €

- fur—igt—tog
€

0 fﬁrt—t0>§.

Fiir 0 < e < 1 ist dies ein Signal mit der grossen Amplitude 1/¢, aber kurzer
Lebensdauer €. Die durch

/ Impuls(t — tg) dt
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gegebene “Gesamtenergie” des Signals ist im obigen Fall 1. Betrachtet man den
Grenzwert € — 0, so ergibt sich punktweise die Grenzfunktion

0 fiir ¢  to,
oo fir t = tg.

5t — to) = {

Wegen des Funktionswerts oo bei ¢t = tg ist dies nicht wirklich ein Funktion von
R nach R, sondern eine sogenannte ,,verallgemeinerte Funktion* oder auch
,wDistribution®. Thre wesentliche Eigenschaft ist:

/ 5(t — to) dt = 1.

Die ,Diracsche §-Funktion“ macht eigentlich nur unter einem Integralzeichen
Sinn, wo fiir stetiges f(¢) ihr Verhalten durch

b | f(to) fallsty € (a,b),
/a 6(t —to) - f(t) dt = { 00 falls tz ¢ [a,b]

definiert wird. (Fiir ¢ty = a oder ty = b kann man sich selbst aussuchen, was das
Ergebnis sein soll. Dieser Grenzfall ist fiir die Praxis nicht interessant.) Diese
Vereinbarung fiithrt zu

0 fir x < to,

Heaviside(z — ty) = /_OO 6(t —to) dt = { 1 fir x > tg.

Damit ist die Heavisidesche Sprungfunktion formal die Stammfunktion der §-
Funktion. Rein formal ergibt dies: die §-Funktion ist die Ableitung der Sprung-
funktion:

d .
%Heavmlde(m —x9) = 0(x — x0).

In vielen physikalischen Anwendungen gibt es Formeln, die Feldgrofien als Inte-
gral darstellen, z.B.

o0
t
Gravitationspotential(x) :/ p(t) dt,
—o0 ’.% - t‘

wo p(t) eine Massenverteilung darstellt. Wie stellt man nun eine Punktmasse
am Punkt xo dar? Als ,normale Funktion“ mit p(t) = 0 fiir alle ¢ # xo wiirde
das obige Integral immer O ergeben.

Mittels p(t) = Masse - 0(t — xg) ergibt sich das gewiinschte Graviationspotential

o t M
Gravitationspotential(x) = / Pt) dt = —C
—oo [ =] |z — o
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Bemerkung 9.56: In MuPAD stehen §-Funktion und Sprungfunktion als dirac
und heaviside zur Verfiigung:

>> int(dirac(t - t0)*f(t), t = —-infinity .. infinity)
£(t0)
>> diff (heaviside(x - x0), x)

dirac(x - x0)

9.6 Einige spezielle Anwendungen

Satz 9.57: (logarithmische Divergenz der harmonischen Reihe)
n
1
Die Folge Z A In(n) konvergiert monoton fallend gegen

k=1
einen Grenzwert C ~ 0.5772... (die ,,Eulersche Konstante*):

Z % ~ In(n) + C.
k=1

n

1
Beweis: Sei ), = T~ In(n). Mit
k=1

k+1 1
/ —dr =In(k+1) — In(k)
k T

k+1 n k+1
-3 (;/k }E)dx:k_l k (%—%)dm>0,

denn fiir die monoton fallende Funktion % gilt %
Weiterhin gilt

Y
8|
&
o
=
(oW
@
B
—
=
t+
@]
I
<
=
S
o
+
=

1 TL+11 1
C’n—Cn+1:(ln(n—l—l)—ln(n))—n+1:/ = de —
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n+1 1 1
:/ (—— )deO,
n r n+1

denn es gilt 2 > n%rl fiir x € [n,n+1]. Damit ist die Folge (C),) monoton fallend
und nach unten durch 0 beschréinkt. Sie konvergiert also gegen einen Grenzwert

C.

Q.E.D.

Als weitere ,,Anwendung® der Integration versuchen wir, realistische Abschétz-
ungen von n! fiir n > 1 zu ermitteln. Zunéchst beobachtet man

In(n!) =1In(1-2:3-- - -n) = In(1)+In(2)+In(3)+- - -+In(n) = Zn:ln(k) = zn:ln(k:).
k=1 k=2

Diese Summe lisst sich als Riemann—Summe interpretieren, die bei
n z=n

/ In(z)dx = {x - (In(x) — 1)] =n-ln(n)—n+1

1

r=1

anfillt, wenn man das Integrationsintervall [1, n] in die n— 1 Teilintervalle [1, 2],
[2,3], ..., [n — 1,n] zerlegt. Wegen der Monotonie von In(x) gilt

n—1 n n—1
In(k) < [ In(z)dz =
X< vty |

k+1 n
In(z) doe < Zln(k}),
k=2

also
In((n—1!) <n-In(n) —n+1 <In(n!),

also
(n—1)I<n". e <l

also (in der linken Ungleichung wird n durch n + 1 ersetzt):
n". 6—n+1 < n < (TL+ 1)n+1 X 6—n7

also

+1
e-(ﬁ)ngn!§6-<n+1>n .
e e

Hiermit ist das Wachstumsverhalten von n! charakterisiert. Diese Abschétzung
ldsst sich jedoch noch wesentlich verfeinern:
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Satz 9.58: (Die Stirling-Formel)
Fiir alle n € N gilt folgende Abschétzung von n!:

Ve (B) << vaim s (B) e,
(& (&

Fiir grofies n gilt etn =1+ ﬁ + --- = 1, d.h., das Verhéltnis der obe-
ren Schranke zur unteren Schranke ist fiir groBes n dicht bei 1 (d.h., die
fithrenden Stellen der oberen und unteren Schranke sind gleich und stim-
men mit den fithrenden Stellen von n! iiberein).

Merke:

V2o on- (ﬁ)”.

(&

Diese ,,Stirling- A pproximation* fiir n! ist schon ab n = 4 auf etwa 2
Prozent genau! Beispiel:

n‘VQ-w-n-(%)n‘ n! ‘\/2-ﬂ~n~<%)n~eﬁ

2 1.9.. 2 2.1...
) 118.0... 120 124.0...
10 3598695.6... 3628800 3689797.0...

Beweis: (fiir technisch Interessierte)
Es ist zu zeigen:

an
Wir zeigen zunéchst, dass die Folge
n!
an = nTLJr% i

konvergiert. Fiir die Quotienten aufeinander folgender Elemente bekommt man

1 1\ n+i
Qnp, _ . (1 + 7) 2
an+1 € n

und damit

In (QZL) - <n+%) ‘In (1+%)—1. (#)

Betrachte die Integration der Funktion f(x) = 1/x iiber dem Intervall [n,n+1]:



9.6. EINIGE SPEZIELLE ANWENDUNGEN 165

\

n n 4+ % n+1
Das Integral wird nach oben abgeschétzt durch das Trapez durch die Punkte
(n, f(n)) und (n + 1, f(n + 1)). Die Trapezfliche ist Breite x mittlere Héhe =
3 (f(n) + f(n+1)):

/:Hidx zln(n—kl)—ln(n):ln(l—ki)ﬁ;‘<i+ni1).

Das Integral wird nach unten abgeschétzt durch das Trapez, dessen obere Kante
die Tangente an f(z) im Mittelpunkt ist. Die Trapezfliche ist Breite x mittlere
Héhe = f(n+ 3):

n+11 1 1
/ —dx zln(n—i—l)—ln(n):ln(l—i—f)z T
n X n 7”L—|—§
Diese Abschétzungen liefern die Ungleichungskette
1 1 1 1
1§1n<1—{——)§7.<f_|_ )
n+ 5 n 2 \n n+1
also
1<(+1)1(1+1><<+1)1<1+ 1)
n —_ .n —_— n —_ R J—
- 2 n/ — 2/ 2 \n n+1/
also
1 1 1 1 1 1
(o n(ed) 1o d) 3 Go)
0_(n+2> . +n - n+2 2 \n n+41
B /4 1 (1 1 )
“n-(n+l) 4 \n n+1/)

Eingesetzt in (#) erhélt man:

also
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Es folgt
a Qa Qa a _
1 S n__ n . n+1 . n+k—1
An+k An+1 An+2 An+k
1 _ 1 1 _ 1 1 _ 1
S edn - 4(ntl) . ed(ntl) .o 4(nt2) . . . ed(ntk-1) .o 4:(ntk)

1

1 1
=edn . e 4tk Jein

fir alle k£ > 1. Fir fixiertes n ist die Folge (ay4x) (im Folgenindex k) damit
monoton fallend und nach unten beschriankt, d.h., es existiert der Grenzwert
a* = lim ap., = lim a,, fiir den gilt:

k—oo n— o0

a

E

1 . . L
* <en = a <ap,<a -etn,

1<

S

Es verbleibt damit lediglich, a* = v/2 - 7 zu zeigen. Das ist wesentlich aufwen-

diger, und wir verzichten hier darauf.
Q.E.D.



Kapitel 10

GewoOhnliche

Differentialgleichungen

10.1 DGLen 1-ter Ordnung
10.1.1 Definitionen

Definition 10.1: (Gewdhnliche Differentialgleichungen)
Eine Gleichung der Form

© (@) = fley(a)

heiBt (explizite) ,,gewdhnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung* fiir die Funktion y(x), kurz ,,DGL*.

Beispiel 10.2: Einige Beispiele von DGLen fiir y = y(z):

@:’[/ @II'UQ @:yi:r
dv 77 dx 77 drx y+ax

Auch
zoy- Y= sin(y)
y l.]j - y )

ist eine DGL, wir werden sie aber immer in der nach % aufgelosten Form

dy sin(y)
dr  z-y
betrachten. Als Kurzform schreibt man auch y' = sm(y).
-y

167
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Beispiel 10.3: Wir betrachten die Differentialgleichung

dy
27— ).
dx 4
mit einer Konstanten A. Wir raten zunéchst eine Losung:
yla) =c- e,

wobei c eine beliebige Konstante ist. In der Tat ist dies fiir jeden Wert von ¢ eine Losung
der DGL:

d d d
W_8 v Lodo_c ). =X (c-eM®) = \-y(x).
de dx dx ——
y(z)
Wir kénnen die Konstante ¢ durch den ,,Anfangswert* y(0) ausdriicken:
y(0)=c-e M =c.
Also: die Losung von % =\-yist

y(z) = y(0) - ™.

In Beispiel 10.20 zeigen wir, dass dies in der Tat die allgemeinste Losung der DGL
y = \-yist.

Merke 10.4:

Die allgemeine Losung einer DGL erster Ordnung hat immer eine be-
liebige freie Konstante. Die Losung mit dieser freien Konstanten heif3t
wallgemeine Losung*. Losungen fiir spezielle Werte dieser Konstan-
te heiflen ,,spezielle Lésungen*.

Beispiel 10.5: In MuPAD werden DGLen mittels ode (engl: ode = ordinary differential
equation = gewohnliche DGL) erzeugt, z.B. y' = y + a:

>> DGL:= ode({y’ (x) = x + y(x)}, {y&P:
Ein solches Objekt kann dann mittels solve gelost werden:

>> solve(DGL)
{exp(x - C1) - x - 1}

Man kann Anfangsbedingungen direkt in das ode—Objekt einbauen, woraufhin solve
die freie Konstante so wihlt, dass die Anfangsbedingung erfiillt ist:

>> DGL:= ode({y’ (x) = x + y(x), y(0) = 1}, {yx)):
>> solve(DGL)

{exp(x + In(2)) - x - 1}
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10.1.2 Graphische Losung

Dieses graphische Verfahren ist zwar ungenau (halt graphisch), aber funktioniert
dafiir fiir beliebige DGLen 3’ = f(z,y). Es ist d&uflerst niitzlich, um sich schnell
einen qualitativen Uberblick iiber das Verhalten der Losungen zu verschaffen.
Graphisches Rezept 10.6:
.. . L. d
Lose eine beliebige DGL 4% = f(x,y):

e Zeichne in die xz-y-Ebene an vielen Punkten (x,y) die Vektoren des
sogenannten ,,Richtungsfeldes*

ooy = ( few >

ein. Es interessieren nur die Richtungen der Vektoren, nicht die
Léngen.

e | Wihle einen Startpunkt (g, o) und folge den Pfeilen!‘ D.h., zeich-
ne eine Kurve, deren Tangente an jedem Punkt mit den vorgegebenen
Richtungsvektoren v(x,y) iibereinstimmt.

Die so vom Startpunkt ausgehende Kurve ist der Graph derjenigen Losung, fiir
die y(zo) = yo gilt.

Beispiel 10.7: Wir zeichnen das Richtungsfeld ¥(z,y) = ( i ) der DGL y' = §. Vom

2
Punkt (z¢,y0) = (0,1) startend wird eine Losungskurve eingezeichnet. Wir benutzen
hier, dass wir die Lésung y(z) = e in Beispiel 10.3 (mit A = 3, y(0) = 1) bereits
berechnet haben:

>> plot(
plot: :Function2d(exp(x/2), x = 0..2.9, Color = RGB::Red),
plot::VectorField2d([1, y/2], x = 0..2.9, y = 0..2.9,
Color = RGB::Black),
ViewingBox = [0..3, 0..3]
)
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Beispiel 10.8: Ein weiteres Beispiel:

% =z -sin(y), U(z,y) = ( : ) .

x - sin(y)

Die Losungen durch die Punkte (z9,y0) = (0,1) und (zo,y0) = (0,4) werden einge-
zeichnet. Hier wird der numerische DGL-Léser numeric: : odesolve2 zum Einzeichnen

der Losungskurven eingesetzt (engl: ode = ordinary differential equation = gewdhnliche
DGL):

>> Loesungl:= numeric::odesolve2((x, y) -> [x*sin(y[1])],
>> Loesung?2:

>> plot(
plot: :Function2d(Loesungl (x) [1], x
plot::Function2d(Loesung2(x) [1], x
plot::VectorField2d([1, x*sin(y)], x
Color = RGB::Black)

0, [11):
numeric::odesolve2((x, y) -> [xxsin(y[1]1)], 0, [41):

.5, Color = RGB::Red),
.5, Color = RGB::Red),
0..5, y =0..5,

]
o o
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Bemerkung 10.9: Worauf basiert das Verfahren? Die Tangente der eingezeich-
neten Kurve ist parallel zum Richtungsfeld v(x,y). Die Steigung der Kurven-
tangente (der Tangens des Steigungswinkels «) ist ', die Steigung des Rich-
tungsvektors ist tan(a) = f(z,y):

ey f(x,y)

(z,y) 1

Damit gilt y' = tan(a) = f(z,y).

Bemerkung 10.10: Die Tatsache, dass man an irgendeinem Punkt (xo,yo)
starten kann, d.h., in der Lésung eine ,Startbedingung® y(xg) = yo vorgeben
kann, entspricht der Tatsache, dass die allgemeine Losung eine beliebige Kon-
stante enthélt.

10.1.3 Separation (Trennung der Variablen)

Dies ist eine Technik, die nur fiir DGLen der speziellen Form ' = f(z) - g(y)
funktioniert: die rechte Seite der DGL muss ein Produkt von Funktionen jeweils
einer Variablen sein.
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Beispiel 10.11: Betrachte die DGL

dy _

=qx-y.
dzx 4

Die Idee ist, alle Ausdriicke in y (inclusive dy) auf der einen Seite der Gleichung,
die Ausdriicke in z (inclusive dz) auf der anderen Seite zu sammeln (, Trennung der
Variablen*):

1
—dy =z - dx.
Yy

Nun trage auf beiden Seiten ein Integralzeichen ein und bestimme die Stammfunktionen:

/1d—/ i = () =% te
yy—xx n(lyl) = 5 +¢

(mit einer Integrationskonstanten ¢). Diese Gleichung definiert y in Abhéngigkeit von
x. Lose nach y auf:

24 e =2 g, =
|y|:e2 —=e“-e2 = y:j:e.62.

Zur Vereinfachung wird die Konstante 4-e° als neue Konstante ¢ geschrieben:

22
2

y=c-e
Dies ist die allgemeine Losung der DGL ' = x - y. Probe:
, d 22 d 2 2 2

e e
=—¢c-e2 =C-——e2 =C-T-€e2 =x-Cc-€
L dz ——

Bemerkung 10.12: Diese Technik kann nur dann funktionieren, wenn man es
schafft, die Variablen x und y auf verschiedene Seiten der Gleichung zu bringen.
Fiir die allgemeine DGL y' = h(x,y) ist dies genau dann der Fall, wenn die
Funktion h(z,y) das Produkt einer Funktion in x und einer Funktion in y ist:

d
=l gly) = s dy=f() do
x
/1d —/f(ac) de = G(y)=F(z)+c
g(y) y ’
wobei G(y) eine Stammfunktion von L) und F(x) eine Stammfunktion von

(
f(x) ist. Y

Diese Separationstechnik 148t sich folgendermafien zusammenfassen:
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Satz 10.13: (Separation der Variablen)
Sei G(y) eine Stammfunktion von @, sei F'(x) eine Stammfunktion von
f(x). Die allgemeine Lésung der DGL

dy

A CORC))
erfiillt die Gleichung

Gly) = F(x) +c.

Durch Auflésen dieser Gleichung nach y ergibt sich die explizite Form der
Loésung
y(z) = G~ (F(z) +c)

mit der Umkehrfunktion G~! von G.
»Beweis‘“: Sei y(x) eine Funktion, mit der fiir alle 2 die Gleichung
Gy(z)) = F(z) +c

mit einer Konstanten ¢ erfiillt ist. Durch Ableiten nach z erhilt man

g(ytx)) ()= f(z) = y(z) = f(z)-g(y).

Wir haben also eine Losung mit einer freien Konstante ¢ vor uns.

G'(y(x) -y'(z) = F'(z) =

Q.E.D.

Beispiel 10.14: Betrachte die DGL 3’ = y?. Separation:

d 1 1
ﬁ:yz = —dy=1-dz = /—dy:/l-dx
dz Y2 y?

1

1
= ——=x+cCc = Y=
Yy

—r —C

Damit ist die allgemeine Lésung von y' = 42 bestimmt. Es ist schoner, die beliebige
Konstante ¢ durch eine Anfangsbedingung y(x) auszudriicken. Z.B., fiir 2o = 0:

1 1 1
—-—— = Cc=

y(o):—O—c: c “y(0)

Damit ergibt sich die Lésung zur Anfangsbedingung y(0) in der folgenden Form:

o) = 1 _ y(0)
y(@) = —w+ oy L-a-y(0)
Probe:
dy d y(0) y(0)?

dr — dx 1—z-y(0)
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Weiterhin ergibt sich fiir z = 0 in der Tat:

y(0)

=0y YO

y(x)lw:O =

Beispiel 10.15: Betrachte eine lineare DGL

dy

%:f($)~y.

»Linear” heifit, dass mit irgendeiner speziellen Losung ys(x) auch jedes Vielfache y(z) =
¢ - ys(x) mit einer beliebigen Konstanten ¢ eine Losung ist:

dy_ig. x:é.i x)=¢- f(x)- x) = f(x)-¢- x) = f(x)- ylx
Lo @ = ) = e f@) ule) = (@) %y f(@) - y(a).

Damit ist klar: die freie Konstante muss multiplikativ eingehen. Man kann die allge-
meine Losung per Separation immer durch eine einzige Integration ermitteln:

; dy=f(z)de = In(ly|])= /f(x) dr = y=del I@dz,

Wo ist nun die multiplikative Konstante? Sei F'(z) irgendeine konkrete Stammfunktion
von f(z) (ohne Integrationskonstante), so gilt [ f(z) do = F()+¢ mit einer beliebigen
Integrationskonstanten ¢, also

Y= ieF(z)+5 — ieé . eF(z) —c- eF(z)

)

C

wobei ¢ wiederum eine beliebige Konstante ist. Vergleiche auch das spezielle Bei-
spiel 10.11.

Merke: Die Losung von y' = f(x) -y ist

yl@)=c- e,

wo F(z) eine Stammfunktion von f(z) ist.

Beispiel 10.16: Man kann die Startbedingung auch direkt in den Integrationsschritt
der Separation einbauen. Dazu folgendes Beispiel:

d
= cos(a) - ¢¥, y(wo) = yo.

Separation:

1
— dy =cos(z)dz = e Y dy = cos(z)dz.
e

Rezept:
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Anstatt links und rechts allgemeine Stammfunktionen mit einer beliebi-
gen Integrationskonstanten zu bestimmen, werden bestimmte Integrale
startend bei yo bzw. x¢ berechnet.

Wir integrieren bis Y bzw. X, wobei YV die Losung Y = y(X) fiir x = X darstellt. In
diesem Beispiel:

v X
/ eV dy = / cos(z) dx
Yo o
—y1y=Y i =X
= [-eV]IZ,, = [sin(2)]3=2,
= —e YV 4e ¥ = sin(X)—sin(z).

Durch Auflésen nach Y erhilt man die Losung Y = y(X), welche fiir X = x9 den Wert
7o annimmt:

Y(X) =In(e ¥ +sin(xg) — sin(X)).
Mit der Umbenennung X — z, Y — y erhélt man die Losung
y(z) = —In (e_y" + sin(xo) — sin(x)).

Probe:

dy cos(z) _ cos(x) _ cos(x) — cos(x) - @

dr  e¥% + sin(zg) — sin(x) n <6y0+sin(r0)—sin(z)) e~y(@)
e

y(zo) = —1In (efy" + sin(zp) — sin(xo)) = —lIn(e %) = yo.

10.1.4 Variation der Konstanten 16.1.04
In diesem Abschnitt wird die Losungstechnik fiir DGLen der Form

d

2= f@) y+g@) (1)
vorgestellt. Die DGL

dy

29 _ . 2

Y= f)y 2)

ohne den Term g(x) heifit ,,homogene DGL*, mit dem Term g(z) heifit die
DGL ,,inhomogen*. Die Losung y,(x) der homogenen DGL (2) haben wir in
Beispiel 10.15 kennengelernt:

wobei F(z) eine Stammfunktion von f(x) ist.
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Rezept ,,Variation der Konstanten* 10.17:

Zur Lésung der inhomogenen DGL (1) ersetze die freie Konstante c in der
Lésung yp,(z) der homogenen DGL (2) durch eine Funktion c(z). Einsetzen
dieses ,,Ansatzes in die DGL (1) liefert eine DGL fiir ¢(x), die immer
durch einfache Integration gelést werden kann.

Ansatz fiir die Losung der inhomogenen DGL (1):

Einsetzen in die inhomogene DGL (2). Die linke Seite:

%Zs—x (c(:n)-eF(I)) = Ck;?-eF(x) +c(z) - F'(x) - eF @),

Die rechte Seite:

@) y(@) + g(2) = [(2) - o) - ") +[g(a) |

Mit F'(z) = f(x) heben sich beim Gleichsetzen der linken und rechten Seite
zwei Terme weg, und es verbleibt folgende DGL fiir ¢(x):

de r@) _ de _ —F(@)
I =g(x), also T =g(x)-e .

Mit anderen Worten, ¢(z) ist eine Stammfunktion von g(z) - e~ (®).
c(z) = /g(a:) ce @) dg,

Damit haben wir eine allgemeine Darstellung der Losung y(z) = c(x) - e/'®) der
inhomogenen DGL (1):

Satz 10.18: (Losungsformel)
Die allgemeine Losung der DGL % = f(z) -y +g(x) ist

y(z) = @ / g(z) - e T d,

wobei F(z) eine Stammfunktion von f(z) ist.

Diese Losungsformel wird man sich nicht merken kénnen. Man merke sich daher
lieber das Konstruktionsprinzip 10.17 der ,, Variation der Konstanten“.
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Beispiel 10.19: Finde die allgemeine Losung der DGL

dy
%—gﬁ—x.

Schritt 1: Die Losung der homogenen DGL ' = y ist nach Beispiel 10.15 (mit f(x) = 1,
F(z) = x):
yn(x) =c-e”.

Schritt 2: Variationsansatz y(z) = ¢(z) - €” fiir die inhomogene DGL ¢’ = y + z.

Schritt 3: Einsetzen in die inhomogene DGL. Die linke Seite der DGL:
d d d
d—z = £(0($)~6w> = d—;f”” +c(x) - e”.

Die rechte Seite der DGL:
y+z=c(z) e +a.

Durch Vergleich folgt

Dieses Integral wird analog zu Beispiel 9.12 durch partielle Integration bestimmt:

c(x) = x e de=_a -(—e7")— 1 - (—e™) dx
<~~~ <~ -
f(@) g'(x) @ g @) g

= —x~e_z—|—/e_‘"” dr=-z-e¥—e"+é=—(x+1)-e"+¢
mit einer beliebigen Integrationskonstanten c.

Schritt 5: Das Endergebnis (die allgemeine Lésung von y' = y + x) ist

y(z) = c(x) - ¥ = (7(1’+1)'67m+5>'ex:7($+1)'67x'61+5'6m
1

=—z—1+¢ €.

Schritt 6: Probe:

dy - - _
%f(y+x)f—l+c~e —(—x—1+c~e Jrz)fO. (OK)

y’ Y
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Alternativ: Wir wenden die Losungsformel 10.18 direkt an. Es wird betrachtet ¢’ =
y+z, dh., f(x) =1 und g(z) = z. Mit der Stammfunktion F(z) = = von f(z) =1
ergibt sich sofort

y(z) = e '/:v~e dz.

eF(x) g(z) e—F(=)

Damit landen wir unmittelbar bei dem oben bereits gelosten Integrationsproblem
/:war de=—(x+1)-e*+¢,
und es ergibt sich wiederum die Losung

y(w):ew-<—(x+1)-e_””+é> =—x—1+¢-€"

Beispiel 10.20: Wir zeigen, dass die Losung

y(z) =c-e™
in der Tat die allgemeinste Losung der DGL

dy
ﬁ_/\

ist. Dazu wenden wir das Prinzip der Variation der Konstanten auf diese homogene
DGL an, d.h., wir versuchen, die allgemeinste Losung in der Form y(z) = ¢(z) - e** zu
bestimmen. Einsetzen dieses Ansatzes in die DGL liefert auf der linken Seite:
d d
% = é SN poe(x) - N e,
Die rechte Seite ist
N-y(z) =\ c(x) - 7.

Durch Vergleich folgt

de _

dr
Die allgemeinste Losung dieser ,,DGL* fiir ¢(z) ist offensichtlich eine konstante Funk-
tion:

c(z) = /0 dx = 0 + ¢ = eine beliebige Konstante.
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10.2 Lineare DGLen hoéherer Ordnung

Wir betrachten hier speziell lineare DGLen n-ter Ordnung
an(@) -y (@) + an-1(@) -y (@) + .. 4 ai(@) -y (2) + ag(@) - y(z) = f(x)

mit gegebener ,,Jnhomogenitit* f(z). Wir kénnen 0.B.d.A. durch a,,(z) teilen
und die Koeffizientenfunktionen a;(z) und die Inhomogenitét f(z) umdefinieren,
so dass wir nur die ,,normierte“ Form

Yy (@) + an-1(z) - y" V(@) + ..+ ai(@) -y (@) + ag(@) - y(z) = f(2)
zu betrachten brauchen. Als Anfangsbedingungen kénnen wir die n Werte
y(xo), ¥/ (o), ...,y V(o)

an einem Punkt zy vorgeben (die hoheren Ableitungen an dieser Stelle liegen
dann wegen y(™ (z0) = f(x0) — an—1(z0) -y (xg) — ... — ao(xo) - y(z0) fest).

Die allgemeine Losung einer DGL n-ter Ordnung besitzt n freie Konstanten. ‘

Fiir lineare DGLen gilt:
Satz 10.21: (Superpositionsprinzip)

Seien y1(x) und ys(z) Losungen der homogenen linearen DGL
Yy (2) 4 an_1(z) -y (x) + ... + ao(z) - y(x) = 0.

Dann ist y(x) = ¢1 - yi1(x) + c2 - y2(x) mit beliebigen Konstanten c1, co
wieder eine Losung.

Beweis: trivial.

So trivial das obige Superpositionsprinzip mathematisch auch sein mag, es ist
ein fundamentales Grundprinzip beim Suchen von Losungen. Es besagt, dass
man sich zunéchst auf einzelne spezielle Losungen konzentrieren darf, die man
zuletzt per Linearkombination zur Gesamtlosung zusammensetzen kann.

Beispiel 10.22: Wir betrachten die homogene lineare DGL zweiter Ordnung
a? -y () =2z -y'(2) +2-y(z) = 0.

Zum Auffinden von Losungen machen wir den Ansatz y(x) = 2. Einsetzen in die DGL
liefert
2 A A=1)-2*2=2.z- )M 2. 2P
N — <~
y" () Y’ (x) y(x)

=N -3 A+2)- 22 =A-1)-(A=2)-2*=0.
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Offensichtlich ist diese Gleichung genau dann fiir alle z erfiillt, wenn A = 1 oder A\ = 2
gilt. Damit haben wir zwei ,, Grundlésungen*

n(z) =z, yolx)= z?

gefunden. Das Superpositionsprinzip besagt, dass
y(x) =c1-y1(x) +ea-ya(x) = ¢ -+ o - 2

mit beliebigen Konstanten ¢, co wieder eine Losung ist. Wir haben damit eine Losung
mit 2 freien Konstanten gefunden. Der folgende Satz 10.26 wird uns garantieren, dass
dies die allgemeine Losung ist.

Definition 10.23:

Ein Satz von Funktionen y1(z), ..., yn(z) heifit linear unabhéngig, wenn
die Linearkombination

f(@)=ci-y(x) + ...+ cn-yn(2)

nur fiir die Konstanten ¢y =0, ..., ¢, = 0 identisch 0 ist.

Beispiel 10.24: Die Monome yo(z) = 1, y1(x) = x, ..., yo(x) = 2™ sind linear
unabhéngig, denn die Polynomgleichung

co+cr-x+...+c,-a"=0

hat nur endlich viele Lésungen fiir , kann also nicht fiir alle x erfiillt sein, wenn nicht
alle Konstanten cg, ..., ¢, verschwinden.

Beispiel 10.25: Die Funktionen y; (z) = sin(r)?, y2(z) = cos(x)? sind unabhingig. Sei
c1 -sin(z)? + ¢g - cos(z)? =0 Va.
Fiir z = 0 folgt ¢ = 0, fiir x = w/2 folgt ¢; = 0.

Die Funktionen y;(x) = sin(x)?, y2(x) = cos(z)?, yz3(z) = 1 hingegen sind abhiingig.
Es gilt speziell

y1(x) + y2 () — y3(z) = sin(x)? + cos(z)? =1 =0 Va.

Der folgende Satz besagt, dass es bei homogenen linearen DGLen n-ter Ordnung
ausreicht, n spezielle linear unabhéngige Losungen zu finden. Diese lassen sich
dann per Superposition zur allgemeinen Lésung zusammensetzen:
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Satz 10.26: (Fundamentalsystem: die allgemeine Losung)
Seien y1(x),...,yn(x) linear unabhéngige Losungen der homogenen DGL
n-ter Ordnung

Yy (2) 4+ an_1(2) -y (@) + ...+ ao(z) - y(x) = 0.
Dann ist die allgemeine Lésung
y(x)=c1-yi1(x)+ ...+ cp-yn(z)

mit beliebigen Konstanten c, ..., c,. Die Losungen yi(x), ..., yn(z) wer-
den ein ,Fundamentalsystem* der DGL genannt.

Beweis: (nur verdaulich, wenn man schon Lineare Algebra kann)

Es ist zu zeigen, dass ein Fundamentalsystem ¥, ..., ¥y, die allgemeine homo-
gene Losung aufspannt. Wir haben hier noch nicht den technischen Apparat
(Determinanten), daher ist das folgende nur fiir diejenigen verdaulich, die das
Konzept von Determinanten aus der Schule mitbringen. Die Beobachtung ist,

dass Funktionen f1,..., f;, genau dann linear unabhéngig sind, wenn die soge-
nannte Wronski-Determinante verschwindet:
i f2 P

A f3 SR 4
W(fl,...,fm):det : : . .
fl(m—l) fé(m—l) o fr(nm_l)
Dies liegt daran, dass

a-fi(z)+...F+em- fm(z) =0 Vz

die linearen Gleichungen

c-filz)  + +  onfmz) =0,
c-filz)  + +  mfml@) =0,
e fmfl)(x) + ... 4+ em- ,Slmfl) (x) = 0
impliziert. In Matrixschreibweise:
N1 f2 oo Jm c1 0

A f2 SR c2 0

1(m—l) fé(m—l) o 7gnm—l) Cm 0
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Es gibt nur dann einen nicht-trivialen Losungsvektor (ci,...,¢y), wenn die
Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet (dies ist die Wronski-
Determinante von f1,..., fim).

Sei nun yi, ..., y, ein Fundamentalsystem der homogenen DGL, sei y eine wei-
tere Losung. Dann verschwindet die Wronki-Determinante der n+ 1 Funktionen

Y, -5 Uny Yt

Y1 Y2 ... UYn Yy

Vi Yy e Y Y
W(yl,--wynay):det : : .. : . =0.

N SRS O

Um dies zu sehen, brauchen nur die in der n-ten Zeile stehenden n-ten Ableitun-
gen iiber die DGL als Linearkombination der ersten n — 1 Zeilen geschrieben zu
werden. Die Determinante einer Matrix mit linear abhéngigen Zeilen ist 0. Also
sind die Funktionen y1, ..., y,, y linear abhéngig. Da die ersten n —1 Spalten als
linear unabhéngig vorausgesetzt sind (Fundamentalsystem), 148t sich die letzte
Spalte als Linearkombination der ersten n — 1 Spalten schreiben, also

Yy=c1-Yy1+...+cn:Yn-
Q.E.D.

Satz 10.27: (Die allgemeine Losung linearer DGLen mit Inhomogenitit)

Die allgemeine Loésung der inhomogenen DGL n-ter Ordnung

Yy (@) +an-1(2) -y V(@) + ..+ ao(@) - y(@) = f(2)
ist
y() = yp(x) +c1 -y (@) + .o 4 cn - yn(2),
wobei y1(x), ..., yn(z) ein Fundamentalsystem der homogenen DGL

y " (@) + an-1(x) -y V(@) + ... +ag(z) - y(z) = 0

ist und y,(x) irgendeine spezielle Losung der inhomogenen DGL ist (y,(x)
wird ,,partikulire (spezielle) Lésung* genannt).

Merke: Allgemeine inhomogene Ldésung = spezielle inhomogene
Lésung + allgemeine homogene Lésung.
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Beweis: Zur Abkiirzung fithren wir ein
Ly) =y +an1-y" 4+ +ao-y.

Haben wir irgendeine Losung y, von L(y) = f, so erfiillt y = y, + u wegen
L(y, +u) = L(yp) + L(u) offensichtlich genau dann L(y) = f, wenn L(u) = 0
gilt. Damit besteht die allgemeine inhomogene Losung y aus einer partikuldren
Losung ¥, plus der allgemeinen homogenen Losung u.

Q.E.D.

Bemerkung 10.28: Hier noch eine weitere niitzliche allgemeine Beobachtung
fiir reelle homogene lineare DGLen: Sind die Koeffizientenfunktionen a;(x) in

y " (@) + an-a(2) -y V(@) + .+ ao(a) - y(z) = 0

reell, so gilt:

Mit jeder komplexen Lésung y(x) sind auch der Real-
teil R(y(x)) und der Imaginérteil 3(y(x)) Lisungen.

(Fiir jeden Summanden der DGL gilt R(a;(x) - y(x)) = ai(z) - R(y(z)) bzw.
S(ai(z) - y(z)) = ai(x) - S(y(z)).) Damit kénnen wir uns komplexe Lésungen
verschaffen (was technisch oft einfacher ist als auf reellen Lésungen zu bestehen)
und dann daraus per R und < reelle Losungen extrahieren.

Beispiel 10.29: (Der gedimpfte harmonische Oszillator) Die lineare DGL
y'(@)+2-6-y(2) +wp - y(z) =0

mit der reellen ,Ddmpfungskonstante* § > 0 und der reellen ,, Grundfrequenz“ wg > 0
soll durch den Ansatz y(r) = e’ gelost werden, wobei A geeignet zu bestimmen ist.
Einsetzen des Ansatzes in die DGL liefert die Gleichung

2 Az LS L)L AT 2 AT 2 5. 2\ AT
A eV 42-0- X eV 4wp - e ()\+2<5)\+w0)e 0.

y (x) y'(x) y(z)

A=—0+4/6%—wi.

Fiir kleine Ddmpfungswerte |§| < wp schreiben wir intuitiver

A=—-0+i-\/wi—d%

Wir erhalten als komplexe Fundamentallésung der DGL die geddampften Schwingungen

=0

Dies fiithrt zu

yi(x) _ 676-:1: . e:l:i-w-a:



184 KAPITEL 10. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

mit
_ 2
w=/wj — 062,

also als allgemeine Losung der DGL:
y(m) _ €—6~7; . (C+ X ei‘ww T - e—iw‘w).

Reelle Losungen ergeben sich durch Real- und Imaginérteil. Nimmt man cy als reell

an:
C1

—
R(y(z)) =e %% (cy +c_)-cos(w - ),
S(y(x)) = e (e —c_)-sin(w - x)
—_———

C2

mit neuen beliebigen Konstanten ci, co.

Bemerkung 10.30: Wir gehen hier nicht weiter auf lineare DGLen héher-
er Ordnung mit beliebigen Koeffizientenfunktion ag(z),...,a,(x) ein, da sich
—abhédngig von den a;(x)— die Lésung meist nur durch spezielle Funktionen
(Bessel-Funktionen, Airy-Funktionen, hypergeometrische Funktionen etc., etc.,
etc.) ausdriicken lassen.

FEine allgemeine Loésungstheorie gibt es nur fiir den Fall, dass die Koeffizienten-
funktionen konstant sind. Dieser Fall wird im folgenden Abschnitt diskutiert.

10.3 Lineare DGLen mit konstanten Koeffizienten
Wir betrachten nun die spezielle Klasse der linearen DGLen
Y (@) +an1 -y (@) + .+ Y (2) + ap - y(@) = fla),

in denen die Koeffizienten a,_1,...,ap Konstanten (unabhéngig von x) sind.

Definition 10.31: (das charakteristische Polynom einer linearen DGL)

Der homogenen linearen DGL mit konstanten Koeffizienten
Y (@) +an -y (@) + . Far -y (@) +ao - y(x) =0
wird das ,charakteristische Polynom “
POA) = A"+ ap1- A" 4. +ar-X+ag

zugeordnet.
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Az

Machen wir den Ansatz y(z) = e, so ergibt sich mit

y=eN Y =X =Ny, ¢ =X.eM =22y etc.
aus der DGL das charakteristische Polynom:
vt an 1 oy™ VL tar oy +ag-y
=N ytan - N"y+ . far- A ytao-y
:()\"—i-an_l-)\"71+...+a1-)\+a0)-sz(A)-yzO.

Ergebnis:

y(z) = M lost die DGL genau dann, wenn A
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

A1-x Ao+
)

Damit haben wir linear unabhingige Grundlésungen e e etc., wo \;
die unterschiedlichen Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind. Um ein
Fundamentalsystem zu erhalten, brauchen wir n unabhingige Funktionen, wo
n der Grad der DGL ist. Sind einige der Nullstellen \; entartet, fehlen also noch
einige Grundlésungen. Diese sind

27 ekiﬂ:’

wo j von 0 bis n; — 1 laufen darf (n; ist die Vielfachheit von \;):

Satz 10.32: (Die Losung homogener linearer DGLen mit konstanten Koeffizi-
enten)

Seien A1,..., A, die Nullstellen mit Vielfachheiten nq,...,n; des charak-
teristischen Polynoms

PA) =AN"4ap1- A" 4. a1\ +ag
der homogenen linearen DGL mit konstanten Koeffizienten
y M (@) +an1 -y V@) + . ey (@) Fagy(z) =0, (#)
Dann bilden die nqy + ...+ ng = n Funktionen
yij(x) =l N =1,k j=0,...,ni—1
ein Fundamentalsystem fiir (#), d.h., die allgemeine Losung ist

k Tl]'—l

y(x) = Z Z Cij -t T

i=1 j=0

mit beliebigen Koeffizienten c;;.
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Beweis: Wir ersetzen im Polynom P(\) den Wert A durch den Operator j—x:
dz) ~ dgn T gen—t T T gy T

so dass die homogene DGL durch P(j—x) y = 0 beschrieben wird. Mit der Pro-
duktregel
dF k k dmf dk—mg
Mfﬂ:Z( )'dm'dkm
x ¢ \m x x

m=
ergibt sich speziell fiir f-g=x-g¢:
k

d" E\ d™x dFmg kN d™x dFmyg
Z g = il - il — 2-g® 1 k.gF—1)
dzk Y Z <m) dz™ dxk-—m 7;:0 <m> dom dghm U9
Es folgt
ZVr-g= = Nx-g==1x- . (R kgD
P(da:)a: g (kzoak dxk)x g==c kzoak g +kzoak k-g

P(%) 9 P g

= r(g) 0P ()0
Induktiv folgt

) s () et

P e ()

= :L‘2-P<d—) wj_2-9+2-a:-P'(d—) :rj_Q-g+P”(d—) 72y
dx dx dz

_ = (Z (;;) .xjm.p<m>(jx)) "

m=0

Fiir g = e ergibt sich mit P(g—x) M = P(\) - M

(i) = (3 (0) o rem)

m=0
Ist A = \; eine n;-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, verschwin-
den alle Ableitungen P(™)()\;) fiir m = 0,...,n;—1, und die Funktionen z7 - e
mit j =0,...,n; — 1 erfiillen die homogene DGL P(j—z) 2l et =0,
Q.E.D.
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Beispiel 10.33: Betrachte die homogene DGL
y" =7y +16-y —12-y=0.
Das charakterische Polynom
PO =X —-T7T-X2+16-A-12=(A-2)2-(\—3)
hat eine doppelte Nullstelle A; = 2 und eine einfache Nullstelle A, = 3. Die allgemeine

Losung ist damit

y(x) = cio - 2T ey -x e ey €37

Bemerkung 10.34: Bislang haben wir nur die homogene lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten betrachtet. Was ist nun mit der inhomogenen DGL

y " (@) + an1 -y (@) + ... +ag - y(x) = f(2)?

Nach Satz 10.27 reicht es, irgendeine spezielle Losung vy, zu finden, die dann
zusammen mit der oben beschriebenen allgemeinen Losung der homogenen
DGL die allgemeine Loésung der inhomogenen DGL liefert.

Leider gibt es kein allgemeingiiltiges Rezept, bei gegebenem f(x) systematisch
eine Losung zu ermitteln. (Gewisse Halbsystematiken wie z.B. Fourier- oder
Laplace-Transformation werden (in spéteren Semestern?) zur Verfiigung stehen.
Bei Spezialfillen wie z.B.

fl) = fo- e

kommt man mit dem Ansatz y,(z) = c- e ® hin. Sei P das charakteristische
Polynom der homogenen DGL, d.h., es ist (mit der Bezeichnung des Beweises
von 10.32) die inhomogene DGL

P(g)=1

zu l6sen. Analog zum Beweis von 10.32 erhélt man fiir den Ansatz y,(z) = c-eM®

die Gleichung

P(d—) yp = c- P(\) - e = fo-eM? = c= Jo

also
Yy, = fO . e)vx
PP ’

falls A nicht gerade Nullstelle des charakteristischen Polyoms ist.
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s,Resonanz‘“: Ist A\ eine Nullstelle der Vielfachheit v, so liefert der Ansatz
yp(z) = c- 2 - M dem Beweis von 10.32 folgend

e ()= (3 () o)

m=0

=c- PO - = fy- M

also

Bemerkung 10.35: Allgemein gilt fiir
y " (2) + an1 -y V(@) + ...+ ag - y(x) = fi(@) + folx) + ..

ein Superpositionsprinzip: hat man spezielle Losungen y,1, yp2 etc. zu den rech-
ten Seiten f1, fo etc., so liefert y,1 + yp2 + . . . eine spezielle Losung zur rechten
Seite f1 4+ fo+ .. ..

Beispiel 10.36: Die n freien Konstanten in der allgemeinen Losung einer DGL n-ter
Ordnung lassen sich z.B. dazu verwenden, die allgemeine Losung an n Anfangsbedin-
gungen

y(o), ¥(x0), .. . y"V(w)
anzupassen. Als Beispiel betrachten wir das Anfangswertproblem

y”(.’L’) + y(l‘) = fo -Sil’l(x), y(O) =1, yl(x) =0.

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung 4" + y = 0 ist mit den Nullstellen
A = +1 des charakteristischen Polynoms:

Ynom (L) = ¢4 - " 4+ c_ - e " = ¢1 - cos(z) + ¢y - sin(x)

mit ¢; = ¢y +c— und ¢3 =i (¢4 — c_). Die Losung u der inhomogenen DGL
u’(x) +u(x) = fo- et (#)
liefert per y, = S(u) eine Losung der interessierenden DGL
y'(z) +y(@) = 3(fo- ") = fo - sin(z). (##)

Da die ,,Anregung® fo - sin(z) eine Grundlésung der homogenen DGL ist (Resonanz:
A = i ist einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms), wird nach den Rezepten
von Bemerkung 10.34 der Ansatz

u(z)=c-x-e”
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gemacht. Einsetzen in (#) liefert

iw e iw () iw _Jo __ifo
cox-e"+2-ci-eT4c-x-e"=fo-e :0—2'1,— 5
u' () u(w)
Eine spezielle Losung der inhomogenen DGL (##) ist damit
yp = S(u) :S<— %~x~e”) :—%ow-cos(x).

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist damit
_ _ : Jo
Y(x) = Yhom (z) + yp(x) = ¢1 - cos(x) + c2 - sin(x) — 5T cos(x).
Wir passen die freien Konstanten an die Anfangsbedingungen y(0), y'(0) an:

y(0) = (01 -cos(z) + c2 - sin(z) — fo, x - cos(x)) = ¢y,

2 =0
b

y'(0) = ( — ¢1 - sin(z) + ¢ - cos(z) — > fo

Jo . ) _
cos(z) + 5 % sin(z) e

also ’ co =y'(0) + fo/2 ‘ Die Losung der inhomogenen DGL ist damit

y(z) = y(0) - cos(z) + (y'(O) + %) -sin(z) — % -2 - cos(x).

Fiir die speziellen Werte y(0) = 1, 3/(0) = 0:
Jo fo

y(x) = cos(x) + 5 -sin(z) — 5 cos(x).

Allgemein gilt:

Bei linearen DGLen fiithrt das Anpassen von Anfangsbedingungen
stets auf ein losbares lineares Gleichungssystem fiir die freien Linear-
faktoren (Konstanten) eines Fundamentalsystems.
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Kapitel 11

Fourier-Entwicklungen

11.1 Hilbert-Raumstrukturen

11.1.1 Definitionen: Skalarprodukt und Norm

Gegeben sei eine 2-m-periodische Funktion f(x), d.h., es gelte f(z+2-7) = f(x)
fiir alle x € R. Man kann sich solche Funktionen als iiber dem ,, Grundintervall®
x € [—m, | definiert vorstellen, aber es ist fiir die Intuition meist niitzlicher, sich
solche Funktionen iiber ganz R definiert mit der obigen Periodizitit vorzustellen.
Die einfachsten 2 - m-periodischen Funktionen sind

1, sin(x), cos(z), sin(2-x), cos(2-x), sin(3-x), cos(3 - x) etc.
bzw. (mit der Euler-Identitiit e® = cos(z) + i - sin(z)) die Funktionen
—i-x 1-2-x —1-2-x i3 —1-3-x

1, %, e, "7 e , e e etc.

Die grundsitzliche Idee ist nun, eine beliebige 2 - m-periodische Funktion f(z)
zu zerlegen in die obigen Basisfunktionen, d.h., zu versuchen, die Funktion als
Linearkombination

f(x) =ag+ a1 -cos(x)+az-cos(2-z)+...
+by -sin(x) + by -sin(2- ) + ...
bzw.
F@) =cotc1- @7t eg e ey e ey e i2T 4

mit geeigneten Koeffizienten a;, b;, ¢; zu schreiben. In der Tat kann man dies fiir
nicht allzu wilde Funktionen immer machen. Eine dabei besonders angenehme
Klasse sind die ,,quadratintegrablen* Funktionen:

191



192 KAPITEL 11. FOURIER-ENTWICKLUNGEN

Definition 11.1:

Zu einem Intervall [a,b] C R wird der ,,Hilbert—Raum der quadratin-
tegrablen Funktionen”

Lalfot) = {f:latl — | @) do < oo

mit dem ,,Skalarprodukt

bi
(f.9) = / 7@ - g(a) de

definiert. Wir betrachten im Folgenden speziell [a,b] = [—m, 7] und be-
zeichnen den Hilbert-Raum Lo([—m, 7)) kurz als Lo.

Dieses Skalarprodukt hat offensichtlich folgende Eigenschaften:

Eigenschaften 11.2:
Fiir die Abbildung (.,.) : Ly x Ly — C gilt:

a) Linearitét:

(fra-g1+B-g2) =a-(f,q1) +B-(f 92)

fiir alle f,g1,92 € Lo, o, 3 € C.

b) (f,g) = (g, f) (komplexe Konjugation) fiir alle f,g € L.
c) (f,f) >0 fiir alle f € Ly. (Beachte: b) impliziert (f, f) € R.)
d) (f,f)=0 & f=0.

Hierbei muss man bei d) etwas aufpassen: Das Integral (f, f) = [™_|f(2)* d=
merkt nichts davon, wenn man Funktionen an einzelnen Stellen umdefiniert. Wir
identifizieren daher einfach Funktionen, die bei Integration das selbe Verhalten
zeigen, d.h., zwei Funktionen f;, fo werden als die selben Elemente des Lo
angesehen, wenn

[ 15 - o) P e = 0

gilt. Damit ist dann d) trivialerweise per Definition erfiillt, da man z.B. die
Funktionen f(x), die iiberall bis auf endlich viele Stellen xg, 1 etc. verschwin-
den, als Nullfunktion ansieht.
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Bemerkung 11.3: Nach b) ergibt das Vertauschen der Eintrdge im Skalarpro-
dukt den komplex konjugierten Wert. Nach a) kann man einen skalaren Fak-
tor aus dem rechten Fintrag des Skalarprodukts herausziehen. Achtung: Beim
Herausziehen eines skalaren Faktors aus der linken Seite taucht dieser wegen b)
komplex konjugiert vor dem Skalarprodukt auf:

(a-f,g)=(ga-[)=a-(g,f)=a (g, f) =a-(f,9).

Analog ergibt sich die Linearitét beziiglich des linken Eintrags im Skalarprodukt
in der folgenden Form:

(a-fi+ 8- fog)=a-(f1,9)+ B (f2,9)-

Das Konzept eines Skalarproduktes ist auf endlich-dimensionalen Réumen (dem
R™ bzw. C") aus der Schule bereits wohlbekannt. Es geht aber auch auf unend-
lich dimensionale Réume (Funktionenrdume) iiber, wobei die Summen des Eu-
klidischen Skalarprodukts zu Integralen werden. Einem Skalarprodukt ist stets
ein Langen- und damit ein Abstandsbegriff zugeordnet (eine ,Norm”). Wir ver-
wenden hier schon den Begriff ,, Vektorraum®, der erst in Definition 12.1 axio-
matisch eingefiithrt werden wird. An dieser Stelle sei er einfach nur als ,Menge
von Objekten, die man addieren und mit skalaren Faktoren multiplizieren kann*
zu lesen:

Definition und Satz 11.4:

Sei L ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (.,.). Dann ist ||f||2 =
V{f, f) eine ,Norm” auf L, d.h., die Abbildung ||.|2 : L — [0,00)
erfiillt:

a) [|f+gllz < |[fllz2+ llgll2 fiir alle f,g € L (,,Dreiecksungleichung” ).

b) - fll2 = || - || fll2 fiir alle f € L, « € C (,, Homogenitt” ).

) |fl2=0 < f=0.

Die dem Skalarprodukt (f,g) = ["_f(z) - g(z) dz entstammende Norm
auf Lo wird als ,,Lo-Norm” bezeichnet.

Beweis: Die Eigenschaften a) — c¢) folgen unmittelbar aus den geforderten Ei-
genschaften a) — d) der Definition 11.2.
Die Dreiecksungleichung a) ergibt sich folgendermafen:

If+agls=C{f+g f+9 =+ {9+ + g9

= I£15+ (.9 + (.90 + lgll3 < IF1Z +2-1¢F, 9 + llgllz-
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Mit einer Anleihe beim n#chsten Satz (der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(ool < NFll2- llgll2) folgt

1f +gllz < I3 +2- 1 fll2 - llgllz + llgll3 = (11 £]l2 + llgll2)*.

b) ergibt sich durch |a- f[3 = (o f,a- f) = a-a-(f, f) =|al* - | f]3.
c) ist nichts anderes als Definition 11.2.d).
Q.E.D.

Die folgende Aussage ist eher technischer Natur (ein niitzliches Hilfsmittel in
Beweisen):

Satz 11.5: (Die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung)

Fiir alle f,g € L gilt [(f,9)]> < (f.f) - (g,9), d-b, [(f. 9)| < If]l2 - lg]l2-
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn f und g bis auf eine multi-

plikative Konstante iibereinstimmen.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Bemerkung 11.6: Mit der Norm hat man einen Abstandsbegriff: Als Abstand
zweier Elemente f, g € L betrachtet man || f —g||2. Mit 11.4.d) haben 2 Elemente
genau dann den Abstand 0, wenn sie iibereinstimmen.

Definition 11.7: (Konvergenz)

Eine Folge (f,) von Elementen in L heifit , konvergent” gegen den
»Grenzwert” f* € L, wenn die Abstinde zum Grenzwert gegen 0 kon-
vergieren:

lim || fn— f*|l2=0.
n—oo
Es wird die Notation lim f, = f* benutzt.
n—oo

Man nennt auf dem Hilbert-Raum L = Lo die Konvergenz beziiglich der
Lo—Norm auch ,,Konvergenz im quadratischen Mittel”.

Beispiel 11.8: Betrachte L = {f : [-1,1] — R; f stetig} mit der Lo—Norm || f|j2 =
f_ll |f(x)|? dz. Betrachte die folgenden Funktionen, die im Bereich [0, 1/n] linear von 0

bis 1 wachsen:
0 fir —1<z<0,

falz)=¢ n-z fir0<z <t
1 fir i <z<l

Bei vorgegebenem z konvergieren diese Werte offensichtlich punktweise gegen

. 0 fir —1<2<0,
(@) = )
1 firo<z<1.



11.1. HILBERT-RAUMSTRUKTUREN 195

Mit
1 1/n
_FE|, — $**$2£B: n$7*$21'
1o = Fla [1<fn<> () d / (fule) — F*(2))? d
1/n ) 1
:/0 (n-xz—1) dx:&—n

konvergiert die Funktionenfolge f,, auch beziiglich der Lo—Norm gegen f*. Aber (Pro-
blem!): f* ist nicht stetig, also f* & L.

Das Problem, dass die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen nicht mehr
stetig zu sein braucht, soll nun etwas erldutert werden. Dazu zunéchst eine mehr
mathematisch—technische Definition (die in spéteren Anwendungen dann nicht
mehr so interessant sein wird):

Definition 11.9: (Vollsténdigkeit)

Eine Folge (f,) heiit ,,Cauchy—Folge” beziiglich einer Norm || .||, wenn
zu jedem € > 0 ein N(e) existiert, sodass |fn — fm| < € gilt fiir alle
n,m > N(e).

Ein Raum mit einer Norm heifit ,,vollstdndig”, wenn jede Cauchy—Folge
in diesem Raum einen Grenzwert besitzt, der wieder in diesem Raum liegt.

Definition 11.10: (Hilbertraume)

Ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (.) heifit ,Hilbert—Raum”,
wenn er beziiglich der vom Skalarprodukt stammenden Norm | f|l2 =

V{f, f) vollstéandig ist.

Bemerkung 11.11: Beispiel 11.8 zeigt, dass der Raum der stetigen Funktionen
beziiglich der Lo—Norm nicht vollstindig ist. (Die Funktionenfolge f, in diesem
Beispiel ist eine Cauchy—Folge. Der Grenzwert f* (es kann nur einen geben) ist
aber unstetig.) Es ist daher im Folgenden nicht sinnvoll, den Raum der stetigen
Funktionen weiter zu betrachten. Stattdessen sucht man nach dem kleinsten
bzgl. der Lo—Norm vollstindigen Raum, der die stetigen Funktionen umfasst.
Dieser stellt sich als der Raum der quadratintegrablen Funktionen Lo heraus
(Definition und Satz11.1).

b) Damit die oben definierten Lo—R&dume wirklich vollstdndig sind, muss man
statt des Riemann—Integrals einen verallgemeinerten Integralbegriff benutzen:
das sogenannte Lebesgue—Integral. Aufer fiir sehr pathologische (irregulére)
Funktionen stimmt das Lebesgue—Integral aber mit dem Riemann—Integral
iiberein. Wir werden uns daher mit diesen sehr mathematisch—technischen
Details nicht abmiihen. FEinen exakten Beweis fiir die Vollstdndigkeit des
Lo—Raums koénnen wir folglich hier nicht fiihren.

¢) Zu jeder Lo—Funktion f gibt es zu jedem e > 0 eine stetige Funktion g, die
f approximiert: || f — gll2 < €. Das liefert eine einfache Beweistechnik im Lo:
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zeige die behauptete Aussage zunédchst nur fiir stetige Funktionen. Betrachte
dann eine konvergente Folge stetiger Funktionen und zeige, dass die Aussage
auf den (eventuell unstetigen) Grenzwert in Ly iibergeht.

d) Fiir endliche Intervalle [a,b] liegen alle auf [a,b] stetigen Funktionen in
Ls([a,b]). Unstetige Funktionen mit Sprungstellen kénnen ebenfalls integriert
werden und liegen im Lo—Raum. Sogar Funktionen mit (milden) Singularitéiten
sind quadratintegrabel, z.B.:

W=

™

f(z) =273 € Lo, denn / (732 dx =3 - 7?3 < 0.

—T
e) Fiir quadratintegrable Funktionen existiert das Skalarprodukt selbst dann,
wenn die Funktionen singuldr sind. Dies liegt an der Cauchy—Schwarzschen
Ungleichung 11.5. Diese Ungleichung garantiert weiterhin, dass die Summe
zweier Lo-Funktionen wieder eine Lo-Funktion ist (d.h., Lo ist in der Tat ein
Vektorraum).

f) Die folgende Theorie von (verallgemeinerten) Fourier—Reihen gilt fiir beliebige
Lo—Funktionen, also auch fiir unstetige und sogar (mild-)singulére Funktionen.
Gerade diese Allgemeinheit macht die Fourier—Analyse fiir Anwendungen inter-
essant.

11.1.2 Bestapproximation und Konvergenz

Wie aus der Schule bekannt, ist im R™ mit dem Euklidischen Skalarprodukt
(den wir nun als Hilbert-Raum ansehen) die Orthogonalitit zweier Vektoren
dadurch charakterisiert, dass das Skalarprodukt verschwindet. Wir benutzen
die selbe Notation fiir allgemeine Hilbert—Raume.

Definition 11.12: (Orthogonalitét)

Zwei Elemente f,g eines Hilbert—Raums mit (f,g) = 0 heissen ,,ortho-
gonal”. Eine Familie {f,} von Hilbert—-Raumelementen nennt man ein
sorthogonales System”, wenn alle Paare f,, f,, mit m # n orthogonal
sind. Gilt zusétzlich (fn, fn) = 1, so heifit das System ,,orthonormal”.

Beispiel 11.13: Hier ist das entscheidende Beispiel, das uns im Folgenden am meisten
interessieren wird:

Die Familie der komplexen Exponentialfunktionen {e?™"*} i = \/—1,n € Z
ist ein Orthogonalsystem auf Lo([—7,7]).

Dies ist leicht nachgerechnet. Fiir n £ m gilt:

T ™
<ez‘m~w7ez~n‘w> — / ehmT L QT J0 / e~ tmMT | SinT g

—T —T
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™ i-(n—m).x 1T=T —1)r—m _ (_1)n—m
:/ ei-(nfm)-:c dr = |:Ze :| — ( ) ( ) = 0.

i+ (n—m) i-(n—m)

Fir m = n:
(efme ety — / eI LT g — / lde=2-m.
Mit der Euler—Identitét

e"™* = cos(n - x) +i-sin(n - z)

bzw. . . , ,
einT 4 pmin ehnT _ p—inex
cos(n - x) = 5 , sin(n-z) = 5
ergibt sich fiir die Familie reeller Funktionen {1, cos(x), sin(x), cos(2- x),sin(2- z),... }:
(cos(m - x),cos(n-xz)) = 0, m#n,
(sin(m - x),sin(n-z)) = 0, m#n,
(cos(m - x),sin(n-z)) = 0 (auch fiir m =n).
Die konstante Funktion 1 ist dabei cos(m - ) mit m = 0. Fiir m = n gilt:
(1,1) = 2.1,
(cos(n - x), cos(n - x)) ™ (n>0),
(sin(n-z),sin(n-x)) = =« > 0).
Die trigonometrischen Funktionen {1, cos(z), sin(z),cos(2 - z),sin(2 - z),...}
bilden ein Orthogonalsystem auf Lo([—m, 7]).
Will man Entwicklungen nach ,einfachen Basisfunktionen” fy, f1,... vorneh-
men, so ist es technisch sehr vorteilhaft, wenn diese ein Orthogonalsystem bil-
den. Ist dies nicht der Fall, so kann die Folge fy, f1,... mit einem sehr einfachen

Algorithmus durch Linearkombinationen in ein Orthogonalsystem verwandelt
werden (,, Gram-Schmidt-Orthogonalisierung*, siche Ubungen).

Bemerkung 11.14: Aus einem Orthogonalsystem { fo, f1, ...} kann man sofort
ein Orthonormalsystem {fo, f1, ...} machen, indem man f,, = fn/||fnll2 setzt.

Wir betrachten ein Orthogonalsystem { fo, f1, ...} und versuchen zunfchst, ein
Hilbert—Raumelement f durch eine endliche Linearkombination

FRY o fr
k=0

zu approximieren. Welche Koeffizienten ¢ sollte man wihlen, damit der Ab-
stand zwischen f und der Summe im Lo—Sinne moglichst klein wird? Als
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Voriiberlegung betrachten wir zunéchst, wie man fiir ein exakt darstellbares
f die Entwicklungskoeffizienten ¢ aus f ermittelt:

F=c-fu = i f)={Fm Yk fr) =D ek (fms fi).
k=0 k=0 k=0

Wegen der Orthogonalitét verbleibt fiir m € {0,...,n} von der Summe nur der
Term mit k = m:
(fm: f)
s [) = ¢m - (fm, fm), also ¢y = ——~.
{fm, ) ( ) o Fod

Definition 11.15: (Verallgemeinerte Fourier—Koeffizienten)
Fiir eine Lo—Funktion f heifien

= i ) k=0,1,2,...

(frr )

die (verallgemeinerten) ,,Fourier—Koeffizienten beziiglich des Or-
thogonalsystems { fo, f1,...}”. Die Linearkombination

Sn = ch : fk
k=0

heifit (verallgemeinerte) ,,Fourier—Approximation von f beziiglich
des Orthogonalsystems”.

Das folgende elementare Ergebnis zeigt, dass diese Fourier—Koeffizienten in der
Tat die beste Koeffizientenwahl darstellen, um den Abstand zwischen f und
einer Linearkombination ), oy, - fi im Lo—Sinne mdoglichst klein zu machen:

Lemma 11.16: (Besselsche (Un-)Gleichung)
Sei { fo, ..., fn} ein Orthogonalsystem.

a) Fiir jede Wahl von Koeffizienten oy, € C gilt die ,,allgemeine Bes-
selsche Gleichung”

Hf = - fi
k=0

wo die ¢, die Fourier—Koeflizienten aus Definition 11.15 sind.

2 n n
= F15 =D lel - 1Al + D lee = il - (1 £13,
2 k=0 k=0

b) Fiir die Wahl o, = ¢, folgt die ,,spezielle Besselsche Gleichung?”

Hf =Y e fu
k=0

2

n
= I£15 =D lexl* - 1£xll3.
k=0

2
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c¢) Es folgt die ,,Besselsche Ungleichung”

n

Do lel - 1fel3 < 113

k=0

Beweis: Die allgemeine Besselsche Gleichung a) wird als Ubungsaufgabe nach-

gerechnet. Hieraus folgen sofort b) und c).
Q.E.D.

Interpretation 11.17:
Die allgemeine Besselsche Gleichung liefert sofort, dass der Abstand

Hf =Y - fu
k=0

durch die Wahl der Koeflizienten oy = ¢, minimiert wird. Die Fourier—
Approximation von f wird daher als ,,Bestapproximation von f im
quadratischen Mittel” beziiglich des Orthogonalsystems bezeichnet.
Der Abstand zwischen f und dieser Bestapproximation (der ,,Approxi-
mationsfehler” ) ist durch

Hf =Y e fr
k=0

gegeben. Eine Besonderheit dieser Lo—Bestapproximation ist, dass die
Entwicklungskoeffizienten cj nicht von der Anzahl n der benutzten Ent-
wicklungselmente fy, ..., f, abhdngen! Man kann den Approximationsfeh-
ler kleiner und kleiner machen, indem man einfach immer mehr Elemente
im Orthogonalsystem hinzunimmt (also n anwachsen léfit), ohne dass man
die Koeffizienten anpassen muss!

2

2

n
= 4113 = > lexl® - ILfull3
k=0

2

Nun geht es um die Frage, was passiert, wenn man den Grenzwert n — oo be-
trachtet. Konvergiert die Fourier—Approximation (im Lo—Sinne) gegen f? Dies
kann nicht allgemein beantwortet werden, sondern hingt vom betrachteten Or-
thogonalsystem { fo, f1,...} ab:

Definition 11.18: (Vollstdndige Orthonormalsysteme)

Ein Orthogonalsystem { fo, f1,...} heifit ,,vollstindig”, wenn fiir jedes
f im Hilbert—Raum die Fourier—Approximation im Lo—Sinne gegen f kon-
vergiert:

n
lim Y e fi = f,
n—oo
k=0
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d.h.,
2

=0.
2

lim |[f = er fi

k=0

Mit der Besselschen Gleichung ergibt sich sofort die folgende Charakterisierung
vollstdndiger Orthogonalsysteme, die mathematisch aber recht trivial ist und
keinerlei effektives Hilfsmittel liefert, die Vollstindigkeit eines Orthogonalsy-
stems zu iiberpriifen:

Satz 11.19: (Parsevalsche Gleichung)
Ein Orthogonalsystem {fo, f1,...} ist genau dann vollstindig, wenn fiir
jedes Hilbert—Raumelement f die folgende ,,Parsevalsche Gleichung”
gilt:

o0
> el - 1fell3 = 1£115.
k=0

Beweis: Die Gleichung folgt sofort aus Lemma 11.16.b).
Q.E.D.

Das einzig fiir uns Interessante an dieser Aussage ist die folgende Interpretation:

Physikalische Interpration 11.20:
In vielen physikalischen Anwendungen stellt das ,Signal” f ein Feld
(Strom, Spannung, elektrisches oder magnetisches Feld) dar, dessen Qua-
drat als eine physikalische Leistung oder als lokale Energiedichte zu in-
terpretieren ist. Das die Lo—Norm definierende Integral hat dann die In-
terpretation einer Energie, genauer, einer iiber eine Periode des Signals
Lgemittelten Energie”.

Bei einer Fourier-Entwicklung f = Y 32 ¢k - fr sprechen Physiker auch
von einer ,Zerlegung des Signals” in die ,Fourier—Moden” fy.

Die Parsevalsche Gleichung besagt, dass sich die Energie des Signals
vollstandig auf die Fourier—Moden verteilen muss. Ist dies nicht der Fall
(d.h., ist das Orthogonalsystem nicht vollstéindig), so muss es weitere An-
teile des Signals geben, die durch die Fourier—-Moden nicht erfasst werden.

11.2 Trigonometrische Fourier—Reihen

Die allgemeinen Hilbert—-Raumstrukturen der Fourier-Reihen wurde im letzten
Abschnitt in etwas abstrakter Art und Weise zusammengetragen. Nun wird
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es endlich konkret. Wir betrachten das in Beispiel 11.13 diskutierte spezielle
Orthogonalsystem

{e" ez (i=V-1)

auf dem Hilbert-Raum Ly = La([—m,7]). Ziel ist es, eine auf dem Intervall
[—7, m] gegebene Funktion nach dem obigen Orthogonalsystem zu zerlegen und
zu studieren, ob und wie die Fourier—Approximationen gegen die Funktion kon-
vergieren.

Rechentechnisch ist es meist einfacher, die komplexen Exponentialfunktionen
zu verwenden. Aquivalenterweise kann man die trigonometrischen Funktionen

{1, cos(x),sin(x),cos(2 - x),sin(2 - x),... }

betrachten, die fiir reelle Funktionen zu reellen Formeln fithren und daher im
Anwendungskontext oft physikalisch direkter zu interpretieren sind.

11.2.1 Definition der trigonometrischen Fourier—Reihen

Wir fassen zunéchst die Ergebnisse von Beispiel 11.13 zusammen. Der Unter-
schied zwischen der , komplexen” und der ,,reellen” Darstellung besteht lediglich
darin, dass statt des komplexen Pirchens (¢*#7 e~#%) in der reellen Darstel-
lung das Pérchen (cos(k - x),sin(k - z)) benutzt wird, das mit der Euler—Formel

e = cos(k - x) +i - sin(k - )
bzw. o o e e
i-k-x —i-k-x ikxr _ —ikz
cosh-2)= % sn(k-a)=" S
2 2.4
dem komplexen Pérchen dquivalent ist:

Definition 11.21: (Die trigonometrische Fourier—Entwicklung)
Zu einer Funktion f € Lo([—m,x]) definiere die ,,Fourier—Koeffizien-

ten” < . >
Y 1 " —ika
Cl = <€i.k-x, ei~k~&?> = 5~ . - f(l‘) .e dr
mit k =0,+1,+2,... . Alternativ definiere
e f(z)dz, k=0
o eos(hew) ) 7w ), @ e k=0
k = — -
<COS(k‘-x)7COS(k-$)> l f(:l;) 'COS(]C'{E) dx7 k — 1’2"”
T -7
sowie
LGS
k (sin(k-2),sin(k -2)) 7 J . f(z) - sin(k - x) dex, .2,
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Die entsprechenden ,,Fourier—Approximationen” sind

Sp(x) = z”: - € FT =ag + z": (ak -cos(k - x) + by, - sin(k - x))
k=1

mitn=20,1,2,... .

Mit der Euler—Formel ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen den beiden
Darstellungen:

:co—i-z <ck~ <cos(k7‘a:) +i-sin(k-:c)> +c g <cos(k‘ac) —ﬁsin(k-az)))

k=1

Z\C(,)_/—l-z((ck+c_k)-cos(k-:c)+i-(ck—c_k)-sin(k:-x)).

ag k=1 Qg bk

Zusammenhang 11.22:

Der Zusammenhang zwischen den komplexen Fourier—Koeffizienten cj, und
den reellen Koeffizienten ay, by ist gegeben durch:

b =i (cx —c—g)

C_ = -(ak—l—z’-bk)

mit k =1,2,... und zusétzlich .

Bemerkung 11.23: Ist die Funktion f reell, so sind die Fourier—Koeffizienten
ag, by reell. In der komplexen Entwicklung entspricht dies der Bedingung

cr=cr k=012,....

N =N =

Bemerkung 11.24: Fiir die Definition der Fourier—Koeffizienten ay, by bzw. cj,
sind nur die Werte der Funktion f auf dem Intervall [—m,n| von Belang. Man
sollte sich aber gleich angewdéhnen, sich die Funktion f als 2 - m—periodisch auf
ganz R fortgesetzt vorzustellen, denn die Fourier—Approximationen

Sp(z) = Z - eF T =ag + Z (ak -cos(k - x) + by, - sin(k - x))

k=—n k=1

sind ja ebenfalls 2 - m—periodisch. Das liefert gleich die richtige Sichtweise fiir die
im Abschnitt 11.2.3 folgenden Betrachtungen zur punktweisen Konvergenz.



11.2. TRIGONOMETRISCHE FOURIER-REIHEN 203

Bemerkung 11.25: Ist die Funktion f gerade oder ungerade, so lassen sich die
Integrale f die die Fourier—Koeffizienten bestimmen, vereinfachen. Die Teilin-
tegrale f_ﬂ stimmen (eventuell bis auf ein Vorzeichen) mit den Teilintegralen

foﬂ iiberein und verdoppeln diesen Wert oder 16schen ihn zu 0 aus:
Fiir gerade Funktionen f (also f(x) = f(—x)) gilt

aozl/oﬂf(a:) /f ccos(k-xz)dr, bp=0

T
mitk=1,2,... .
Fiir ungerade Funktionen f (also f(z) = —f(—x)) gilt
2 ™
ap=0, a,=0, b= / f(z) -sin(k - z) dz
T Jo
mitk=1,2,... .

Beispiel 11.26: Einige Beispiele von Fourier—Reihen:
a) Die (,,S#gezahn”—)Funktion .
1-% tira € [-m0),
™
fz) =

1- 2 fir z € [0, 7] A i
T

ist ungerade, also ax =0Vk =0,1,2,....

:i/_:f(x)-sin(k-x)dx:i/oﬂ(l—i)-sin(k-x)dx

1 sin(k-m) 1
- B8 _ - —1,2,...
k 7 k2 k VE=12...,

sin(k - z)
foy ~ Y k)
k=1,2,...
b) Die Funktion f(z) = |x| ist gerade, also b, =0 Vk=1,2,....

1 i 1 [7 0
7/_Wf(x)dx_;/ wde =1,

/_Trf -cos(k - x) dx / z-cos(k - x) dzx

also

4
g.[cos(k-x)+x~sm(k~;v)]m:ﬂ 2_(—1)’“—1:{ T k=1,3,5...,
™ ™
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11.2.2 Konvergenz im quadratischen Mittel

Satz 11.27: (Die trigonometrischen Funktionen sind vollsténdig)

Die trigonometrischen Funktionen {ei'k'm Yrez bzw.
{1, cos(z),sin(x), cos(2 - x),sin(2 - x),... }

bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem in Lo([—7,n]) im Sinne von
Definition 11.18. Also: fiir jedes f € La([—m, x]) gilt im Lo—Sinne

f= lim S,,

wo Sy, die endlichen Fourier—Approximationen
n ) n
Sp(r) = Z - R = g+ Z (ak -cos(k - x) + by, - sin(k - a:))
k=1

sind.

Wir haben hier nicht den technischen Apparat, einen sauberen Beweis zu
fithren, daher nur die grobe Beweisidee:

Beweisidee: Wir werden im Abschnitt 11.2.3 die punktweise Konvergenz von
Sp(z) gegen f(z) betrachten und herausbekommen, dass

f(z) = lim S,(x)
n—oo
an allen Stellen x € [—m, 7] gilt, wenn f nur geniigend glatt ist (z.B. stetig
und beidseitig differenzierbar, siehe Satz 11.34). Diese punktweise Konvergenz
impliziert natiirlich die Lo-Konvergenz von S, gegen f. Die Funktionen in Lo
lassen sich durch solche glatten Funktionen im Lo—Sinne beliebig genau approx-
imieren, woraus (nach einigen technischen Abschéitzungen) dann folgt, dass die
Lo-Konvergenz fiir die glatten Funktionen auch auf die weniger glatten Funk-

tionen in Lo iibergeht.
Q.E.D.

11.2.3 Punktweise Konvergenz

Die Vollstéindigkeit der trigonometrischen Funktionen nach Satz 11.27 ga-
rantiert uns die Konvergenz der trigonometrischen Fourier-Reihen S, gegen
die Ausgangsfunktion f im Lo—Sinne. Intuitiv besagt dies, dass die Fourier—
Approximationen S, (z) fiir ,,die meisten Punkte” x € [—m, 7] gegen den Wert
f(x) konvergieren muss, es bleibt aber hinreichend viel Spielraum fiir Stellen z,
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an denen S, (x) nicht gegen f(x) konvergiert. In diesem Abschnitt soll der Fra-
ge nach der punktweisen Konvergenz genauer nachgegangen werden: an welchen
Punkten z kann garantiert werden, dass lim,_.. Sy (z) = f(x) gilt? Zunéchst
eine allgemeine Aussage zur Konvergenz von Funktionenreihen:

Satz 11.28: (Weierstra3sches Majorantenkriterium)

Sei (f) eine Folge stetiger Funktionen iiber [a,b] C R. Konvergiert die
Reihe Y77 yr mit yx, := sup{| fx(x)|; z € [a,b]}, so konvergiert

k=0

fiir jedes x € |a, b]. Die punktweise durch S*(z) = limy, o Sy (z) definierte
Grenzfunktion ist wiederum stetig.

Beweis: technisch.

Beispiel 11.29: Da ), k% konvergiert, erhalten wir sofort fiir das Beispiel 11.26.b),
dass die Reihe

S*(z) =

o
E RS

Z cos(k ) (h=2m+1) ™ 4 i cos((2-m+1)-x)
=1,3,5 - 2.

2 . 2
N k —  (2-m+1)

fiir jedes x € [m,n] konvergiert und dass die Grenzfunktion S*(x) stetig ist. Aus der
punktweisen Konvergenz folgt auch die Konvergenz von .S,, gegen S* im Lo—Sinne, denn

lim (S, — S*[s = lim / (S () — S*(2))? da

) /w lim (Sp(2) — S*(x))? dz = /:0 dx = 0.

n—oo
T

(Mathematisch ist der Schritt () (Vertauschen von Limes und Integral) alles andere als
trivial. Hier miissten wir den Begriff der ,,gleichmé&fligen Konvergenz” einfiihren.
Als Physiker machen wir das einfach skrupellos.)

Dem Vollsténdigkeitssatz 11.27 nach konvergiert S,, im Lo—Sinne gegen die Ausgangs-
funktion f(z) = |z|, welche die Fourier—Entwicklung

cos(k - )
' Z ;2
k=1,3,5,...

erzeugte. Andererseits ist auch S* der Grenzwert von .S, im Lo—Sinne. Da Grenzwerte
eindeutig sind, folgt f = S* im Ly—Sinne (d.h., ,fast {iberall”)!. Da weiterhin sowohl

NN
ERIS

!Der Begriff ,,fast tiberall sollte hier intuitiv als ,iiberall bis auf endliche viele Ausnah-
mestellen* verstanden werden. Es gibt eine exakte mafitheoretische Definition dieses Begriffes,
der jedoch recht technischer Natur ist und hier nicht weiter vorgestellt werden soll.
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f als auch S* stetige Funktionen sind, bedeutet ,,f = S* im Lo—Sinne”, dass auch
punktweise f(x) = S*(x) fiir alle x € [—m, 7] gelten muss, also

o0

cos((2-m+1
Z ) )

2 mT1) fir alle x € [—m, 7.

x| =

ol

s
2
=0

Wir haben damit ein erstes Beispiel, in dem die (unendliche) Fourier—Reihe punktweise
die Ausgangsfunktion darstellt.

Zunéchst technisches Vorgeplédnkel:
Definition 11.30: (Die integrablen Funktionen)

Die Funktionen des Raums

Li([a, b)) = {f a, b — C;/ab\f(fﬂ)! dr < OO}

nennt man die ,iiber [a,b] integrablen Funktionen”. Die trigonome-
trischen Fourier—Koeffizienten

1
o

" f(x) - e R gy

—Tr

k=
existieren wegen
fz)-e P dx S/ f(x) e the da:—/ |f(z)] dx < o0

fiir jedes f € Ly([—m, 7).

Bemerkung 11.31: Der Raum Ls([a,b]) der quadratintegrablen Funktio-
nen 11.1 ist ein Unterraum von Li([a,b]), wenn [a,b] ein endliches Intervall
ist. Dies liegt an der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung 11.5. Fiir endliche In-
tervalle liegt ndmlich

7]0(1:) tir f(x
o) = Ty I
1 fiir f(z) =

in La([a,b]), da |g(z)| = 1 gilt:
lgll2 = \g )P de =Vb—a.

Per Cauchy-Schwarz folgt mit f(x) = x)/|f(x)| = |f(z)]:

L/VIM—/f 2y de = {(f,g) < IIfllz- llgle = VB —a - If]l2 < oc.
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Lemma 11.32: (Riemann-Lebesgue-Lemma)

Die Fourier-Koeffizienten jeder integrablen Funktion f € Ly([—m,n]) bil-
den eine Nullfolge:

lim /7r f(x)-cos(k - x) dr = lim i f(z) -sin(k - z) dz = 0.

k—o0 k—oo J_ o

Beweisskizze (technisch): Wir stellen uns f als 2-m—periodisch fortgesetzt vor.
Fiir 2 - m—periodische Funktionen g(z) gilt

/T::: g(x) dx = /Zg(x) dx

fiir jedes o € R. Mit der Substitution x = y — 7/k folgt:

_ 1 " —i-kx _ 1 ians m —i-k-(y—T)
ck_g.'/ f(z)-e dﬂﬁ—.‘/ f(?/—E)'e k) dy

T -7 -+
_ 1 " ™ _iky kx5 1 /7r ( ) iy
2.7 /_Ff( k) %dy— 2.7 _ﬂfy k) © dy
Es folgt

also

1 s
rck|s-/
4.7 J_ .

Fiir stetiges f ist nun alles klar:

1 s
li < lim — -
Jim | < lim o /

—T

(*:)/_Tr lim ‘f(x)—f(m—%)‘dx:().

(Fiir einen mathematisch sauberen Beweis ist die Vertauschung von Limes und
Integral im Schritt () natiirlich genauer zu untersuchen.) Fiir eine unstetige in-
tegrable Funktion benutzt man, dass man integrable Funktionen beliebig genau
durch eine stetige Funktion approximieren kann, d.h., zu jedem e > 0 existiert
eine stetige Funktion s(z) mit

f(a:)—f(:z:—ﬁ)‘ dx

/W £(2) — s(z)| dz < €.

—T
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Mit (#) folgt

lek| < 4171/7; f(x)—s(x)—{—s(a:)—s(a:—%)—f—s(m—%) —f(:c—%)‘dx

VAN
‘H
' 3
=
B
|
2
&
=8
=
+
;|
3
3

—T

< €+ Nullfolgey,.

(Zu Schritt (*x): das dritte Integral stimmt mit dem ersten iiberein, da der
Integrand 2 - m—peridoisch ist).
Zu jedem e kann man damit fiir alle hinreichend groflen k garantieren, dass

lek| < e+ € gilt. Damit ist |cg| eine Nullfolge.
Q.E.D.

Um die punktweise Konvergenz genauer zu untersuchen, brauchen wir zunéchst
ein starkes technisches Hilfsmittel. Die endlichen Fourier—Reihen stellen sich als
die Wirkung eines Integraloperators auf die Ausgangsfunktion dar:

Satz 11.33: (Integraldarstellung per Dirichlet—Kern)

Interpretiere eine auf dem Intervall [—m,n] gegebene Funktion f €
Li([—m,]) als 2-m—periodisch auf R fortgesetzt (also f(x+2-m) = f(x)).
Fiir die Fourier—Approximation von f gilt

™

Sp(x) = Z cp-ehT = ' Dyp(x—1t)- f(t) dt = Dy (t)- f(x+1t) dt
k=—n - -

- /0 Da(t)- (Fla+1) + (e — 1) di

mit dem sogenannten ,,Dirichlet—Kern”

1 sin((n+3)-y)

fii 0
2.7 sin(%) tiry #
—2 fiir y = 0.
T

Es gilt / D, (y) dy = 1. Hier eine Graphik von D,, mit n =2 und n = 8:

—T
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\ 0 i
o b
Beweis:
g i-k-x . 1 T —1 i-k-x
Sn(:v):kz_: cp - ehe = 2 3 _ﬂf(t) e Rt dt . etk
" 1 k(o)
[ E
k=—n
Dy (z—t)
Es gilt

1
Mit der Summenformel T = fiir geometrische Reihen erhélt man:

1 (ei-(n+1)-y —1 ety _q B 1)

Dnly) = 2.7 ety —1 + e Y —1

1 2-cos(n-y)—2-cos((n+1)-y)

2. 2 —2-cos(y)
() 1 4-sin((n—|—%)'y)-sin(%-y) 1 ‘ sin((n+%)-y)
2.7 4 -sin*(¥) 2.7 sin(%)

Hierbei werden in (x) die iiblichen Additionstheoreme auf

cos(n-y) —cos((n+1)-y)=cos((n+3)-y—3-y)—cos((n+3)-y+3-y)
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angewendet. Weiterhin gilt mit der Substitution £ =« — ¢

r+7 s

Dy — 1) - (t) di = / Du(e)- flat+ &) de= [ Dul€) flo+ ) d,

_r —

™

—T

wobei im letzten Schritt die 2 - m-Periodizitéit von f und D, verwendet wird.
Letztlich folgt mit D, (—¢) = Dy (§):

s 0

Due) - flat+ &) de= [ Du(€) fle+6) d£+/ Do(€) - fla+€) de

—r —7

/D fla—¢ d§+/ Da(€) - flz+&) de

=/ D(€) f(x—£)+f(w+£)) de
0

und
™ ™ 1 n - 1 n T -
D dy = —_ PRY dy = —— - PRY dy =1
_,, nly) dy /_ﬂz.w k:Z_ne Y=o x kzz_n/_ﬁe Y

(alle Terme aufler k = 0 ergeben 0).
Q.E.D.

Hier nun der entscheidende Satz, der fiir die in praktischen Anwendungen rele-
vanten Funktionen die Frage der punktweisen Konvergenz klért:

Satz 11.34: (Das Dirichlet—Kriterium fiir punktweise Konvergenz)

Sei f € Li([—m,7]). Gilt an einer Stelle xy € (—m, ), dass sowohl der
links- als auch der rechtsseitige Grenzwert

flzo—0) := }Lliré f(zo—h) f(zo+0) := }LIE((I) f(zo + h)
h>0 h>0
existiert und ebenfalls die links- und rechtsseitigen Ableitungen

hmf(xo—o)—f(xo—h) hmf(onrh)—f(onrO)

h—0 h ’ h—0 h ’
h>0 h>0

so konvergieren die Fourier—Approximationen gegen den Mittelwert des
links- und rechtsseitigen Grenzwerts:

lim S, (xg) = Z o - R0 — f(zo —0) —;— flzo+ O)'
k=—o00

Dies gilt auch fiir xo = —m und x¢ = 7, wenn die 2 - 1—periodisch fortge-
setzte Funktion f die obigen Glattheitseigenschaften hat.
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Beweis (technisch): Mit Dy (—t) = Dy(t) und [T D, (t) dt =1 (aus Symme-
triegriinden folgt fo n(t) dt = %) erglbt smh

f(zo —0) + f(zo +0)

Sn(xo) — B

= /WDnu) (f(:co+t)+f(:vo—t ) dt - / Da(t)- (f(wo = 0) + f(wo +0)) dt

/ Dy ( a?o—i-t)—f(xo—i-O)—i-f(x—t)—f(xo—O))dt

:/0 2'7Ts1n((n+ 7)) ((f(q;o—i-t)—f(x0+0)+f(x0—t)_f(xo_o)) dt

sin(%)

t

3 _(f($0+t);f($o+0)+f($0—75);f(l‘0—0)>d

J/

9(t)
= /07r (sin(n +t) - cos(5 - t) + cos(n - t) - sin(5 - t)) - g(t) dt

- . /7r sin(n - t) - cos(3 - t) - (g(t) — g(—t)) dt

—T

+

R R R

-/7r cos(n - t)-sin(5 - t) - (g(t) — g(—t)) dt.

—T

N[

Die entscheidende Beobachtung hier ist, dass wegen der vorausgesetzten Fxi-
stenz der einseitigen Ableitungen die Funktion ¢(t) keine Singularitét bei ¢t = 0
hat und damit integrierbar ist. Mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma 11.32 er-
gibt sich, dass die obige Differenz zwischen S*(z) und dem Mittelwert der ein-

seitigen Grenzwerte eine Nullfolge ist.
Q.E.D.
115.1.04
Merke 11.35:

An allen Stellen, wo die Fourier-entwickelte Funktion stetig und differen-
zierbar ist, wird sie durch die unendliche Fourier—Reihe dargestellt. Wer-
den glatte (stetig und differenzierbare) Funktionen aneinander gestiickelt,
so konvergiert die unendliche Fourier—Reihe gegen den Mittelpunkt der
Grenzwerte von links- und rechts. Wenn die Stiickelung stetig ist, wird
auch die Nahtstelle von der Fourier—Reihe korrekt dargestellt.
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Vorsicht 11.36:

Die Stetigkeit bezieht sich auf die 2 - m—periodisch fortgesetzte Funktion!
Die Funktion f(x) = x ist nicht stetig an den Stellen x = +m, +3 - 7,
+5.m,..., wenn man sie 2 - m—periodisch fortgesetzt betrachtet!

it

Pl 2F

Beispiel 11.37: In Beispiel 11.26.a) hatten wir fur die ,,Sdgezahnfunktion”

-2 fir x € [-m,0), H
T

1-2 firze [0, 7] A . n
7

die Fourier-Entwicklung L

o~ 3 e

k=1,2,...

gefunden. An allen Stetigkeitsstellen ist die Funktion differenzierbar, so dass die
Fourier—Reihe an diesen Stellen gegen f(z) konvergiert. An den Unstetigkeitsstellen
x =0,4+2-7w,+4-7,... ist das Dirichlet—Kriterium aber immer noch erfiillt: Die Fourier—
Reihe konvergiert gegen den Mittelwert des links- und rechtsseitigen Limes (also 0):

12 fiwrze [—m,0),
™

yo sintker) 0 firz=0
, k T
k=12,... 1-= firz e (0,n].

AuBer an der Sprungstelle (wo wir willkiirlich f(0) = 1 definiert hatten), wird f(x) also
iiberall punktweise durch die unendliche Fourier-Reihe dargestellt.

Bemerkung 11.38: Wir haben mit Satz 11.34 ein entscheidendes Teilargu-
ment fiir den Beweis von Satz 11.27 iiber die Vollstindigkeit der trigonome-
trischen Funktionen im Lo-Sinne nachgeliefert. Man kann alle Funktionen in
Lo([—m,m]) beliebig genau durch stetige Funktionen approximieren, die das
Dirichlet—Kriterium erfiillen und somit punktweise iiber ihre Fourier—Reihen
dargestellt werden.
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Bemerkung 11.39: Es ergibt sich ein verbliiffendes , Lokalitdtsprinzip”:

Die punktweise Konvergenz der Fourier—Reihe hingt nur von
lokalen Eigenschaften der Funktion in der Umgebung des
betrachteten Punktes ab!

Z.B. reichen Stetigkeit und beidseitige Differenzierbarkeit an einem Punkt fiir
die lokale Darstellbarkeit als Fourier—Reihe an diesem Punkt. Dies steht in kras-
sem Gegensatz zu der Tatsache, dass die Fourier—Koeflizienten global von der
Funktion bestimmt werden.

Hat man vor, eine Funktion f auf einem Teilintervall (a,b) C [—m, 7] durch
eine Fourier—Reihe darzustellen, so kann das auf viele verschiedene Arten und
Weisen geschehen, indem man f von (a,b) irgendwie auf den Rest des In-
tervalles [—m, 71| fortsetzt. Abhédngig von dieser Fortsetzung ergeben sich vollig
unterschiedliche Fourier-Reihen, die jedoch innerhalb des Intervalls (a,b) alle
gegen dieselbe Funktion konvergieren!

Beispiel: Wir wollen die Funktion f(z) = x auf dem Intervall [0,7] C [—m, 7]
durch eine Fourier—Reihe darstellen. Einige Moglichkeiten:

P17 -~

1) ungerade Fortsetzung; unstetig: : . -

filz) =2- (sin(x) _sin(2-2) + sin(3 - ) _)

2 3
" /
2) gerade Fortsetzung; stetig: V4
.-3 Pl .—Pl . .Pl -3 Pl
folz) = g _ % . (cos(a:) n cos(?)?;.m) n cos(552.x) +>
Pl 1/
3) unstetige Fortsetzung: // '
2Pl F1 ) -Pl 2F
f1(@) + fa(x)
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Fl Va
y
4) glatte Forsetzung: //
; ; 17 ; .
-2P1 -F1 Pl 2R

fa(x) = eine schnell konvergierende Fourier—Reihe.

11.2.4 Abklingverhalten der Fourier—Koeffizienten

Nach dem Riemann—Lebesgue-Lemma 11.32 bilden die Fourier—Koeffizienten
prinzipiell eine Nullfolge. Es gilt das Prinzip: je glatter die Funktion, um so
schneller fallen die Fourier—Koeffizienten. Zunéchst eine einfache Beobachtung:

Satz 11.40:
Fiir eine 2 - m—periodische differenzierbare Funktion f mit integrierbarer
Ableitung f' gilt
cp(f) =ik c(f),

wo ¢k (f") bzw. ci(f) die Fourier—Koeffizienten von f’ bzw. f sind.

Beweis: Es gilt f(—7) = f(7) und e"*™ = (—1)¥ = e7**™. Durch partielle
Integration folgt:

s

alf) =5 [ F@) et

_ % : [f(g;) : eﬂ'-’f-x} ﬁ : /: F@) (=i k) e 7 dyp

ik _ Lotk
_f(m)-e 2.7Tf( me +i-k-cu(f) =i k-c(f).

=T

T=—T

Q.E.D.

Diese Aussage ist leicht zu merken: stellt man sich die Funktion direkt als
Fourier—Reihe gegeben vor, so kann man die Summanden der Reihe einzeln
differenzieren:

ik _ ik _ (i k) et
g k_g cp - e k_g cr. 7 e k_E ci-(i-k)-e
=—0o0 =T T ()
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Bemerkung 11.41: So trivial der Zusammenhang zwischen den Fourier—
Koeffizienten von f und f' mathematisch auch sein mag, er ist fiir Anwendungen
von zentraler Bedeutung:

Das Ableiten wird fiir die Fourier—Koeffizienten zu einer algebrai-
schen Operation (Multiplikation mit i - k). Fourier-Ansétze verwan-
deln daher Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen fiir die
Fourier-Koeffizienten.

Satz 11.42: (Abklingverhalten der Fourier—Koeffizienten)

Ist eine 2 - m—periodische Funktion p-fach differenzierbar und ist die p-te
Ableitung integrierbar, so gilt fiir die Fourier—Koeffizienten der Funktion:

vl = (77

Zur Erinnerung: Das ,Landau—Symbol” o bedeutet lim |k|P-|c;| = 0.
— 00

|K|

Merke: Je glatter die Funktion (d.h., je ofter differenzierbar),
um so schneller konvergieren die Fourier—Koeflizienten gegen 0.

Beweis: Seien c;(f®) die Fourier-Koeffizienten der p-ten Ableitung. Nach
Satz 11.40 gilt

Ck(f(p)) —i k- Ck(f(p—l)) = (i- k:)2 ) Ck(f(p—2)) = = (i- k)P c(f)

Nach dem Riemann—Lebesgue—Lemma 11.32 bilden die Fourier—Koeffizienten
ci(f) der p-ten Ableitung eine Nullfolge fiir |k| — oo, d.h., die Fourier—
Koeffizienten ¢ = ¢x(f) fallen schneller ab als 1/|k|P:

cn(F(P)
ex(f) = <k¢(-f/<;)p) :°<|/<;1;p>'

Q.E.D.

Bemerkung 11.43: In Satz 11.42 wird das Abklingverhalten der Fourier—
Koeffizienten mittels des Landau-Symbols o recht unspezifisch als ,schneller
abfallend als 1/|k|P” beschrieben. Die in der Praxis auftretenden Funktionen
sind meist stiickweise aus glatten Anteilen zusammengesetzt, wodurch sich in
der Praxis meist ,schneller abfallend als 1/|k|P” in der Form

,um eine k-Potenz schneller abfallend als 1/|k[P”

ergibt. Es gilt die Faustregel:
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1
f unstetig: cE ~ a
1
f stetig, f’ unstetig: K~ T3
1
f! stetig, f" unstetig: K~ 73
1
(p) io. flp+1) o ~—
f\P) stetig, f unstetig: ¢y, 12
Beispiele:
1\
f1 unstetig:
2R -fl Pl 2R
-l
4 . sin(3-z) sin(5-z) >
filz) = - (sm(:c) + 3 + E + )
L
fa stetig, f} unstetig: /\
BT - PL 2p

cos(3-xz) cos(b-x)
G0 ool )

]. " e
f4 stetig, fi unstetig: \ \\ .
2R }’l\ Pi A

Folz) = % cxe (= |a]) = % . (snigx) N sin(?‘:?,g.a:) N sin(:?’. x) +)

fo(x) =1+ % . (cos(x) +

Bemerkung 11.44: Fiir eine durch ihre Fourier—Reihe dargestellte Funktion
gilt fiir den Approximationsfehler durch endliche Fourier—Approximationen

n

f(&?) _ Z cp - ik — Z cp - AL

k=—n |k|>n

= |f(z) - i cr €T <Y o @B = Y e,

k=—n |k|>n |k|>n
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Je schneller die Fourier—Koeffizienten abfallen, umso schneller die punktweise
Konvergenz an allen Stellen!

11.2.5 Das Gibbs’sche Phinomen

Wir betrachten das Konvergenzverhalten der endlichen Fourier—Transformation
fiir die ,,Sprungfunktion” (,,Heaviside—Funktion”):

0 fiir xz € [-m,0),
H(z) = 1 fir z € [0,7).
Als zugeordnete Fourier—Reihe berechnet man

Hiz) = % n % ‘ (sin(aj) n sin(3-z) sin(5-z)

3 s +>

welche in der Tat H (z) iiberall aufler an den Sprungstellen punktweise darstellt.
Hier die endlichen Fourier—Approximationen

1 2 Ssin((2-mA+1)-2)
Som_ S
2na(@) =5+ 2 2 m—+1
m=0
mitn=3undn=29 . _ .
1+ B e “?a\,c
\ |
RY AN~ NZAY o
sowie mit n = 32:

uuuuu

Pl
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Das Gibbs’sche’? Phinomen ist, dass die Fourier—Approximationen
an Sprungstellen ein Uberschwingverhalten zeigen, dass mit wach-
sendem n nicht verschwindet: das erste Maximum von S,,(z) fiir z > 0 liegt
fiir jedes n deutlich tiber der Grenzfunktion H(x) = 1 (fir z > 0). Dies ldsst sich
unschwer explizit nachrechnen. Das betrachtete Maximum ist durch die erste
positive Nullstelle der Ableitung bestimmt:

n—1 n—1
j—x Sym—1(z) = % : mzocos(@ m+1)-z) = % : g%( 3 ei-(2-m+1)~x>

m=0

-1

3

2 . 0. 2 N €i~2-n~z -1 2 ez‘.g.n.m 1
=2 R @) = 2o Ty ) = 1 8 (Ge)
Sy L gy S2n0)

2-i-sin(x) 7 - sin(x) 7-sin(z)

Die erste positive Nullstelle der Ableitung ist demnach & = 7/(2-n). Der Wert
von Ss.,—1 an dieser Stelle ist

—1 T -1 . 2. 1
SQ 1(5):1+zn Sln((2 m+1) ﬁ)zl_i_l n 5111(( ”;;L)W)
mS T e T 2-m+1 2 ' n @mt1)
m=0 m=0 2n

Die Summe 148t sich leicht interpretieren. Betrachte dazu das Integral

1 T s
/ () 4~ 05805
™ Jo Y

Zerlege das Integrationsintervall [0, 7] durch die n Stiitzstellen vy, = %,
(m =0,...,n—1) in dquidistante Intervalle der Lénge m/n. Fiir n — oo kon-

vergieren die Riemann—Summen gegen das Integral:

1 nil sin((2 ";;1) UB TS T sin(ym) 7T (n—oo) 1 /7r sin(y) p
bl —— AR .
n = 2 ";;11)% T A= ym n T Jo vy Y

Die Hohe des ersten positiven Maximums der Fourier—Approximation konver-
giert damit fiir n — oc:

1 1 T sin

™

2J.W. Gibbs, 1839 — 1903, amerikanischer Mathematiker/Physiker. Ein Zitat von ihm:

»A mathematician may say anything he pleases, but a physicist must be at least
partially sane.”
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Betrachte noch einmal H(z) und beachte, dass H(z)— 5 eine ungerade Funktion
ist. Aus Symmetriegriinden nehmen daher alle Fourier—Approximationen Ss.,,_1
als letztes negatives Minimum vor der Sprungstelle bei 0 den Wert % —0.5895 =
—0.0895 an. Damit hat die Differenz des ersten Maximums rechts vom Sprung
zum letzten Minimum links vom Sprung den Wert 1+ 2-0.0895 = 1.179, wobei
die Sprunghdohe 1 ist. Multipliziert man die Sprungfunktion mit einem Faktor,
so skalieren sich die Fourier—Koeffizienten mit diesem Faktor und die Fourier—

Approximationen ebenfalls. Damit gilt:

Das Gibbs’sche Phinomen: An einer Sprungstelle ist fiir alle Fourier—
Approximationen die Differenz zwischen dem benachbarten Minimum
und Maximum, welche den Sprung einschlieBen, um etwa 17.9% grofier

als die Sprunghohe.
In der Tat gilt dies nicht nur fiir die hier betrachtete Heaviside-Funktion: eine
beliebige Funktion, die an einer Stelle xg eine Sprung macht, kann immer in der

Form
Funktion(z) = bei xq stetige Funktion(z) 4+ Sprunghohe - H(x — )

zerlegt werden. Ist die stetige Funktion hinreichend glatt, konvergiert die
Fourier—Approximation des stetigen Anteils deutlich schneller gegen den steti-
gen Anteil als die Fourier—Approximation des Sprunganteils gegen den Sprung-
anteil. Der stetige Anteil kann daher im Approximationsfehler vernachléssigt
werden gegen den Approximationsfehler von H(z — x). Das Gibbs’sche Phéno-
men fiir H vererbt sich damit auf die Sprungstellen beliebig zusammengestiickel-

ter glatter Funktionen:

If\'/‘-\_-/-\\.,.\__ —_
II _“\‘“““\_._\

"“'\,\_‘_\
— — |
e A f'l

11.2.6 Beliebige Perioden

Bislang hatten wir die Fourier—Zerlegung von auf [—m, | gegebenen Funktionen
betrachtet, die man sich als 2 - m—periodisch fortgesetzt vorstellen sollte. Die
Einschrankung auf das Standardintervall [—m, 7] geschah dabei lediglich aus
schreibtechnischen Griinden, da alle Formeln hierfiir besonders einfach werden.

Wir betrachten nun ein beliebiges Intervall [—%, %], auf dem eine L—periodische
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Funktion f(z) = f(x+ L) gegeben ist. In Analogie zur Definition 11.21 betrach-
tet man das Orthogonalsystem

ik 2T
{6 L }kGZ )
die entsprechenden Fourier—Koeffizienten

(e E f)

<61k x’elkL T

L
_ 1 2 —ik-ZT g
> =7 /_g flx)-e L dx

und die entsprechenden Fourier—Approximationen

Diese Definitionen lassen sich folgendermassen interpretieren:

Zu f : [-%,5] — C betrachte die Funktion g : [-m, 7] — C, die durch eine
L

Transformation x — 5= - x aus f entsteht:

=155 2). 01 =a(57 )

Diese Funktion ist 2 - m—periodisch:

g2 m) = (5 @rom) = f(5 ot 1) = /(5 7) = gla).

Zerlegt man g den vorangegangenen Kapiteln geméf in eine Fourier—Reihe iiber

dem Grundintervall [—m, 7], so ergeben sich nach Riicktransformation auf das In-
tervall [—%, %] die obigen Darstellungen der Fourier—Koeffizienten und Fourier—

Approximationen fiir f.

Damit ist unmittelbar klar, dass alle Strukturaussagen (Vollstindigkeit
bzgl. der Lo—Norm, punktweise Konvergenz bei Dirichlet—Bedingungen,
Gibbs’sches Phinomen etc.) auch fiir allgemeine Perioden gelten.

Bemerkung 11.45: Li8t man die Liange des Intervalls [—%, %] gegen oo laufen,
erhilt man statt der Fourier-Koeffizienten

L
=7 ’ f(x)- P e

Nl

im Grenzwert L — oo eine Funktion ]/”\(“T”) = \/% - ¢ des kontinuierlichen

wFrequenzparameters“ w, der immer dichter beieinander liegenden Punkten w =
k-2-7/L (mit k € Z) entspricht. Diese Funktion

1 > —lw-x
T.W'/_Oof(x)'e dx

flw) =
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nennt man die ,,Fourier-Integraltransformation* von f. Ist f hinreichend
glatt (z.B. Dirichlet-Bedingungen wie in Satz 11.34), so ist f aus der Fourier-
Transformierten f(w) rekonstruierbar. Die Summen der Fourier-Approximation
kann man dabei als Riemann-Summen interpretieren, aus denen im Grenzwert
L — oo ein Integral wird:

1
V2.1

fo) = o= | Z Flw) - e do,
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Kapitel 12

Lineare Algebra

12.1 Vektorraume

Definition 12.1: (Vektorrdume)

Ein Vektorraum V iiber dem Skalarenkodrper K ist eine nichtleere
Menge von Objekten (Vektoren genannt). Es muss eine Addition

v1,v19 €V = vi+wv eV
mit den Eigenschaften
v + vy =vy +v1 (Kommutativitét),

(v1 + v2) + v3 =v1 + (v2 +v3) (Assoziativitét)

fiir alle v; € V' gegeben sein, es muss ein neutrales Element 0 (der Null-
vektor) mit v+ 0 = v Yv € V existieren, zu jedem v € V muss es einen
negativen Vektor —v mit v+ (—v) = 0 geben.

Weiterhin muss jedes v € V mit jedem ,Skalar“ A\ € K multiplizierbar
sein, so dass \ - v wieder in V liegt und

A1 - ()\2 . U) = (/\1 . /\2) X (Assoziativitéit),
1-v=wv (neutrales Element der Multiplikation),
(M 4+ X)) -v=A v+ Xy-v (Distributivitit)

fiir alle A1, Ao € K und v € V gilt. Hierbei sei 1 das neutrale Element der
Multiplikation im Koérper K.

Bemerkung 12.2: Als Skalarenkérper K interessiert uns hier nur R oder C, wir
sprechen dann von einem ,reellen* oder einem ,,komplexen* Vektorraum.

223
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Beispiel 12.3: 1) Der Raum?
R"™ := {($1,$2,.‘.,$n)T ; X1,...Ty € ]R}

bzw.

C" .= {(1'1,252,.‘.,.%“)71; T1,...Tn E(C}

mit den Operationen

x1 (2 1+ Y1
S ol BT e :
Tn Un, Tn + Yn
und
T AT
- =
Tn Xy,

ist ein reeller bzw. komplexer Vektorraum.

2) Die Menge

1 0
M-l 1 +2-[ 1 | M neR}CR?
0 1

mit den Operationen des R3 (Addition und skalare Multiplikation) ist ein in den R3
eingebetteter Vektorraum. Man nennt diese auch einen ,,Unterraum® des R3. Es
handelt sich um eine den Ursprung enthaltende Ebene im R®. Man beachte, dass die
Summe zweier Ebenenvektoren wieder in der Ebene liegt.

3) Der Raum der stetigen Funktionen
C([0,1]) = {f :[0,1] = R; f ist eine stetige Funktion}
mit den Operationen der punktweisen Addition
f+g: x— flx)+g(x)

und der Multiplikation
Aofrax—= X fx)

Vektoren des R™ bzw. C™ sind bei uns immer Spalten. Aus Platzgriinden verwendet man
im Text lieber eine Zeilendarstellung (z1,...,%,). Damit die Bezeichnungen konsistent sind,
wird das Symbol T' (Transposition)

(ml,...,xn)T =

Tn

benutzt, das anzeigt, dass dieser Vektor als Spalte zu interpretieren ist.
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ist ein reeller Vektorraum (man beachte, dass die Summe stetiger Funktionen wieder
stetig ist und dass mit f auch X - f stetig ist).

Notation 12.4:

Fiir allgemeine Vektorrdume V benutzen wir die Notation v € V ohne
Vektorpfeil iiber dem Vektor v. Fiir V.= R"™ bzw. V = C™ schreiben
wir Vektoren mit einem Vektorpfeil (Physikernotation), also ¥ € R™ bzw.
veCm.

Definition 12.5: (lineare Unabhéngigkeit)

Eine Menge von Vektoren vy, ..., v, eines Vektorraums heifit ,,linear un-
abhingig®, wenn eine Linearkombination Y ;- | A; -v; nur dann der Null-
vektor sein kann, wenn alle ,Linearkoeffizienten® \; verschwinden:

Z)\i”l)i:o = M=...=)\,=0.
=1

Sind Vektoren nicht linear unabhidngig, nennt man sie ,linear
abhingig*.

Bemerkung 12.6: In einer Menge linear unabhéngiger Vektoren {vi,...,v,}
kann keiner der Vektoren 0 sein. Angenommen, v1 = 0. Dann wiére

AMrvr+... .+ v, =0

fiir beliebiges A\ und Ao = ... = A\, = 0 erfiillt.

Beispiel 12.7: Die Vektoren

1 0 0
171: 0 y H2: 1 s 173: 0
0 0 1

sind linear unabhingige Vektoren im R3, denn aus

3 1 0 0 )\1 0 0
ZAI-@-:M- 0 +x-| 1 l+x-lO0o = |Z20=][0
i=1 0 0 1 A3 0

folgt sofort Ay = Ao = A3 = 0. Die Vektoren
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hingegen sind nicht linear unabhéngig, denn z.B. die Linearkombination
U+ 0 — 3 =0

verschwindet, obwohl die Linearfaktoren Ay = Ao = 1, A3 = —1 nicht verschwinden.

Definition 12.8: (von Vektoren aufgespannte Raume)

Seien v1,...,v, Vektoren eines Vektorraums iiber dem Skalarenkorper K.
Die Menge der Vektoren

span(vl,...,vn): {Z)\,;-vi; Al,...,AnEK}
=1

nennt man ,,den von den Vektoren uvi,...,v, aufgespannten
(Unter-)Raum®. Bezeichnung: die Vektoren vy, ..., v, bilden ein ,,Er-
zeugendensystem* des (Unter-)Raums.

Definition 12.9: (Basis eines Vektorraums)

Eine Menge {v1,...,v,} von Vektoren eines Vektorraums V heifit ,,Ba-
sis“, wenn die Vektoren linear unabhéngig sind und V' = span(vy, ..., v,)
gilt.

Satz und Definition 12.10:

Besitzt ein Vektorraum eine Basis mit endlich vielen Elementen, so hat
jede alternative Basis die selbe Anzahl von Elementen. Diese Anzahl von
Basiselementen wird die ,,Dimension‘ des Vektorraums genannt.

Beweis: ist technisch (z.B. iiber den ,Steinitzschen Austauschsatz*). Siehe
Biicher tiber Lineare Algebra.

Satz 12.11:

a) Seien {v1,...,vy} linear unabhingig. Fiir jeden Vektor v, der sich
nicht als Linearkombination von v1,...,v,, schreiben 148t, sind die
Vektoren {vi,...,vn,v} linear unabhingig.

b) In einem Raum der Dimension n bildet jede Menge mit n linear
unabhéngigen Vektoren eine Basis.

c¢) In einem Raum der Dimension n gibt es maximal n linear unabhéngi-
ge Vektoren.
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Beweis: (fiir technisch Interessierte)

a) Sei {v1,...,v,} eine beliebige Menge linear unabhéngiger Vektoren. Sei v
ein Vektor, der nicht Linearkombination von v1, ..., v, ist, d.h., fiir jede Wahl
von skalaren Linearfaktoren pq, ..., i, gilt

m

U—Zuz"vﬁéo- (#)

i=1

Betrachte nun die Vektorgleichung
m
)\O'U—i—Z)\i'Ui:O. (##)
i=1

Es folgt, dass A\g = 0 gelten muss, denn sonst wiirde

folgen, was im Widerspruch zu (#) steht. Damit wird aus (##) die Glei-

chung >, A\ - v; = 0, woraus wegen der linearen Unabhingigkeit von
V1,..., Uy folgt, dass Ay = ... = Ay, = 0 gilt. Also impliziert (##) insgesamt
A =M = ... =\, =0, dh., die m + 1 Vektoren vy,...,v,,v sind linear
unabhéngig.

b) Seien wvy,...,v, linear unabhéingige Vektoren. Sei {ei,...,e,} irgendeine
Basis. Seien ej,, ..., e;,, die Basisvektoren, die sich nicht als Linearkombination
von vi,...,v, schreiben ldssen. Nach a) sind {v1,...,vn,€j,,...,€j,.} linear

unabhéngig. Jeder Vektor v des Vektorraums kann als Linearkombination der
Basiselemente e; geschrieben werden. Jedes e; it sich aber nach Konstruktion

als Linearkombination von wvi,...,vp,€j,...,€j,, ausdriicken, so dass sich
insgesamt jedes v als Linearkombination der Vektoren wvi,...,vpn,€j5,...,¢€;,
darstellen l&8t. Damit ist span(vi, ..., vp, €5, ..,¢;,, ) der gesamte Vektorraum,
also ist {v1,...,vn,€j,...,€j,} eine Basis mit n + m Elementen. Dies darf
nach Satz 12.10 aber nur fiir m = 0 sein, d.h., die n linear unabhingigen
Vektoren vy, ..., v, bildeten schon eine Basis.

c¢) Von m linear unabhéngigen Vektoren (mit m > n) bilden die ersten n Vekto-
ren nach b) schon eine Basis, der (n + 1)-te Vektor kann damit als Linearkom-
bination der ersten n geschrieben werden und ist damit nicht linear unabhéngig
von den ersten n.

Q.E.D.
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Beispiel 12.12: 1) Der reelle Raum

R"™ = {(xl,a:g,...,a:n)T §X1,..., Ty € R}
und der komplexe Raum

C" = {(ml,acg,...,xn)T §X1,...,Tp € (C}

haben jeweils die Dimension n. Die ,,Standardbasis* besteht jeweils aus den Vektoren

1 0 0
0 1 0
éi = 5 é'2 = . ) , En =
0 0 1
Beachte dazu

Ty
n 9
Z €= .
i=1 :
xn

Jede Menge von n linear unabhéngigen Vektoren bildet jeweils eine alternative Basis.

2) Seien ¥, ¥y zwei linear unabhéngige Vektoren im R™ (mit n > 2). Sie bilden eine
Basis der 2-dimensionalen Ebene

E = span(vy, Uz) = {)\1 U+ AU s A, Mg € R}~
Eine alternative Basis des Vektorraums F (Unterraum des R™) ist z.B.
ﬁ{ :171 +l727 ﬁézﬁl _1727

denn o1, ¥4 sind wieder linear unabhingig und jeder von o, v aufgespannte Vektor
148t sich auch von ¥, U5 aufspannen:

F=h it (2 2) e (B -2) %

3) Sei V' die Menge aller Polynome vom Grad < n. In Blatt 13 ist zu zeigen, dass die
Monome {1,z,2%,...,2"} eine Basis dieses n + 1 dimensionalen Vektorraums sind.
4) Sei V die Menge aller Polynome (mit beliebigem Grad). Die Dimension dieses Raums

ist 0o, denn es gibt beliebig viele linear unabhéngige Elemente (z.B. die Monome x™
mit beliebig grofem n).

Fiir analytische Betrachtungen auf dem R"™ bzw. dem C™ braucht man einen
Langenbegriff, mit dem man den Abstand |0 — || zwischen Vektoren messen
kann:
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Definition 12.13: (Norm)
Sei V' ein Vektorraum iiber dem Skalarenkorper K. Eine ,,Norm” auf V'
ist eine Abbildung || .|| : V — [0, 00) mit den Eigenschaften:
a) ||lv+w|| < o] + ||w| fiir alle v,w € V (,,Dreiecksungleichung” ).
b) |A-v| = |A|-||v] fir allev eV, A € K (,,Homogenitét” ).
c) v =0 & v=0.

Beispiel 12.14: Auf dem R™ bzw. dem C" existieren die sogenannten p-Normen:

X n
1/p
= (Z|x1|p) ) pe[lvoo)
i=1

z
n P

Die Norm-Eigenschaften b) und c) sind offensichtlich, der Beweis der Dreiecksunglei-
chung
e+ yllp < lzllp + [yl

ist jedoch nicht-trivial. Zusétzlich kann man die Norm

Ty

= max |z
i=1,...,n
Tn

o0

betrachten. Die Namensgebung entstammt der Tatsache, dass
[7oc = lim_ (7,

fiir jedes & € R™ bzw. & € C" gilt.

Eine wichtige Struktur auf dem R™ bzw. dem C" ist das Skalarprodukt:
Definition 12.15: (Skalarprodukt)
Ein ,,Skalarprodukt* auf einem Vektorraum V iiber dem Skalarenkérper
K ist eine Abbildung (.,.) : V x V' — C mit den Eigenschaften

a) Linearitét:

(U, A1 w1 + A - wa) = A1 - (v, wr) + Az - (v, wa),

(A1 =01+ Ao - v, w) = Ay - (v, w) + Ag - (v2, w),
fiir alle v, vy, v, w, w1, ws € V, A, Ao € K.
b) (v,w) = (w,v) (komplexe Konjugation) fiir alle v,w € V.
c¢) (v,v) >0 fiir alle v € V. (Beachte: b) impliziert (v,v) € R.)
d) (v,v) =0 < v=0.
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Beispiel 12.16: 1) Auf dem R” ist das interessanteste Skalarprodukt

Z1 U1 n
gg=( ||+ Pp=Dww
i=1

T Yn

Offensichtlich sind alle geforderten Eigenschaften a) — d) des Skalarprodukts erfiillt.
Die komplexe Konjugation ist dabei irrelevant.

2) Auf dem C" ist das interessanteste Skalarprodukt

X1 Y1

n
Fg=( .| ¢+ =27 w
=1

Ln Yn

Offensichtlich sind alle geforderten Eigenschaften a) — d) des Skalarprodukts erfiillt,
wobei die komplexe Konjugation wesentlich ist.

Definition 12.17: (Orthogonalitét)

Zwei Vektoren Z, i im R™ bzw. C" heissen ,,orthogonal*, wenn (Z,3) = 0
gilt.

Bemerkung 12.18: Offensichtlich erzeugt das Skalarprodukt die p-Norm aus
Bemerkung 12.14 mit p = 2:

2|2 = (T, Z).
Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
&9 < 122 - 172,

die wir schon in Satz 11.5 kennengelernt haben (fiir den Beweis siche Aufgabe
99 auf Blatt 12). Das Gleichheitszeichen gilt in der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung genau dann, wenn die Vektoren ¥ und § parallel (= linear abhéngig)
sind.

12.2 Etwas Geometrie im R?

12.2.1 Skalar-, Vektor- und Spatprodukt

Auf dem R3 (und dem darin eingebetteten R?) gelten einige wichtige geometri-
sche Interpretationen der eingefiithrten Struktuen.
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Satz 12.19: (Geometrische Interpretation der 2-Norm)

Die 2-Norm ||%]|2 eines Vektors ¥ € R? bzw. & € R3 ist seine geometrische
Lénge.

Beweis:
z :E: (x17$27$3)T

112 s

x2

I =T

Pythagoras liefert als geometrische Linge /2% + 23 + 23 = |||
QED.

Satz 12.20: (Geometrische Interpretation des Skalarprodukts)
Fiir beliebige Vektoren Z,§ € R? bzw. Z,7 € R® gilt

(@) = l[zll2 - lyll2 - cos(a),

wo « der Winkel zwischen den Vektoren ¥ und ¥ ist.

Beweis: Das Skalarprodukt ist invariant unter Drehungen, d.h., es gilt

(&) = (7,
wenn & = O Z ¢ = O ¢ durch die selbe Drehung (beschrieben durch eine ortho-
gonal Matrix O) aus Z und 7 hervorgehen (wir erldutern dies, sobald wir ortho-
gonale Matrizen eingefithrt haben). Damit kénnen wir 0.B.d.A. die Vektoren so

drehen, dass 7 = (||7]|2,0,0)" und § = (y1,42,0)" = (||g]|-cos(a), [|§]-sin(a), 0)"
gilt:

y

177]l2 - sin(c)
(87 . —
17|z - cos(a)
Die Definition des Skalarprodukts liefert dann sofort

[l [yll2 - cos()
@g)=( 0 [.| llyllz-sin(a) [)=Ilzll2-[yll2- cos(a).
0 0
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Q.E.D.

Speziell auf dem R? ist ein interessantes Produkt zweier Vektoren definiert, das
einen Vektor liefert, der auf den zwei gegebenen Vektoren senkrecht steht:

Definition 12.21: (Das Kreuzprodukt auf dem R3)
Das Kreuzprodukt & x i zweier Vektoren &, ij € R3 ist der Vektor

T U1 T2 Y3 — T3 Y2
T2 X Y2 = r3+Y1r — X1 Y3
z3 Y3 T1-Y2 — T2 Y1

Bemerkung 12.22: a) Wie leicht nachzurechnen ist, gilt
(2,2 xg) =(y,@ xy) =0,

d.h., das Kreuzprodukt zweier Vektoren steht senkrecht auf jedem der beiden
Vektoren.

b) Das Kreuzprodukt verschwindet genau dann, wenn die beiden Vektoren par-
allel sind (oder einer der Vektoren verschwindet).

¢) Das Kreuzprodukt ist weder kommutativ noch assoziativ. Es gilt

TXY=—-yYXZT
und die ,Jacobi-Identitat*
IX(YXD)+yYXx (ZxD)+2Z2x (Fxy)=0

fiir alle 7,7, 7 € R3.

Satz 12.23: (Geometrische Interpretation des Kreuzprodukts)
Fiir beliebige Vektoren Z,ij € R? gilt

17> Gllo = llzll2 - lyll2 - [sin(a)],

wo a der Winkel zwischen den Vektoren ¥ und ¢ ist. Die Lédnge des
Kreuzprodukts ist damit die Flidche des von ¥,4y aufgespannten Paral-
lelogramms.
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Beweis: Wir argumentieren dhnlich wie bei Satz 12.20. Das Kreuzprodukt ist
invariant unter Drehungen: es gilt?

(07) x (0y) = £0(Z x §),

wobei O eine orthogonale Drehmatrix ist (das Vorzeichen hingt davon ab, ob
O eine Spiegelung enthilt). Da Drehungen die Léngen der Vektoren und den
Winkel zwischen den Vektoren nicht &ndern, kénnen wir 0.B.d.A. die Vektoren
so drehen, dass

Z = (|#]2,0,00" und 7= (y1,y2,0)" = (|7l - cos(e), |7] - sin(a), 0)"
gilt:
y

12 - sin(c)
@ - z
172 - cos(a)
Die Definition des Kreuzprodukts liefert dann sofort

|2 [yll2 - cos() 0
TS 0 x | yllz - sin(e) | = 0
0 0 lzll2 - [[yl2 - sin(c)

Die Fliche des von Z, i aufgespannten Parallelogramms ist die Seitenlénge ||Z||2
mal der Hohe ||7]]2 - sin(«).
Q.E.D.

Bemerkung 12.24: Die Beobachtung, dass & X i senkrecht auf ¥ und i steht,
legt die Richtung von & X i bis auf ein Vorzeichen geometrisch fest. Der letzte
Satz legt die Linge von ¥ X ¥ geometrisch fest. Das Vorzeichen von T X i ist
geometrisch durch die ,,Rechte-Hand-Regel* bestimmt: das aus Z,y, T X i
bestehende Dreibein entspricht Daumen, Zeigefinger und (gekriimmtem) Mit-
telfinger der rechten Hand. Dies legt in der Tat die Richtung von ¥ X y fest,
wenn man sich nicht den Mittelfinger brechen will.

Und noch ein interessantes Produkt auf dem R3:

Definition 12.25: (Das Spatprodukt auf dem R3)
Das Spatprodukt |[, ¥/, Z]| dreier Vektoren ¥, 3, Z € R3 ist der skalare Wert

|[Z,7,2]| = (Z,§x 2) =(§,ZxZ) =(Z,Z X F).

Ein ,Dreibein“ Z, ¥, Z heifit ,rechtshindig*, wenn |[Z, ¥, Z]| > 0 gilt. Fiir
|[%, 7, Z]] < 0 heift das Dreibein ,,linkshindig*.

?Dies ist etwas miihselig nachzurechnen.



234 KAPITEL 12. LINEARE ALGEBRA

Satz 12.26: (Geometrische Interpretation des Spatprodukts)

Fiir beliebige Vektoren &, 7, 7 € R? gilt ||, 7, Z]| = £V, wo V das Volumen
des von den Vektoren Z,7, Z aufgespannten Spats ist:

Beweis: Wir argumentieren dhnlich wie bei Satz 12.20 und Satz 12.23. Das
Spatprodukt ist invariant unter Drehungen: es gilt

7,9, 2]| = £/[0F, 0y, O],

wobei O eine orthogonale Drehmatrix ist (das Vorzeichen hingt davon ab, ob
O eine Spiegelung enthilt). O.B.d.A. konnen wir die Vektoren so drehen, dass

7= (|#]2,0,0" und 7= (y1,y2.0)" = (7]l - cos(a), [|7] - sin(a), 0)"

gilt:

<y

14]l2 - sin(a)
[o% . 7
[[#7]]2 - cos(cv)

Die Definition des Kreuzprodukts liefert dann sofort

21 2|2 [yll2 - cos(a)
I[Z,7,2]l =(Z, 2 xy) = (| 22 |, 0 x| llyll2 - sin(a) )
z3 0 0
Z1 0
=(| =2 |, 0 ) =23 |zll2 - [[yll2 - sin(e).
23 l1zll2 - [[yll2 - sin(e)

Hierbei ist ||z||2 - ||y||2 - sin(«) die Fliche des von &,y aufgespannten Paral-
lelogramms (die Grundfliche des Spats) und z3 ist die Hohe des Spats (die
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Grundfliche liegt hier in der z-y-Ebene). Das Spatvolumen ist Grundfliche mal
Hohe.
Q.E.D.

12.2.2 Geraden und Ebenen

Definition 12.27: (Geraden)

Zu gegebenen ¥y € R? bzw. R und 0 # d € R? bzw. R® definieren wir
die Gerade durch 7y mit dem Richtungsvektor d als die Menge aller
Punkte der Form

{fo+)\-af; )\G]R}.

Definition 12.28: (Ebenen)

Zu gegebenem #; € R3 und linear unabhéingigen Vektoren cﬂ,cfg € R3
definieren wir die Ebene durch Zy mit den Tangentialvektoren d, ds
als die Menge aller Punkte der Form

{i”o—i—)q-tfl—i-)\g-cig; )\1,/\2€R}.

In dieser Definition werden 9 Parameter (jeweils 3 Komponenten der Vektoren
Zo, d}, Jg) zur Definition der Ebene vorgegeben. Alternativ kann man die Ebene
auch durch insgesamt nur 3 Parameter festlegen, denn eine Ebene ist als die
Menge aller Punkte (21,2, 23)7 bestimmt, die eine lineare Gleichung

ni T
(| n2 || @2 |)=ni-z1+n2-220+n3-23=4d
ns x3

bestimmen, wobei 0.B.d.A. durch Multiplikation der Gleichung mit einer geeig-
neten Zahl der Wert von d auf 0 oder 1 festgelegt werden kann. Sei

ﬁ:dlde

der ,Normalenvektor® der Ebene, der senkrecht auf den beiden Tangentenvek-
toren di, ds steht. In der Tat folgt aus der Parameterform

f:_'0+>\1'<il+>\2'<i2

der Ebenenpunkte durch skalare Multiplikation mit 7:
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d.h., (77, Z) hat fiir alle Ebenenpunkte den selben Wert (77, Zy) (=: d). Die Glei-
chung

(M, 2y =4d
heif}t ,,Hessesche Normalform‘ der Ebene. Der Vektor 77 ist dabei der Nor-
malenvektor der Ebene. Der Parameter d hat folgende geometrische Interpre-
tation: Wir starten am Nullpunkt und laufen orthogonal auf die Ebene zu, d.h.,

wir betrachten die Punkte auf der Geraden & = A - 7. Fiir den Durchstofipunkt
durch die Ebene muf}

(7,%) = (A7) =X (A,d)=d = A=

(1, 1)
gelten, der Durchstopunkt ist also

d

.
(7, 11)

a_:::

Der Betrag dieses Vektors
4
(1, i)

ist der Abstand der Ebene zum Nullpunkt:

1712 = 7ille =

a4
172112

Fir ||| = 1 ist der Parameter d der durch (77,Z) = d
gegebenen Ebene der Abstand der Ebene vom Nullpunkt.

Ist d > 0, zeigt der Normalenvektor vom Ursprung in Richtung der Ebene:

R? Ebene
n
d >
12.3 Matrizen
Betrachten wir den Fall eines Vektors # = (x1,...,2,)", der mit der Standard-
basis
0
=1
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als ¥ = Zj xj - € gegeben ist. Angenommen, wir haben eine alternative Basis
€] gegeben, die durch die Linearkombinationen

n

— —/ .
€; = E €; - Agj, ]:1,...,n
=1

mit der Standardbasis verkniipft ist. In der neuen Basis gilt & = ), 2} - €/, wobei
sich die neuen Koeffizienten z/ durch

n n n n n n
o - - S ., - N - ¢4
x—ga:i-el—gzv] e]—gq:] Eez aU—E <an :@)ez
i=1 =1 j=1 i=1 i=1  j=1
o
ergeben, also
n
/ .
UUZ-:E aij x5, 1=1,...,n.
Jj=1
Wir schreiben dies formal als
/
Ty ail ... A1n T
= )
/
Xy, anl ... Qpn Tn

wobei wir die Koeffizienten (a;;) in ein rechteckiges Schema (,,Matrix*) einord-
nen. Wir fithren solche Rechteck-Schemata nun formal ein und vereinbaren, wie
wir damit rechnen.

Definition 12.29: (Matrizen)
Sei K ein Skalarenkérper (also fiir uns K = R bzw. K = C). Die Menge

(05 5 A1m
nxm . . . .
K - : .., : ,all,...,anmeK

[077% R Apym

wird als Raum der (n x m)-Matrizen bezeichnet. Wir benutzen die
Notation A = (a;j) € K™*™. Der Raum K"*™ wird mit den Operationen

(A+B)ij:aij+bij, ()\-A)ij:)\-aij, i=1,....,n, 7=1,...,m

fir A = (ai;) € K™, B = (bj;) € K™™, A € K zu einem Vektorraum
iiber K.
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Neben der Addition von Matrizen und der Multiplikation mit Skalaren definieren
wir eine Multiplikation von Matrizen:

’ (n x p)-Matrix x (p x m)-Matrix = (n x m)-Matrix. ‘

Definition 12.30: (Matrizenmultiplikation)
Fir A = (ai;) € K™?, B = (b;j) € KP*™ definieren wir das Produkt
C = AB als die Matrix C = (¢;;) € K™ mit

p
Cijzzaik'bkja 1=1,...,n, 7=1,...,m.
k=1

Spaltenvektoren entsprechen Matrizen mit nur einer Spalte

I
c KTLXI’

Tn
Zeilenvektoren entsprechen Matrizen mit nur einer Zeile:
(z1,...,2,) € K™,
Das Matrixprodukt einer Zeile mit einer Spalte entspricht dem Skalarprodukt:
b1

(al,...,an) :Zak-bk.
b, k=1

Bemerkung 12.31: Das Matrixprodukt 148t sich damit folgendermassen ver-
innerlichen:

air ... aip
b1 ... blj ... bim i1 .-+ Cim

ai .. Gip | I B BRI = D [ : )
bpl PN bpj PN bpm Cnl ce Cnm

(0775 I anp

wobei
cij = Ska]arprodukt((i—te Zeile von A) x (j-te Spalte von B))
blj

n
= (ail,...,aip) :Zaik'bkj.
. k=1
pr
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Bemerkung 12.32: Das Matrixprodukt (mit Matrizen A, B, C zulédssiger Di-
mension) ist assoziativ:

(AB)C = A(BC),
denn

((AB)C> = Z Zailﬂ : bk1/€2 “Ckoj = Zzai/ﬁ : bk’lkz " Ckoj
k1

K ko k1 ko
|

(A(BC)). = D i [ D bkiks Choj | = DD ik Dhiky  Chaj-
k1 ko

" k1 ko

Warnung: Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ, i.A. gilt AB # BA. Bei-

e -en
- (1) (1) - ()

1 0
0 1
Wir fithren weiterhin ein:

Definition 12.33: (Transposition)
a) Die Transponierte AT = (b;;) einer (n x m)-Matrix A = (a;;) ist
die (m x n)-Matrix

A B
0
1

[E N —
—_ =
[N
_ O

1
0

—_
—
O =
— N

bij =aj;, it=1,...,m, j=1,...,n,

b) Eine Matrix heift symmetrisch (oder auch selbstadjungiert),
wenn A = AT gilt, also a;; = aj;.
Sie heifit antisymmetrisch (oder auch schiefsymmetrisch), wenn
A=—AT gilt, also Qi = —Qjj-

c¢) Die hermitesch Transponierte A = (c;;) einer (komplexen) (n x
m)-Matrix A = (a;;) ist die (m x n)-Matrix

cij =aj, t=1,....m, j=1,...,n,

(Transposition plus komplexe Konjugation).

d) Eine Matrix heit hermitesch, wenn A = AH gilt, also a;; = aj;. Sie
heift antihermitesch (oder auch schiefhermitesch), wenn A =
—AH gilt, also ajj = —aj;.
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Bemerkung 12.34: Fiir das reelle Skalarprodukt (Z,y) = >, xj - y, auf dem
R™ gilt offensichtlich

(@A) = (ATZ,§) = 3, xi - aij -y
fiir jedes ¥, € R™ und jedes A € R™*™,
Fiir das komplexe Skalarprodukt (Z,7) = Y, Tg - yr auf dem C" gilt offensicht-
lich
(T, Ag) = (A"Z,§) = 3, T - aij - y;
fiir jedes ¥,y € C"™ und jedes A € C"*".

Durch (hermitesche) Transposition kann eine Matrix von einer
Seite des Skalarprodukts auf die andere Seite bewegt werden.

Definition 12.35: (Einheitsmatrix)

Die Matrix
1 0 0
0 1
I =(6;) =
: . .0
o ... 0 1

auf dem K"*" heifit (n x n)-Einheitsmatrix. Es gilt
Iz=#%# 1A=A, BI=B
fiir alle ¥ € K", alle A € K™*™ und alle B € K™*",

Definition 12.36: (Inverse einer Matrix)

Existiert zu einer quadratischen Matrix A € K™*" eine Matrix A™! €
K™ mit

A7tA=1,

so heifit A~! Inverse von A. Es gilt dann automatisch auch AA™' = 1.

Wegen der Nichtkommutativitit des Matrixprodukts ist dabei kurz zu iiberle-
gen, dass die , Linksinverse“ mit der Eigenschaft A~'A = 1 auch automatisch
eine ,Rechtsinverse® mit AA~! = 1 ist: Angenommen, eine Rechtsinverse
B mit AB = 1 existiere. Multiplizieren wir von links mit A~!, erhalten wir
AT"AB=B=A"11=A"1 also: B= A1

Es ist eine fundamentale Aufgabe, Kriterien zu suchen, wann eine Matrix in-
vertierbar ist. Wir werden sehen, dass z.B. eine Matrix genau dann invertierbar
ist, wenn die Determinante von A nicht verschwindet. Weiterhin ist es wichtig,
einen Algorithmus zur Berechnung der Inversen anzugeben. Dies wird in den
Abschnitten 12.3 und 12.5 geschehen.
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12.4 Determinanten

Definition 12.37: (Permutation)

Eine invertierbare Abbildung p : {1,...,n} — {1,...,n} heift ,,Permu-
tation* der Zahlen 1,...,n.

Die ,,Inversionszahl® einer Permutation ist

I, = H(j,k); Jik€{l,....n}, § <k, p(j) >p<k)}(

(also: I, ist die Anzahl aller Paare (j, k) mit j < k, bei denen die Permu-
tation die Anordung j < k zu p(j) > p(k) vertauscht).

Das ,,Signum® einer Permutation ist sign(p) = (—1)».
Satz 12.38:
Es gibt n! verschiedene Permutationen der Zahlen 1,...,n.

Beweis: Fiir p(1) gibt es n verschiedene Moglichkeiten, fiir p(2) gibt es n — 1
verschiedene Moglichkeiten (da p(2) # p(1) gelten muss), fiir p(3) gibt es n — 2
verschiedene Moglichkeiten (da p(3) # p(1) und p(3) # p(2) gelten muss), usw.
Damit gibt es insgesamt n - (n — 1) - (n — 2) -...-1 = n! Moglichkeiten, eine
Permutation von 1,...,n zu konstruieren.

Q.E.D.

Konstruiert man alle Permutationen, indem man Schritt fiir Schritt einzelne
Zahlenpaare in einer Permutation austauscht, kann man leicht das Signum nach-
halten: mit jeder Vertauschung &dndert das Signum sein Vorzeichen.

Satz 12.39:

Unterscheiden sich zwei Permutationen p und p nur durch den Austausch
eines einzelnen Paares (jo, ko), also

p(jo) = p(ko), B(ko) = p(jo),

ﬁ(l) = p(Z) Vi € {L s 7n} \ {jOa k0}7
so gilt
sign(p) = —sign(p).
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Beweis: (fiir technisch Interessierte)
Es gelte 0.B.d.A. jo < ko und p(ko) > p(jo) (fiir p(ko) < p(jo) sind in den

folgenden Betrachtungen die Mengen A und A auszutauschen)
Die Paare (j, k) mit j,k € {1,...,n} \ {jo, ko} sind jeweils in beiden Mengen

A={Gk)s Gk € {1,mb, G <k, p(j) > p(k)}

S}, <k, 5G) > B(k) |

und 3
A={Gky ke,
gemeinsam vorhanden oder nicht vorhanden, da fiir diese Zahlen p(j) = p(j)
und p(k) = p(k) gilt. Fiir j € {jo, ko} bzw. k € {jo, ko} enthilt A die Teilmenge
(Ko, k); k€ {ko+1,.....n}, plko) > p(k) }
oo k)i K € {ho + 1, m}\ (o}, p(jo) > p(k) }
(ﬁ%ﬁjeﬂwnkm—n\ﬁd,Mﬁ>p%w}
(ido); 3 € {1 do = 1} p(3) > p(io) }
withrend A die Teilmenge
{Go,ko)} U ﬂ%%%ké%wﬂw~mhﬁ%w>ﬂ@}
—  ~~
=p(jo)  =p(k)

U {Gork): k€ fho+1,..on}\ {ko}, §lio) > plk) }
= =~
=p(ko)  =p(k)

U { (Jiko); J€{l,..., 5o — 1} \ {jo}, P(j) >15(7€0)}
- =~
=p(j)  =p(jo)

U {Gko)s G € 1eeido =13 B) > plo) }
~~
=p(j)  =p(ko)

enthilt. Unter der Annahme p(ko) > p(jo) folgt damit

A\A={Goko)} U {0k k€ o+ L. imd, plio) < plk) < plko) }
U {Goko)s € {1, ko= 1}, p(o) < p(J }

und
{ ko k); ke {ko+1....,n}, p(jo) < p(k) < p(ko)

A\ A=
u{oyw J €L sdo =1}, plio) < () < plko) }.



12.4. DETERMINANTEN

Mit A= (ANA)U(A\ A)und A= (AN A)U(A\ A) folgt

243

A=Al = 1+2-|{js 5 € Go+ 1, ko — 1}, pUio) < () < plho) }|

Damit unterscheiden sich |A| und |A| um eine ungerade ganze Zahl, womit
sign(p) = (—1)4 = —(=1) = —sign(p) folgt.

Q.E.D.
Beispiel 12.40: Wir schreiben eine Permutation in der Form
1 2 n
p(1) p(2) p(n)
Fiir die 3! = 6 moglichen Permutationen der Zahlen 1,2, 3 gilt:
1 2 3 .
b1t 1 2 3 Slgn(pl) - 17
1 2 3 . _
b2 1 3 2 Slgn(pQ) - 717
1 2 3 .
p3 . 3 1 2 I blgrl(lj?)) - 17
1 2 3 .
Y2 3 2 1° Slgn(p4) = _17
1 2 3 .
Y43 2 3 1° Slgn(p5) = 17
1 2 3 . _
D6 - 2 1 3 9 Slgn(pﬁ) - 71
Definition 12.41: (Determinante einer Matrix)
Die Determinante einer quadratischen Matrix A = (a; ;) € K™*™" ist
det(A) = Z sign(p) . alp(l) . azp(z) et anp(n),
P
wobei sich diese Summe iiber alle n! Permutationen p der Zahlen 1,....,n

erstreckt.

Beispiel 12.42: Fiir die Falle n = 1, 2, 3 ergibt sich

o

aii
a21

det((an)) =ail,

ai2
a22

>> = a11 - @22 — A12 " 421,
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ail aiz aig
= ai1 - G2 * @33 + 12 * G23 * 31 + 13 - G21 * A32

det az] Qa2 a3
—aji - @23 - G32 —a12 * G21 * G33 — Q13 - G22 * A3].

as; az2 ass

Bezeichnung 12.43:

Seien

Vektoren im K™. Die aus diesen Spalten aufgebaute Matrix wird mit
[d1,...,dy] bezeichnet:

Bemerkung 12.44: Die Definition der Matrixmultiplikation ist so, dass
Alby,... by] = [ADy,. .., Aby]

gilt, d.h., in einem Produkt AB ergeben sich die Spalten des Produkts als A
wirkend auf die einzelnen Spalten von B.

Satz 12.45: (Linearitéit der Determinante bzgl. der Spalten)

Die Determinante ist linear in jeder Matrixspalte:
det([ﬁl,...,A-di+A/-6;,...,Jn]) =

A det([(_l;l,...,d‘i,...,(_in}) +\- det([&'l,. . .,5:;,. . .,&}J).

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition

det(A) = Z sign(p) . alp(l) . a2p(2) e anp(n),
p

denn in jedem Summanden taucht genau eine Komponente jeder Spalte genau
einmal auf.

Q.E.D.
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Satz 12.46: (Antisymmetrie der Determinante bzgl. der Spalten)

Vertauscht man zwei Spalten, so wechselt die Determinante das Vorzei-
chen:

det([&l,...,(ii,...,c?j,...,c?n]):—det([&l,...,c?j,...,c?i,...,c?n]).

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition

det(A) = Z sign(p) - A1p(1) * A2p(2) * - -+ * App(n)-
p

Sei A die Ausgangsmatrix, sei A die Matrix, die durch Austausch zweier Spalten
entsteht. Sei 7 die Permutation, die die beiden Spaltenindizes austauscht und
alle anderen Indizes beibehilt. Es gilt

det(fl) = Z sign(p) . &lp(l) . a2p(2) e dnp(n)a
p
wobei a;; = @iz (5)- Damit folgt
det(A) = " sign(p) - air(p(1)) - G2r(p(2)) * - - - * Anr(p(n))-
P

L&uft p tiber alle Permutationen, lduft auch p = 7 o p iiber alle Permutationen,
wobei nach Satz 12.39 sign(p) = —sign(p) gilt:

det(A) = "(—sign(p)) - arp) - o) - - - - - nj(ny = — det(A).
D

Q.ED.

Folgerung 12.47:

a) Stimmen in einer Matrix zwei Spalten iiberein, so verschwindet ihre
Determinante.

b) Addiert man zu einer Spalte ein beliebiges Vielfaches einer anderen
Spalte hinzu, so verdndert sich der Wert der Determinante nicht.

Beweis: a) Vertauscht man die beiden iibereinstimmenden Spalten, muss die
Determinante das Vorzeichen wechseln, andererseits aber gleich bleiben. Das
kann nur sein, wenn die Determinante 0 ist.

b) Mit der Linearitéit nach Satz 12.45 gilt
det([&’l,...,d’i,...,d’j—i—)\-&’i,...,an])
:det([ﬁl,...,d’i,...,c?j...,c?n])+/\-det([&’l,...,62»,...,62»...,6”]),

wobei die 2-te Determinante nach a) verschwindet.
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Satz 12.48: (Invarianz unter Transposition)
Fiir jedes A € K™ gilt det(AT) = det(A).

Beweis: Zu jeder Permutation p gibt es die inverse Permutation p—!

mit p o
p~! = p~! o p = identische Abbildung : i — 4, wobei sign(p~!) = sign(p) gilt.
Liuft p durch alle Permutationen, liuft auch p~! durch alle Permutationen.
Damit gilt

det(A) = Z sign(p) - aip(1) - A2p(2) * - -+ App(n)s
p

= Zsigl’l(pil) : alp_1(1) : azp_1(2) et anp_1(n).
p

Fiir j = p~'(7) ergibt sich mit Qip-1() = Qp(;); Dach geeigneter Umsortierung
der Reihenfolge der Faktoren im Produkt:

det(A) = sign(p™") apa)1 - Gp)2 - Apuyn- (#)
—_——
" —sign)

Dies ist mit aj; = (AT);; die Formel fiir det(AT).
Q.ED.

Folgerung 12.49:

Die Rolle von Zeilen und Spalten sind bei der Determinanten-
berechnung austauschbar.

Beispielsweise verschwindet analog zu Folgerung 12.47.a) die Determinan-
te, wenn zwei Zeilen iibereinstimmen. Man kann ein Vielfaches einer Zeile
zu einer anderen addieren, ohne die Determinante zu verdndern usw.

Definition 12.50: (Minoren)
ZuAe K"" und i,j € {1,...,n} definiere den ,,Minor*

(05 5 alj . e A1n

m;; = det }—aﬂ—aﬁgaﬂ ,

(4775 aj N 0 7Y O]

d.h., die (Unter-)Determinante, die durch Streichen der Zeile i und der
Spalte j entsteht.
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Der folgende Satz liefert eine rekursive Berechnungsméglichkeit fiir Determinan-
ten. Durch ,,Entwicklung nach einer Spalte bzw. Zeile“ ergibt sich eine (n x n)-
Determinante als Summe iiber Minoren (also ((n—1) x (n—1))-Determinanten),
so dass man rekursiv die Matrixdimension reduzieren kann, bis sich eine grofie
Summe von (1 x 1)-Determinanten ergibt, die durch den entsprechenden Matrix-
eintrag gegeben sind.

Satz 12.51: (Laplacescher Entwicklungssatz)

Seien m;; die Minoren der Matrix A € K™*". Fiir jede Spalte j gilt

n

det(A) = Z(*l)i—w‘ . aij . mij.

=1

Man nennt diese Formel ,,Entwicklung der Determinante nach der
j-ten Spalte*.

Fiir jede Zeile i gilt
det(A) = (=1)" - ay; - myj.
j=1

Man nennt diese Formel ,,Entwicklung der Determinante nach der
i-ten Zeile“.

Beweisskizze: (Technisch) Wir entwickeln zundchst nach der letzten Spalte,
wobeil wir die Darstellung (#) aus dem Beweis von Satz 12.48 verwenden. In

det(A) = Z sign(p) - Ap(1)1 * Ap(2)2 " - - - * Ap(n)n
p

fixieren wir beim Durchlauf durch alle Permutationen zunichst den Bildwert
fiir n, d.h., wir geben p(n) =i mit i € {1,...,n} vor:

det(A> = Z Qin - Z Sign(pi) “Ap (1)1 - Apy(n—1),n—1,
i=1 i

wobei im i-ten Summanden die (Teil-)Permutation p; alle invertierbaren Abbil-
dungen {1,2,...,n—1} — {1,...,n}\{¢} zu durchlaufen hat. (In sign(p;) ist p;
als Permutation aller Zahlen {1,...,n} mit vorgebenem p;(n) = i aufzufassen.)
Offensichtlich enthélt

ZSign(pz‘) S (1)1 7 - Opy(n—1)n—1
Pi
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alle Terme, die in der Definition des Minors m;, auftauchen (der Zeilenindex
nimmt alle Werte in {1,...,n} \ {i} an, der Spaltenindex n taucht im Pro-
dukt a,, (1)1 * -+ * @p,(n—1),n—1 nicht auf). Es verbleibt, die Vorzeichen sign(p;)
nachzuhalten. Sei

pl(k‘) falls pl(k’) S {1,...,1'*1},
pi(k) = 7 falls p;(k) = i, also k = n,
pi(k) —1 fallspj(k) e {i+1,...,n}.

Diese Permutation unterscheidet sich von p; durch die n — ¢ Vertauschungen
ie—i+1l,i+1ei+2, ..., n—1« n, also gilt sign(p;) = (=1)"" - sign(p;):

Z sign(pi)-api(l)l-. . ’.api(nfl),nfl = (—1)”71 Z agn(ﬁl)dﬁl(l)l . "dﬁi(nfl),n*h
Pi Di

wobei (a;;) die Matrix ist, die durch Streichen der i-ten Zeile aus A = (aj;)
entsteht (die urspriingliche i-te Zeile kann man sich als n-te Zeile von (a;;)
vorstellen).

Die Permutation p; : {1,...,n — 1} — {1,...,n — 1} ist als Permutation der
Zahlen {1,...,n — 1} interpretierbar. Damit ist die obige Summe iiber die p;
nichts anderes als die Determinate der Ausgangsmatrix A, aus der die i-te Zeile
und die n-te Spalte gestrichen wurde (also der Minor m;,, der Matrix (a;;)):

Zsign(pi) “Ap, (1)1 - Opi(n—1)n—1 = (—1)n_i FMin = (—1)n+i *Min.
pi

Insgesamt erhélt man also die ,, Entwicklung nach der n-ten Spalte®

n

det(A) = (=1 - aip - mip.
=1

Will man nicht nach der n-ten Spalte sondern nach der j-ten Spalte entwickeln,
16sche man in der Ausgangsmatrix die j-te Spalte, lasse die Spalten j + 1 bis
n nach links riicken und stecke die urspriinglich j-te Spalte in die n-te Spalte
(dies entspricht den n — j Spaltenvertauschungen j «» j+ 1, dann j+1 <> j +2
usw. bis n — 1 < n. Entwickle nach der neuen n-ten Spalte (dies ist die alte j-te
Spalte). Nach den obigen Uberlegungen gilt

n

det(A) = (=1)"*" - aj, - m;]

mn in>
i=1

wo A’ = (a;j) durch die obigen Spaltenvertauschungen aus A entsteht. Speziell
gilt also a},, = a;;. Fiir die entsprechenden Minoren gilt m/, = m;;. Nach n — j
Spaltenvertauschungen gilt

det(A) = (—1)"7 - det(A) = (—1)7" - det(A),
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also
n

det(A) = Z(—l)iJrj © Qg5 My
i=1

Damit haben wir die ,,Entwicklung nach der j-ten Spalte®.

Da nach Satz 12.48 die Rolle von Zeilen und Spalten gegeneinander ausgetauscht
werden konnen, kann man statt nach Spalten auch nach Zeilen entwickeln.
Q.E.D.

Beispiel 12.52: Wir entwickeln eine (2 x 2)-Determinante nach der ersten Spalte:

det (( a1 ais )) = ay1 - det((az2)) — a1 - det((a12)) = a11 - aze — aja - as;.

az1 Aa22

Entwicklung nach der zweiten Zeile:

a1 a22

det <( ail a2 )> = —ag - det((a12)) + age - det((a11)) = aq1 - age — a1 - as;.

Beispiel 12.53: Wir entwickeln eine (3 x 3)-Determinante nach der zweiten Spalte:

1 2 1
det 0 3 2 =
4 5
¥ be 1 2 1
—2 - det 0 2 + 3 - det 0 3 2
0 5 0 4 74

g ) (s
(3 2)) (3 2) o

=-2-0+3-5-4-2=T.

Entwicklung nach der ersten Spalte:

121 12 ¥
det {[[ 03 2 ||=1-det|[ ¢ 3 2 |]-0-()+0-(.)=1-(15-8)="T.
045 g 4 5

Beobachtung: man spart sich Rechenarbeit, wenn man nach Zeilen oder Spalten mit
moglichst vielen Nullen entwickelt, da die entsprechenden Minoren gar nicht ausgerech-
net werden brauchen (sie werden sowieso mit 0 multipliziert und tragen zur Determi-
nante nichts bei).

Es ist rechentechnisch giinstig, nach Zeilen oder Spalten mit moglichst
vielen Nullen zu entwickeln.
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Mit Folgerung 12.47.b) hat man eine Moglichkeit, Nullen in der Matrix zu erzeugen, in-
dem man geeignete Vielfache einer Zeile/Spalte von einer anderen Zeile/Spalte abzieht.
Hier ein Beispiel. In

1 2 3
det 4 5 6
7 8 10
subtrahieren wir zunéchst die zweite Zeile von der dritten:
1 2 3 1 2 3
det 4 5 6 = det 4 5 6
7 8 10 3 3 4

Wir subtrahieren die erste Zeile von der zweiten:
1 2 3
det 4 5 6 = det
3 3 4

Wir subtrahieren die erste Spalte von der zweiten:

W w
[SUNC Y
o w

\_/ \_/ AN e

1 2 3 11 3
det 3 3 3 = det 3 0 3
3 3 4 3 0 4

Entwicklung nach der zweiten Spalte liefert:

1 2 3 1 1 3 3 3
det 4 5 6 = det 3 0 3 —1-det<(3 4>>—3
7 8 10 3 0 4

Definition 12.54: (Dreiecksmatrizen)

FEine Matrix der Form

ail aig ... QA1n
0 as ... aon
0 ... 0 ann

heifit ,,obere Dreiecksmatrix*. FEine Matrix der Form

ajl 0 e 0
a1 a22

0
an1 ... N Apn

heifit ,,untere Dreiecksmatrix‘.
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Satz 12.55:

Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalele-
mente.

Beweis: Entwickle bei einer oberen Dreiecksmatrix die Determinanten rekursiv
jeweils nach der ersten Spalte:

ai; a2 ... A1n
0 a2 ... a9on,
det ]
0 0 anp
az2 a3 a2n
0 as3 asn
= a1 - det
0 ... 0 ann
azs asqg ... a3n,
aq4 ... Q4n

= aq1 - ags - det
0 ... 0 ann
usw. Bei unteren Dreiecksmatrizen entwickelt man analog rekursiv nach der

ersten Zeile.
Q.E.D.

Nun ein fundamentaler Satz, der das eindeutige Indiz dafiir ist, dass der Deter-
minantenbegriff verniinftig mit Matrizen und ihrer Multiplikation zusammen-
spielt:

Satz 12.56: (Determinante eines Matrixprodukts)
Fiir A, B € K™*" gilt

det(A B) = det(A) - det(B).
Beweis: Wir benutzen die Spaltenzerlegung A = [@y,. .., dy]. Mit

(AB)U = Z a;f - bkj
k=1

folgt die Spaltenzerlegung

n n n
AB = E a:kl . bklla § a:kg . bk227 vy g a:kn : bknn

k1=1 ko=1 kn=1
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Da die Determinante linear in jeder Spalte ist, folgt
det(AB) Z Z Z det([ akl,akQ,...,c?k"])~bk11-bk22-...-bknn.
k1=1ko=1 kn=1

In dieser n-fachen Summe (mit n™ Termen) sind nur diejenigen Terme vorhan-
den, in denen die Summationsindizes k1, ..., k, alle verschieden sind (bei den
anderen Termen taucht in der Determinante der Spalten von A mindestens eine
Spalte mehrfach auf und liefert 0). Die Mehrfachsumme reduziert sich damit
auf die n! Summanden, in denen ki,...,k, eine Permutation von {1,...,n}
darstellt:

det AB Zdet (1), p 2), cey 6p(n)]) . bp(l)l . bp(Q)Q L. bp(n)n

Durch Vertauschen der Spalten in der Determinante der Spalten von A erhilt
man

det([ap(1), Ap(2)s - - - Ap(n)]) = sign(p) - det([d1, a2, . . ., d@y]) = sign(p) - det(A),
so dass sich ergibt:

det(AB) = det(A Z sign(p bp(2)2 R bp(n)n
= det(A) - det(BT) = det(A) - det(B).

Q.E.D.

Definition 12.57: (Adjunktenmatrix)

Einer Matrix A € K™ mit den Minoren m;; geméf Definition 12.50
wird die “ Adjunktenmatrix®“ A,y € K™*" zugeordnet:

(Aag)is = (1) - my,.

Satz 12.58:
Fiir jedes A € K™*" mit der Adjunktenmatrix A,q; gilt:

AgiA = A Aggj = det(A) - 1.
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Beweis: Sei A = (a;;) = [@1, - .., an], Aagj = (bij) = ((=1)" - my;). Es gilt

n

(AggjA)ij = Z bk - ax; = Z(—l)i% “Mipg - Q.
k=1 =1

Diese Summe ist die Entwicklung der Determinante

i
!

det([cfl, .. 6n])

mit b = a@; nach der i-ten Zeile. Fiir 7 # j taucht in dieser Determinante zweimal
die Spalte @; auf und liefert 0. Fiir ¢ = j ergibt sich det([d,...,d,]) = det(A):

det(A) fiiri=j,
(AagiA)ij = { (E ) fiir i # j.

Um zu zeigen, dass auch A A4 = det(A) - T gilt, betrachte man AgdeT. Nach

Zerlegung von AT in Spalten ergibt sich analog zu oben A:{deT = det(AT) - 1.
Durch Transposition folgt dann

(AL AT = AAgqy = (det(AT) - 1)" = det(A) - 1.

Q.E.D.
Folgerung 12.59:
Eine quadratische Matrix A ist genau dann invertierbar,
wenn det(A) # 0 gilt. Mit der Adjunktenmatrix A,q; gilt:
1
Al = - Agdi-
det(A) oY
Satz 12.60: (Die Cramersche Regel)
Wir betrachten das System
ain-r1 4+ 0+ am Ty = by,
ap1-T1 + 0+ Ty = by
von n linearen Gleichungen fiir die n Unbekannten x1,...,x,. Mit A =

(aij) € K™, & = (21,...,2,)7, b= (bi,...,bn)T ergibt sich die kom-
pakte Schreibweise B
AZ =1D.
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Es gibt genau dann eine eindeutige Losung & = A_lg, wenn det(A) # 0
gilt. Die Komponenten der Losung sind gegeben durch

i
ail ... b1 e A1n

det

apt --- bp ... amm

allr ... QA1n
det

mitt=1,...,n.
Beweis: Wir benutzen (A—l)ij = m . (—l)iﬂ -mj; mit den Minoren m;; von
A. Es folgt

n

D (=1 my - by

J=1

Hierbei ist Z?Zl(—l)“‘j -my; - bj die Entwicklung von
det([@r,...,b,...,an])

nach der i-ten Spalte, wo @1, ...,d, die Spalten von A sind und die Spalte d;

durch die Spalte b ersetzt wurde.
Q.E.D.

12.5 Lineare Gleichungssysteme

Im letzten Abschnitt haben wir ein System AZ = b von n linearen Gleichungen
fiir n Unbekannte Z = (x1,...,2,)" gelost, vorausgesetzt dass die Koeffizien-
tenmatrix A invertierbar ist:
7= A"1h.

Hierbei wurden explizite Losungsformeln gefunden: die Inverse A~! 148t sich
iiber die Adjunktenmatrix von A mittels Determinanten bestimmen, die Losung
Z ist direkt iiber die Cramersche Regel 12.60 mittels Determinanten auszu-
driicken. Dies ist jedoch noch nicht die endgiiltige Antwort auf die Aufgaben-
stellung ,,Losung linearer Gleichungssysteme®. Es verbleiben die Probleme:

e Was passiert bei nicht-invertierbaren Koeffizientenmatrizen? Was ist,
wenn n Gleichungen fiir m Unbekannte (mit n # m) zu 16sen sind?
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e Die Determinantenformeln sind uneffektiv: die bisher vorgestellte Berech-
nung von Determinanten (z.B. rekursiv iiber Laplace-Entwicklung nach
Zeilen oder Spalten) braucht viel zu viele Rechenschritte. (Eine (n x n)-
Determinante besteht aus einer Summe von n! Termen. Die Stirling-Néihe-
rung 9.58 sagt z.B. fiir n = 100 etwa n! ~ 9.3 x 10'°7 Summanden fiir die
Determinante voraus).

Das Determinantenkalkiil des letzten Abschnitts ist in der Tat mehr als allge-
meine Strukturtheorie anzusehen, deren wesentliches Ergebnis die Aussage

AZ = b mit invertierbarem A hat genau dann eine
eindeutige Losung & = A~1b, wenn det(A) # 0 gilt.

In der Praxis geht man anders vor. Gleichungssysteme mit z.B. n = 100
Unbekannten lassen sich in der Tat in Sekundenbruchteilen lésen, wobei
Determinanten keinerlei Rolle spielen.

12.5.1 Quadratische Dreieckssysteme

Ist die Koeffizientenmatrix A in einem linearen Gleichungssystem AZ = b von
Dreiecksform, so ist die Berechnung der Losung sehr einfach (und mit wenig
Rechenaufwand verbunden):

Satz 12.61: (Riicksubstitution)

Ein lineares System AZ = b

ain - T1 = by,
ag1 - xr1 + a2 = bo,
apl1 -1 + ap2-T2 + -+ + Qpp-Tp = bn

mit einer invertierbaren unteren (n x n)-Dreiecksmatrix A = (a;;) wird
durch ,,Riicksubstitution“

xy = b1 /an;

i—1
for i:=2tondo z; := bi—g aij -5 | /a;
j=1

1+Z:i = n(n;l) = 7;2 <1+O<i)>
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Multiplikationen/Divisionen (und &hnlich vielen Additionen) gelést.

Bei einem System

an-r1 + 0+ Qa1 Tp-1 + 0 G Tp = by
An—1n—1 Tpn—1 T+ Ap-1n Tpn = bn—1
Upn T, = by
mit invertierbarer oberer (n x n)-Dreiecksmatrix A = (a;;) lautet die
Riicksubstitution:

Tp = bn/ann )

n
for i:=n—1 downto 1 do z; := bi—zaij'l'j / aii ;
j=i+1

Beweis: Im Fall eines unteren Dreieckssystems liefert die erste Gleichung sofort
x1 = b1 /a11. Eingesetzt in die zweite Gleichung erhilt man ago-xo = by —as9; - 21,
wodurch sich sofort xs ergibt. Allgemein: hat man z1, ..., z;_1 bereits bestimmt,
liefert die ¢-te Gleichung

i—1

@ii - T = b — g ij - Tj

J=1

den Wert fiir z;. Beachte: die Koeffizientenmatrix A ist genau dann invertierbar,
wenn keines der Diagonalelmente verschwindet, man kann also durch die a;;
teilen!

Bei einem oberen Dreieckssystemen startet man mit der letzten Gleichung, um
Iy zu bestimmen, setzt diesen Wert dann in die vorletzte Gleichung ein, aus der
dann xz,,_1 bestimmbar ist usw.

Q.E.D.

Bemerkung 12.62: Der Rechenaufwand von etwa n?/2 Multiplikationen ent-
spricht exakt dem Aufwand, eine Multiplikation einer (n x m)-Dreicksmatrix
mit einem Vektor mit n Komponenten durchzufiihren. Die Lésung von AT = b
bekommt man bei Dreiecksmatrizen also genauso schnell wie die Multiplikation
AZ.
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12.5.2 Der Gaul3-Algorithmus

Nun wird der Standardalgorithmus zur Lésung linearer Gleichungssysteme vor-
gestellt, der

e die allgemeine Losung von n Gleichungen mit m Unbekannten liefert (auch
fiir n #m),

e mit einer akzeptablen Anzahl von Rechenoperationen auskommt. Faust-
regel: fiir n Gleichungen mit n Unbekannten braucht man O(n?®) Rechen-
operationen.

Es handelt sich dabei um den ,,Gauss-Algorithmus*, der je nach Variante
als ,,Gauss-“, ,Gauss-Jordan-“, | Entzerrungsalgorithmus“ oder auch als
»LR-Zerlegung" bezeichnet wird.

Gegeben seien n lineare Gleichungen fiir m Unbekannte

air-r1 + -+ Gpm o Tm = by,

ap1-T1 + o+ QT = bp,
die wir bequemer als (n x (m + 1))-Matrix

allr ... A1m, b1

anl --- Qum | bn
kodieren (die ,,erweiterte Koeffizientenmatrix*). Jede Zeile
(ain ... aim ‘ bi )
ist dabei jeweils als Gleichung zu lesen:

a1 - x1+ .+ Qi - Ty, = by

Elementaroperationen 12.63:

Wir wollen das Gleichungssystem so umschreiben (vereinfachen), dass die
Lésung moglichst direkt abgelesen werden kann. Dabei sollen lediglich
folgende Elementaroperationen eingesetzt werden:

i) Vertauschen von Gleichungen (= Zeilen von [A | b])

ii) Multiplikation einer Gleichung (= Zeile von [A | b]) mit einer Zahl
70,
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iii) Addieren eines Vielfachen einer Gleichung (= Zeile von [A | b]) zu
einer anderen Gleichung (= Zeile von [A | b]).

Diese Operationen lassen sich als Matrixmultiplikation mit ,,Elementar-
matrizen* interpretieren (nicht angzeigte Eintrdge sind 0):

i) Die Multiplikation A — EA mit

1 i2
1 !
1
1
0 1 — 11
1
FE =
1
1 0 — i
1

1
vertauscht die Zeilen i1 und ig in A. Es gilt det(E) = —1 fiir iy # is
bzw. det(F) = 1 fiir i1 = io.
ii) Die Multiplikation A — EA mit

multipliziert die i-te Zeile von A mit dem Faktor \. Es gilt det(E) =
A
iii) Die Multiplikation A — EA mit

11

addiert das A\-fache der Zeile iy zur Zeile iz. Es gilt det(E) = 1.
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Mit der Forderung A\ # 0 in ii) haben alle Elementarmatrizen nicht-
verschwindende Determinanten, sind also invertierbar. Die Anwendung
dieser Matrizen entspricht also einer Aquivalenztransformation, die die
Losung des Gleichungssystems nicht verédndert.

Mit diesen Operationen soll das Ausgangsschema

(AR A1m b1

—

[Alb] =

apl .. QApm bn

in eine neue (einfachere) Form [A’ | '] gebracht werden. Welche Struktur
sollte die vereinfachte Koeffizientenmatrix haben? Wenn es uns gelingt, das
System AZ = b in ein dquivalentes System A’Z = &' mit A’ = I umzuschreiben,
dann sind wir fertig. Nach Abschnitt 12.5.1 reicht es jedoch, als Endform A’
= Dreiecksmatrix anzusteuern, da das verbleibende Dreieckssystem A'Z = v
schnell per Riicksubstitution 12.61 gelost werden kann.

Hier nun der Gauf3-Algorithmus zur Lésung von n Gleichungen

a1 Ty + aig-T2 + o A+ AmTm = by
as1-x1 + ax-ry + -+ 4+ Ao Ty, = b
Apl - T1 + Ap2-T2 + - + Qpm Tm = bn

fiir m Unbekannte:

1.ter Eliminationsschritt: ziehe geeignete Vielfache der ersten Zeile von den
anderen ab, um Nullen unter a1; zu erzeugen:

a1 -x1 + aiz-x2 + 0 A+ aimTm = b
/ / /
a21/a11 Qoo " T2 + -+ + Gy, Tm = 2
/ / /
an1/ain ano -T2 + o A+ a, T, = b
mit
a1 a1 .
! 7 / 1
G, =ik — — a1, by=bj—— b1, i=2,...;n,k=2,...,m.
ail ail
Bezeichnung: a;1/a;; = “Eliminationsfaktoren”. Im Prinzip stehen unter

a1 Nullen, d.h., diese Speicherplitze sind frei geworden. Diese werden mit den
Eliminationsfaktoren belegt, was nichts kostet, sich aber im Abschnitt 12.6.2
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als dulerst wertvoll herausstellen wird.

2.ter Eliminationsschritt: erzeuge Nullen unter a),:

ail-r1 + ai2-xr2 + aiz-r3 + - 4+ app-Tm = b
! / /
agl/an + Qo3 - T3 + -+ Aoy * Tm = 2
! ! 1 1 _ /!
g9/ age agg-x3 + -+ ag,cTm = by
! ! " 1 //
anl/all CLn2/(’122 aps - T3 el n ¢ P = bn
mit
al al
"o 32 / (/Y 32 3t . o
aik— ik — 7 'a2k, bl_bl_il * 09, 7,—3,...,n,k—3,...,m.
A9 oo

j.ter Eliminationsschritt: ziehe Vielfaches der j.ten Zeile von den restlichen
Zeilen ab, um unter dem j.ten Diagonalelement Nullen zu erzeugen.

Einzig moégliches Problem: das j.te Diagonalelement verschwindet.

1. Fall: Darunter stehen nur Nullen. Es ist nichts mehr zu tun, gehe zum
(7 + 1).ten Schritt. Dieser Fall tritt genau dann irgendwann ein, wenn A nicht
invertierbar ist.

2. Fall: Es gibt mindestens einen nichtverschwindenden Eintrag unter dem
j.ten Diagonalelement. Wihle irgendeinen dieser Eintrige (das “Pivotele-
ment”), bringe es in die j.te Zeile, indem die gesamte Pivotzeile (inklusive der
abzuspeichernden Eliminationsfaktoren!) mit der j.ten Zeile ausgetauscht wird.
Dann erzeuge die gewiinschten Nullen.

Algorithmus 12.64: (GauB-Elimination = LR-Zerlegung, siehe Satz 12.75)

Erweitere A = (a;j) € K™™ zum n x (m + 1)-Schema:

air ... Aim | Al,m+1
mitai,n+1:bi, ’iZl,...,’l’L.

anl  --- OGnm | Anm+1
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for j :=1 to min(m,n) do begin

falls aj; = aj41,; =+ = an; = 0, so gehe zum (j + 1).ten Schritt ;
p :=Pivotindex(j)e {j,j +1,...,n};
Vertauschung der Zeilen j und p im n x (m + 1)-Schema ;
for i :=j+1 to n do begin
aij = aij/aj; ; (* Abspeichern der Eliminationsfaktoren x)
for k:=j+1tom+1do ay = aj — aj; aji ;
end ;

end ;

Hierbei ist Pivotindex(j) der Aufruf einer Prozedur, welche unter den Wer-
ten {ajj,aj+1,-..,an;} ein Element sucht, das nicht verschwindet, und den
entsprechenden Zeilenindex p zuriickgibt. Im Prinzip kann irgendein nicht-
verschwindendes Pivotelement gew#hlt werden. Aus Griinden der numerischen
Stabilitdt (minimiere den Einfluss von Rundungsfehlern bei Gleitpunktarithme-
tik) wéhlt man meist p =Pivotindex(j) so, dass

|ap;| = max(|aj;, |aj11,5]s-- -, [an;|)
gilt (d.h., das Pivotelement a,; ist das betragsgrofite Element im unteren Teil
der j-ten Spalte).

Resultat: zuletzt ist das zu AT =b dquivalente obere Dreieckssystem RZ = ¢

i1 ot Tip | CG1
(fiir n = m)
* Tnn | Cn
bzw.
rmi - Tin .. Tim | C1
(fiir n < m)
* Tnn --- Tam | Cn
bzw.
e o Tim | Cl
*
T"mm | Cm .
(fiir n > m)
* Cm+1
* * Cn
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im (n x (m + 1))-Schema gespeichert. Mit * sind dabei die abgespeicherten
Eliminationsfaktoren angedeutet, die erst im Abschnitt 12.6.2 von Bedeutung
sein werden.

Rechenaufwand zur Erzeugung des oberen Dreieckssystems:

min(m,n) m+1
> > (1+ 3 1)
= i=j+1 k=j+1
(n—1)-(3-m— 5
n-(n ) (6 m—n+5) firn<m
3-m-n—m-n—6- 9.-n—5
m-(3-m-n mré m+9-n—>5) fiir n > m

Multiplikationen (und &hnlich viele Additionen). Fiir den in der Praxis wichtig-
sten Fall m = n sind dies

e C)

Multiplikationen.

Bemerkung 12.65: Die Umformung AZ = b <= RT = ¢ funktioniert immer,
selbst wenn A nicht invertierbar ist (wobei dann auch R nicht invertierbar ist).

Bemerkung 12.66: Wir diskutieren den Fall, dass die Anzahl n der Gleichun-
gen nicht mit der Anzahl m der Unbekannten iibereinstimmt:

Fall n < m (weniger Gleichungen als Unbekannte):
Das vom Gauf3-Algorithmus gelieferte obere Dreieckssystem hat die Form

T11 T1in T1im C1

Ton +o- ++o Tnm | Cn

Durch Hinzufiigen von m — n triviale Gleichungen 0 = 0

11 - Tin --- im | C1
Tnn Tnm | Cn

0 0 0

0 0

ergibt sich ein quadratisches oberes (m x m)-System, dessen allgemeine
Losung im nédchsten Abschnitt 12.5.3 beschrieben wird.
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Fall n > m (mehr Gleichungen als Unbekannte):
Das vom Gauf3-Algorithmus gelieferte obere Dreieckssystem hat die Form

T o Tim | €1
rmm cm
Cm+1
Cn
Ist irgendeiner der Werte cyy41, . - ., ¢, ungleich 0, ist das Gleichungssystem
nicht 16sbar (dort stehen die Gleichungen 0 = ¢, mit p =m+1,...n). Sei
nun ¢p41 = ... = ¢, = 0. Man wirft diese trivialen Gleichungen fort und

erhilt ein (m x m)-Gleichungsystem

o T1im C1

'mm | Cm

dessen allgemeine Losung im nédchsten Abschnitt 12.5.3 beschrieben wird.
Es sollte im Fall n > m erwahnt werden, dass man in der Praxis nicht wirk-
lich den GauB-Algorithmus verwendet, da man wegen der Rundungsfehler
bei Gleitpunktarithmetik die Entscheidung, ob ¢p+1 = ... = ¢, = 0 gilt,
nicht fundiert treffen kann (es stehen dort kleine Zahlenwerte, die eventuell
reine Rundungsartefakte sein kénnen). Stattdessen benutzt man sogenannte
inguldrwertzerlegungen“ zum Losen iiberbestimmter Gleichungssysteme.

12.5.3 Die allgemeine Losung des Dreieckssystems

Der Gauf-Algorithmus hat aus den urspriinglichen n Gleichungen AZ = b fiir
m Unbekannte ein dquivalentes oberes Dreieckssystem RZ = ¢ gemacht. Hierbei
haben wir gemafl Bemerkung 12.66 fiir n < m triviale Gleichungen hinzugenom-
men bzw. fiir n > m triviale Gleichungen entfernt, um zu einem quadratischen
System zu kommen (genausoviele Gleichungen wie Unbekannte). Wir haben
nun also noch die Situtation eines quadratischen Systems (m = n) in oberer

Dreiecksform
11T + ... + Tip-Tp, = C1

Tnn = Tpn = Cp
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zu diskutieren, wobei allerdings evtl. einige Diagonalelemente verschwinden
konnen.

Fall 1, kein Diagonalelement verschwindet:

In diesem Fall gilt det(R) # 0. Da R durch Anwendungen von invertierbaren
Elementartransformationen 12.63 aus A entsteht, muss auch det(A) # 0 gelten,
d.h., wir lesen an den Diagonalelementen von R ab, dass das Ausgangssystem
AZ = b wegen Invertierbarkeit von A eindeutig l6sbar ist. Das vorliegende
dquivalente Dreieckssystem R = ¢ kann schnell durch Riicksubstitution 12.61
gelost werden.

Fall 2, einige Diagonalelemente verschwinden (,,Entzerrungsalgorith-
mus“):

Wie oben folgt det(R) = 0 genau dann, wenn det(A) = 0 gilt. Wir lesen also an
den verschwindenden Diagonalelementen von R ab, dass das Ausgangssystem
AT =b wegen Nichtinvertierbarkeit von A nicht eindeutig l6sbar ist.

Reduktion auf Treppenform: Wir haben ein quadratisches oberes Dreiecks-
system vor uns, in dem léngs der Diagonalen einige Elemente verschwinden.
Mit * deuten wir nicht-verschwindende Elemente an, der rechte obere Teil des
Schemas ist mit irgendwelchen Elementen besetzt:

/| * * * *

*
*
E
* ¥ ¥ X %

Unser Ziel ist es zunéchst, alle Zeilen mit 0 auf der Diagonalen zu Nullzeilen
zu reduzieren. Dazu mache fiir jede Zeile mit einer 0 auf der Diagonale die
folgenden Schritte. Sei ¢ der Zeilenindex dieser Zeile.

o Ist die Zeile eine Nullzeile: tue gar nichts und gehe zur néchsten Zeile.

e st die i-te Zeile keine Nullzeile: Suche das erste nicht-verschwindende
Element in dieser Zeile. Es habe den Spaltenindex j. Ist das j-te Diago-
nalelement des Schemas 0, so vertausche die Zeilen i und j. Ist das j-te
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Diagonalelement des Schemas # 0, so ziehe ein geeignetes Vielfaches der
j-ten Zeile von der i-ten Zeile ab, damit das j-te Element der i-ten Zeile
verschwindet.

e Wiederhole die obigen Schritte fiir die i-te Zeile, bis diese eine Nullzeile
ist.

Das Gleichungssystem hat nun ,,obere Treppenform*:

* * * *

* *
0 0 . 0 *

0 0 0 | x

* *

Rechts neben den Nullen auf der Diagonale kénnen jetzt nur noch Nullen stehen.
Steht in der letzten Spalte des Schemas (eine der Komponenten d; der rechten
Seite d von RZ = d ) rechts neben einer Nullzeile ein nicht-verschwindender
Eintrag, so ist das Gleichungssystem insgesamt nicht losbar: diese Gleichung
besagt 0 = d; # 0.

Elimination ,,nach oben*: Laufe von rechts unten nach links oben durch die
Diagonale:

e Ist das Diagonalelement ungleich Null, mache es zu 1, indem die gesamte
Zeile durch das Diagonalelement geteilt wird. Dann erzeuge iiber dem
Diagonalelement Nullen, in dem geeignete Vielfache diese Zeile von den
oberen Zeilen abgezogen werden.

Es verbleiben lings der Diagonalen nur noch Nullen und Einsen. Uber den
Einsen stehen nur noch Nullen, iiber den Nullen auf der Diagonale verbleiben
irgendwelche Eintrige:
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Entzerrung:

e Ersetze die Nullen auf der Diagonale durch —1.

Das Schema hat nun die Endform

1 0 * 0

KAPITEL 12. LINEARE ALGEBRA

dy
diy -1
di1'+1
diy—1

d’i2+1

dq
diy—1
di1.+1
diy—1

di2+1

o (F###)
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an dem sich die allgemeine Losung unmittelbar ablesen 1&af3t:

T

In

dq

di, 1
0
di1+1

diy—1
0
diy41

+ A1

0

mit beliebigen freien Konstanten A;, A1 etc.

Definition 12.67: (Kernvektoren einer Matrix)
Ein Vektor k € K™ einer Matrix A € K™™ mit Ak = 0 heifit »Kern-
vektor® von A. Die Menge aller Kernvektoren bilden entweder die leere
Menge oder einen linearen Unterraum im K™ (den ,,Kern* von A). Die
Dimension des Kerns heifit ,,Defekt* der Matrix. Der ,,Rang* einer

(n x m)-Matrix ist

Satz 12.68: (Die allgemeine Losung linearer Systeme)

+ Az

rg(A) = min(n, m) — Defekt(A).

*

267

Die allgemeine Lésung eines losbaren linearen Gleichungssystems Ax = b

ist

F=do+ > ki,
J

wobeil Xy irgendeine spezielle Losung von AZ = b ist, ki1, ko etc. eine Basis

des Kerns von A bilden und A1, Ao etc. beliebige freie Parameter sind.

Beweis: Sei ¥ eine beliebige Losung von AZ = l_;, sei Ty eine spezielle Losung.
Die Differenz k = ¥ — & erfiillt dann Ak = A(Z — %y) = AZX — ATy =b—b =0,

ist also ein Kernvektor.

Q.E.D.

Jedes markierte Diagonalelement —1 in (###) entspricht einem Kernvektor der
Ausgangsmatrix, der sich als die entsprechende Spalte des Endschemas ablesen
l1483t. Existieren mehrere solcher eingefiigten Diagonalelemente —1, sind die ent-
sprechenden Kernvektoren automatisch linear unabhéngig, denn sie haben als
untersten Eintrag jeweils —1 an unterschiedlichen Stellen:
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Die Dimension des Kerns der Matrix ist durch die Anzahl der Diagonal--
Nullen in (#) bzw. (##) gegeben.

Fazit:

Der Gauf-Algorithmus wie oben beschrieben liefert nach Entzerrung des
oberen Gleichungssystems sowohl eine spezielle Losung & = (dy,ds, . ..)"
(mit 0 in den Komponenten, die den Kernindizes entsprechen) sowie einen
Satz von linear unbhéngigen Kernvektoren (mit —1 in den Komponenten,
die den Kernindizes entsprechen). Diese Kernvektoren bilden eine Basis
des Kerns von A. Wir haben damit die allgemeine Lésung des Ausgangs-
systems Ax = b gefunden.

Beispiel 12.69: Wir berechnen die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems
(4 Gleichungen fiir 5 Unbekannte):

011 2 1 il 6
11 2 3 1 2 10
1 23 5 2 T3 16 (#)
123 6 1 T4 16
x5
Wir bilden die erweiterte Koeffizientenmatrix:
01 1 2 1]6
1 1 2 3 1|10
1 2 3 5 2|16
1 2 3 6 1|16

GauB-Elimination der ersten Spalte. Zunéchst vertauschen der Zeilen 1 und 2:

11 2 3 1]10
01 1 2 1|6
1 2 3 5 2|16
1 2 3 6 116
Erzeugen der Nullen in der ersten Spalte:
11 2 3 1|10
01 1 2 1|6
01 1 2 1|6
01 1 3 0|6
Erzeuge Nullen in der zweiten Spalte:
11 2 3 10
0112 1|6
0 0 0O 0
0001 —-1/0
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Obere Dreiecksform ist erreicht. Hinzufiigen einer trivialen Gleichung, damit ein qua-
dratisches (5 x 5)-System entsteht:

11 2 3 1 1]10
01 1 2 116
0000 010
0001 —-110
0000 01O

Reduktion auf Treppenstufenform (die Zeilen mit 0 auf der Diagonalen sind zu Null-
zeilen zu machen). Es ist hier nichts zu tun. Wir markieren lediglich die Nullen lings
der Diagonale:

1123 1]10
0112 1]6
0 0[0]J0 0|0
0001 —-1/0
000 O0[0]0

Erzeuge Nullen iiber den nicht-verschwindenden Diagonalelementen. Zunéchst die Nul-
len in der 4-ten Spalte. Ziehe dazu das 2-fache der 4-ten Zeile von der ersten und das
3-fache der 4-ten Zeile von der zweiten ab:

1120 4110
0 10 3|6
0 0[0]J0 0|0
000 1 -1]0
0 0 0[0]o0

1

0

0

0

Erzeuge Nullen in der 2-ten Spalte. Subtrahiere dazu die zweite Zeile von der ersten:

0 0 4

1

0

0

0

OO OO

1
1
[0]
0
0

0
0
1
0

6
0
0
0

o'ow»—n
—

Die 3-te und die 5-te Spalte haben 0 auf der Diagonale und liefern damit 2 Kernvektoren,
indem man —1 auf der Diagonale eintrigt:

0 0 1
0 3
0

1
1

[-1]o
0
0 0

—_
S OO

[—1]o0

Die allgemeine Losung des Ausgangssystems (#) hat damit zwei beliebige freie Para-
meter A\; und Ag:

oo oo

OO O

X 4 1 1
T3 6 1 3
T3 = 0 | +X + Ao - 0
Ty 0 0 -1
T5 0 0
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12.6 Inverse von Matrizen

Zu einer invertierbaren n x n-Matrix A soll die Inverse A~! berechnet werden.
Zwar 148t sich dies mit der im néchsten Abschnitt vorgestellten Gauf-Jordan-
Variante des GauB-Algorithmus leicht bewerkstelligen, in der Praxis wird eine
explizite Inverse von A jedoch selten benétigt (man hat in der Regel A¥ = b
mit einer konkret vorgegebenen rechten Seite b zu l6sen). In einigen Fillen hat
man immer wieder AT = b zu 16sen, wobei die Matrix A unveréindert bleibt
und sich im Laufe einer Iteration die rechte Seite b immer wieder neu ergibt.
In diesem Fall mag man versucht sein, A~! explizit zu berechnen und zu spei-
chern, um AZ = b durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation A~16 mit O(n?2)
Operationen berechnen zu koénnen, anstatt immer wieder erneut den Gauf-
Algorithmus mit einem Aufwand von O(n?) Operationen auf AZ = b loszu-
lassen. In Abschnitt 12.6.2 zeigt es sich jedoch, dass mit einem Durchlauf des
Gauf-Algorithmus eine sogenannte L R-Zerlegung vorliegt, die genauso gut ist
wie eine explizite Inverse A~1.

12.6.1 Die GauB3-Jordan-Variante

Statt einer einzelnen Gleichung AZ¥ = b mit A € K™ und einer einzelnen
rechten Seite b € K™ losen wir simultan AZX = €; mit i = 1,...,n, wobei €; die
Standardbasis des K™ darstellt:

Bezeichnung 12.70:
Die Standardbasis des K™ wird mit & = (0,...,0,1,0,...,0)7 (i =
1,...,n) bezeichnet.

Dies lauft darauf hinaus, dass wir das erweiterte Koeflizientenschema
[A,€é1,...,E,] = [A, 1] betrachten. Wir lassen den Gauf-Algorithmus 12.64 auf
das Schema los, wobei die Elementaroperationen auf das Gesamtschema ange-
wendet werden (d.h., die Schleife iiber k in 12.64 ist bis zur Obergrenze 2 - n
(statt m + 1) auszudehnen). Als Zwischenergebnis erhéilt man das Schema

[R, B]

mit einer oberen Dreiecksmatrix R. Verschwindet mindestens ein Diagonalele-
ment von R, so ist R nicht invertierbar (und damit ist auch die Ausgangsmatrix
A nicht invertierbar), und wir kénnen die Berechnung von A~! abbrechen. Seien
also nun alle Diagonalelemente von R ungleich 0. Wir dividieren nun jede Zeile
von [R, B] durch das entsprechende Diagonalelement von R, so dass ldngs der
Diagonale nur Einsen stehen. Dann eliminieren wir mit der letzten Spalte von R
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beginnend ,nach oben“, indem wir durch Subtraktion geeigneter Vielfache einer
Zeile von den dariiber liegenden Zeilen Nullen {iber den Diagonalelementen er-
zeugen. Diese Elementaroperationen sind dabei jeweils auf das gesamte Schema
anzuwenden. Zuletzt erhalten wir im linken Teil des Schemas die Einheitsmatrix:

L, C).

Satz 12.71:

Die Matrix C im rechten Teils des Schemas ist die Inverse A~ der Aus-
gangsmatrix A.

Beweis: Alle Schritte des Gauf3-Algorithmus zur Erzeugung der oberen Drei-
ecksform R als auch die Normierung der Diagonalelemente auf 1 und die fol-
gende ,,Elimination nach oben“ sind durch Multiplikation mit Elementarmatri-
zen 12.63 Eq, Es etc. zu beschreiben, die auch auf den rechten Teil des Schemas
angewendet werden:

[I,C] = [Ey---E2Ey A Ey, - - - Eo Eq 1.
Vergleich der linken Teilschemata liefert
T=E;---EsFp A,

d.h., es gilt By, --- EoEy = A™L Vergleich der rechten Teilschemata liefert C' =
E,---FEyEi 1 =A1
Q.E.D.

12.6.2 LR-Zerlegung

Aus Zeitgriinden wird dieser Abschnitt iiber die L R-Zerlegung in der Vorlesung
nicht vorgestellt und hiermit als ,nicht priifungsrelevant“ deklariert. ;-)

Wir betrachten noch einmal die Zeilenvertauschungen, die im Gauf-Algorithmus
durchzufiihren sind. Diese sind als Matrixmultiplikationen mit mit

1
0 1 — 1
P = 1 = T-éeél —éél +ée +ée
1 0 — J
1
1 T
i

A — PA : \Vertauschung der Zeilen 7 und 7,

int ti : ) .
AU ANEIPTEREren: 4 aAp . Vertauschung der Spalten ¢ und j,
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Definition 12.72:

Eine Permutationsmatrix ist eine quadratische Matrix, die in jeder
Zeile und jeder Spalte mit genau einer 1 und ansonsten mit 0 besetzt ist.

Lemma 12.73:
a) Produkte von Permutationsmatrizen sind wieder Permutationsmatrizen.

b) Permutationsmatrizen sind orthogonal: PPT = PTP = 1.

¢) Linksmultiplikation mit einer Permutationsmatrix entspricht einer Zeilen-
vertauschung, Rechtsmultiplikation einer Spaltenvertauschung.

Beweis: offensichtliche Ubung.

010 7
Beispiel 12.74: Sei P=| 0 0 1 , A= ZF | =(51,5,53) (Zerlegung
1 00 7z
i
22
von A nach Zeilen bzw. Spalten). Es gilt PA = [ 2T ) , AP = (53,51,52) .
ST
21

Satz 12.75: (LR-Zerlegung)
Das System Ax = b wird im Gauf-Algorithmus 12.64 auf die Endform

1T ... e Tin | C1
lo1
lnt ... ln,nfl Tnn | Cn

gebracht (der untere Dreiecksanteil (1;;) entsteht aus den abgespeicherten
Eliminationsfaktoren). Es seien P, ..., P,_1 (eventuell mit P; = 1) die
bei der Pivotierung durchgefiihrten Zeilenvertauschungen. Mit

1 0 ™M1 «+- .. Tin
L= lll ) R =
bl ... ln,n—l 1 0 T'nn

und P =P, _1--- Py gilt: PA= LR (“LR-Faktorisierung”).
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Beweis: (fiir technisch Interessierte)
Zu Beginn des j.ten Schrittes liegt das Zwischenschema

r11 r15—1 r1; T1in
lo1
iy oo limig—2 rmi—1g-1| -1y Tji-im | = LU 4+ RY
() () () ()
I i | 9 gy
2 G | ) ol
mit
0 0
l91 0
LV = .> (?
G .. G
i i
L. : 0
9 z,g{;_l
und
T1in
. Tj—1,j-1 Ti—1n
RO = 0 )
ajj Ujn
0 : :
)

vor. Die néchste Zeilenvertauschung P; liefert LU = PjL(j ) und

RU) — ij(j) =

T11 Tin
0 Tj—1,j-1 Tj—1n
Tjj T'jn
~(7) ~(J)
AW it1n
0 : :

273
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. 0
Die neuen Eliminationsfaktoren [; = a0

werden als j.te Spalte
a5 g/ Tj5

) d,(f}/ Tij
an LU) angefiigt:
LUt — 1) 4 f] gJT )
Vielfache der j.ten Zeile é?}?(j) =(0,...,0,7j,...,7jp) von RUY) werden von
den unteren Zeilen von RY) abgezogen:
RUFD — pU) _ fj ngR(j) )

Beachte hierzu

0
0 ‘ 0
Z.O 0,...,0,7)5,...,7jn) = Liyirgj .o ljjarin
j+1 0 ] ' :
In

Ergebnis: der Gau-Algorithmus wird beschrieben durch
LU+ — PjL(j) + fje;f . RUFD = PjR(j) — fje;f ij(j)
mit LB =0, RM =4 .
Behauptung: In jedem Schritt gilt (I + LU)RU) = - Py A.
(Mit L=1+ LW R=RM™W P=p, ;- P ist der Satz damit bewiesen).
Beweis: Induktion nach j:
j=1. (I+LM)RM = A gilt offensichtlich.
Schritt j — j + 1:
(I + LU+D) RUAD

= (I +PLY + el (1 - Ie! )PR( 7

= (I _><+ PLW — PLW e el + _ l;g;ffj%f) P;RU)

= (I+PLW)P;RY (beachte LWI; =0, 11} = 0)

= Pi(1 +L(j)pj)R(j) ® Pi(1 + LU RU) = Pj(Pj_1---P A).

~
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Fir (%) beachte L(j)Pj = LY, da Rechtsmultiplikation mit P; die Spalten

4,-..,n von LU) vertauscht, die alle gleich (néimlich 0) sind.
Q.E.D.
1
Bemerkung 12.76: L = x . ist immer invertierbar. Damit ist
* %1

R = L7'PA genau dann invertierbar, wenn A invertierbar ist.

Bemerkung 12.77: Zu jeder quadratischen Matrix existiert damit eine Zei-
lenvertauschung P, so daf3 PA in der angegebenen Form LR faktorisiert werden
kann. Bei invertierbarem A und fixiertem P sind die L R-Faktoren eindeutig:

LR=LR = L7L = RR! = Diagonalmatrix D .
— —
untere obere

Dreiecksmatrix  Dreiecksmatrix

Mit L = LD folgt D = 1, da die Diagonalen von L und L mit 1 besetzt sind.

Bemerkung 12.78: FEs gibt Matrizen, fiir die keine Faktorisierung A = LR
existiert, man braucht i.a. P. Beispiel:

0 =« (;) 1 0 11 T12 _ 11 712
1 * lor 1 0 7o log-ri1 lor-m2+122 )

Aus der ersten Spalte ergeben sich die Gleichungen

! !
0 O ri, 1 0 lo1 - 11,

die keine Losung fiir loy und 111 zulassen. In der Tat braucht der Gauf-Algo-

rithmus fiir die Matrix ( (1) : > gleich im ersten Schritt wegen der 0 links

oben eine Zeilenvertauschung, ohne die der Algorithmus zum Erliegen kommen
wiirde.

Bemerkung 12.79: P ist die Gesamtheit aller im GaufB-Algorithmus durch-
gefiihrten Zeilenvertauschungen. Man speichert P nicht als Matrix, sondern als
“Buchhaltungsvektor” p. Dazu initialisiert man die Spalte 5 = (1,2,...,n)"
und wendet die Zeilenvertauschungen auch auf p an. Zuletzt hat man p =
(p1,...,,pn)’. Interpretation: die urspriingliche Zeile p; ist in die i.te Zeile ge-
wandert. Hiermit ergibt sich fiir beliebiges b dann &= Pb durch

for i:=1tondo ¢ :=by, ;
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Bemerkung 12.80: Mit det(L) = 1 und leicht berechenbarem
det(R) = Produkt der Diagonalelemente

kann det(A) aus det(P)det(A) = det(R) berechnet werden. Mit det(P) =
det(Py—1)---det(P1) und

1 L falls Pj=1
det(P) =

—1 , falls P; = Austausch zweier Zeilen

braucht nur die Anzahl der nichttrivialen Zeilenvertauschungen im Gauf-
Algorithmus mitgezéhlt zu werden.

Bemerkung 12.81: Die Faktorisierungsdaten P, L, R sind genauso gut
wie eine explizite Inverse A~!! Die Losung von

AF=b = PAZ=Pb, dh, L = Pb

RZ
~
)

ist durch 2 Riicksubstitutionen

bestimme ¥ aus Lij = Pg,
dann bestimme ¥ aus RT = i/

schnell zu berechnen. Der Aufwand (etwa n? Multiplikationen) entspricht dem
der Matrix-Vektor-Multiplikation A~'b bei explizit vorliegendem A~".

Merke: Der Gauf-Algorithmus liefert mit ~ n3/3 Multiplikationen die
Zerlegung PA = LR einer n x n-Matrix. Liegen P, L, R vor, dann ist AZ = b
durch doppelte Riicksubstitution mit etwa n? Multiplikationen schnell zu
16sen.

12.7 Eigenwerte und -vektoren

Die ,,Spektralanalyse* = , Diagonalisierung® linearer Abbildungen (das Bestim-
men von Eigenwerten und -vektoren) ist speziell fiir physikalische Anwendungen
von zentraler Bedeutung.

12.7.1 Definitionen
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Definition 12.82: (Eigenwerte und -vektoren)
Zu einer quadratischen Matrix A € K™*" gebe es A € C und & € C" mit
T # 0, so dass
AZ=\-17.
Der Wert A heifit ,,Eigenwert* von A, der Vektor ¥ wird als ,,Eigen-
vektor® zum FEigenwert \ bezeichnet. Die Vektormenge

E\ = {fe(@"; Af:A.f}
heifit ,,Eigenraum* zum FEigenvektor A.

Bemerkung 12.83: Man iiberzeugt sich leicht davon, dass zu einem gegebenen
Eigenwert A von A der Eigenraum E) ein Unterraum des C" ist. Speziell heifst
dies, dass Eigenvektoren nicht eindeutig sind. Jedes Vielfache eines Figenvek-
tors ist wieder ein Eigenvektor (falls das Vielfache nicht gerade 0 ist). Ist die
Dimension des Eigenraums FE) gréfier als 1, kénnen auch linear unabhéngige
Eigenvektoren zu A zu einem neuen Eigenvektor kombiniert werden.

Definition 12.84: (Das charakteristische Polynome einer Matrix)

Zu A = (a;5) € K™*™ definieren wir das ,,charakteristische Polynom*

a/ll - )\ a12 PN aln
pA()\) = det(A N ][) — det 0‘21 agg — A
anl - cee Qpn — A

Man hat sich hierbei schnell davon iiberzeugt, dass das charakteristische Poly-
nom
pAN) = (1) N4 - A" b e At

in der Tat ein Polynom vom Grad n ist (um den fiihrenden Koeffizienten (—1)"
einzusehen, betrachte man einfach A = 0). Einige weitere der Koeffizienten c¢;
des Polynoms sind ebenfalls leicht der Matrix zuzuordnen. Z.B. gilt:

Cn—1 = (—1)"- Zaii’ cop = det(A).
i=1

——
Spur(A)

Zu co: Werte einfach das charakteristische Polynom an der Stelle A = 0 aus,
wodurch sich nach Definition ¢y = p4(0) = det(A — 0 - 1) = det(A) ergibt.
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Satz 12.85: (Charakterisierung der Spektraldaten einer Matrix)

Die Eigenwerte einer Matrix A € K™*" sind die Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms. Die zum FEigenwert A gehérigen Eigenvektoren sind
die nicht-verschwindenden Kernvektoren der Matrix A — A - 1.

Beweis: Die Gleichung AZ = \-Z kann als (A— X-1) # = 0 geschrieben werden.
Ist A — AT invertierbar, gibt es nur die eindeutige Losung & = 0, die wir nicht
als Eigenvektor zulassen. Da A — X\ - 1T genau dann nicht invertierbar ist, wenn
pa(A) = det(A — X - I) verschwindet, sind die Eigenwerte die Nullstellen von
pa(N). Fiir nicht-invertierbares Ay := A — X\ - T existiert ein Kern der Matrix

A, der aus Eigenvektoren von A besteht.
Q.E.D.

Wir haben damit unmittelbar eine algorithmische Moglichkeit, sowohl die Ei-
genwerte als auch die dazugehorigen Eigenvektoren zu bestimmen:

a) Bestimme die Eigenwerte als die Nullstellen A\, Ay etc. des charakteristi-
schen Polynoms.

b) Berechne zum Eigenwert \; eine Basis des Kerns von A — \; - 1. Dies
kann beispielsweise durch den Gauf-Algorithmus angewendet auf die Glei-
chung (A — A - 1)Z = 0 geschehen, wobei die Kernvektoren sich gemifl
Abschnitt 12.5.3 algorithmisch ergeben. Dies liefert eine Basis des Eigen-
raums Ej,.

Beispiel 12.86: Zur Matrix

=(%5)

ergibt sich das charakteristische Polynom

pA()\)zdet(( B ))z—)\-(B—/\)+2:)\2—3-)\+2

mit den Nullstellen (Eigenwerten)

Die allgemeine Losung von (A — A - T) # = 0 ist der Kern der Matrix
-1 1
A—)\l-I—<_2 2).

Uber den Entzerrungsalgorithmus ergibt sich die allgemeine Losung & = a - } mit

beliebigen o € C. Wir wihlen als Basis des 1-dimensionalen Kerns den Eigenvektor

e (1)
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Die allgemeine Losung von (A — Az - 1) & = 0 ist der Kern der Matrix
-2 1
(20,

Uber den Entzerrungsalgorithmus ergibt sich die allgemeine Losung & = o - ( é mit

beliebigen a@ € C. Wir wéhlen als Basis des 1-dimensionalen Kerns den Eigenvektor
. (1
Ty = 9 .

Wir gehen nun der Frage nach, wieviele Eigenvektoren man zu einer n X n-
Matrix A finden kann. Speziell: kann ich die Eigenvektoren als Basis des C"
benutzen?

Satz 12.87:

Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

Beweis: Seien 71, ...,%; Eigenvektoren von A € K"™*™ zu den Eigenwerten
Al, ..., A, die alle paarweise verschieden seien. Wir betrachten die Linearkom-

bination
k

i=1
und miissen hieraus schliessen, dass ¢; = ... = ¢, = 0 folgt.
Wir machen dazu Induktion nach k. Fiir £ = 1 folgt sicherlich ¢; = 0, da 7 als
Eigenvektor nicht verschwindet. Wir machen nun den Induktionsschritt k—1 —
k. Seien also #1,...,Tr_1 linear unabhingige Eigenvektoren zu Aq,..., Ag_1,
sel @) ein zusétzlicher Eigenvektor zum Eigenwert \;. Aus (#) folgt durch

Anwendung von A
k

Zci.)\i.fizo
=1

und durch Multiplikation von (#) mit A

k
Zci')\k'fi:().
=1

Durch Differenzbildung folgt
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wobei der Term mit ¢} herausfillt. Nach Induktionsvoraussetzung folgt
Cz(Az_)\k):O

wegen der linearen Unabhéngigkeit von 7,...,7;_1 und damit ¢y = ... =
ck—1 =0, da \; — A\ # 0. Damit reduziert sich (#) zu A - U, = 0, woraus auch
¢, = 0 folgt.

QED.

Die Frage, ob man den gesamten C" durch Eigenvektoren einer Matrix auf-
spannen kann, 148t sich damit fiir den Spezialfall leicht beantworten, dass alle
Eigenwerte unterschiedlich sind:

Folgerung 12.88:

Hat eine n x n-Matrix n unterschiedliche Eigenwerte, so bilden die ent-
sprechenden Eigenvektoren eine Basis des C".

Beweis: Nach Satz 12.87 gehoren zu den n unterschiedlichen Eigenwerten n
linear unabhéngige Eigenvektoren. Mit Satz 12.11.b) bilden diese Vektoren eine
Basis des C" und spannen den gesamten Raum auf.

Q.E.D.

Die Sache wird deutlich komplizierter, wenn es ,entartete Eigenwerte* gibt.

Definition 12.89: (mehrfache Eigenwerte)
Sei A € C ein Eigenwert von A € K™*". Die Vielfachheit der Nullstelle A
des charakteristischen Polynoms von A im Sinne von Definition 1.24 heifit
»algebraische Vielfachheit* des Eigenwerts. Im Gegensatz dazu wird
die Dimension des Kerns von A— \-1 als ,,geometrische Vielfachheit*
bezeichnet.

Satz 12.90:

Fiir jeden Eigenwert einer Matrix gilt:

1 < geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit.

Beweis: Die Vielfachheit einer Polynomnullstelle (algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts) ist nach Definition > 1. Fiir jeden Eigenwert )¢ einer Matrix A ist
A — Ao - 1 nicht invertierbar und hat damit einen nicht-trivialen Kern. Damit
gilt, dass auch fiir die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts stets > 1 gilt.
Nun zur Abschéitzung

geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit.



12.7. EIGENWERTE UND -VEKTOREN 281

Zuniichst beobachten wir, dass eine Matrix A € K™*" und T~'AT (mit einer
beliebigen invertierbaren Matrix 7' € K"*") das selbe charakteristische Poly-

nom haben:
det(T7YAT — X\ - 1) = det(T"H(A - X\-1)T)

=det(T71) - det(T) - det(A — X - T)
=det(T7IT) - det(A — X - 1)T) = det(A — X -T).

Seien El, R Eg Basisvektoren des Kerns von A — Ag - 1 fiir einen Eigenwert Ag
mit geometrischer Vielfachheit g. Wir wéhlen irgendwelche linear unabhéngigen
Vektoren ¥y41, ..., Uy, die zusammen mit den Kernvektoren eine Basis des C"
bilden. Betrachte nun

— — S o1—1 — —

fl:[kl,...,k:g,179+1,...,vn]

—

A [kl,...,k:g,179+1,...,vn]

T‘—r1 T
=T A k..., A kg, ATsy1, ..., Al
=T o k1,..., Ao - kg, ATyi1, ..., AT
= [o-T Y%k, X0 - T kg, TTH ATy 11, ..., T 1 AG,).
Nach Konstruktion gilt

Tk, . kg, Tgits - - U] = [Tk, T kg, T g, T4
T
1 0 0 0
0
B 1
N 1
: . . . 0
0 ... ...|... 0 1

Betrachtet man die ersten g Spalten, folgt T’ “1k = ¢ (Standardbasis), also

AN 0 L%
0 .
i 17 17 2 - Ao
A:[)\()T k‘l,...,)\o'T kig,*,...,*]:
0
0 0 |




282 KAPITEL 12. LINEARE ALGEBRA

Das charakteristische Polynom von A ergibt sich durch rekursive Entwicklung
von det(A — X - 1) nach den ersten Spalten zu

det(A—X-T) = (X — N9 -p(N)
mit irgendeinem Faktorpolynom, das durch den rechten unteren Block von A

bestimmt wird. Das obige charakteristische Polynom von A, das mit dem von
A iibereinstimmt, hat den Eigenwert g mit der Vielfachheit von mindestens g.

Q.E.D.
Seien Aq,...,\r die unterschiedlichen Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms vom Grad n, ihre algebraischen Vielfachheiten seien nyq,...,ng. Nach dem

Fundamentalsatz der Algebra 1.29 addieren sich die algebraischen Vielfachhei-
ten zu Dimension n des Raums auf: n1 + ...+ nig = n. Wenn dies auch fiir die
geometrischen Vielfachheiten g1, ..., gx gilt, so la8t sich aus den Eigenvektoren
eine Basis bilden. Man wihle dazu aus jedem Kern von A — A; - T jeweils g;
Basisvektoren, die insgesamt ein System von g; + ...+ g linear unabhéngigen
Vektoren im C" bilden. Gilt g1 + ...+ g = n, so haben wir eine Basis des C"
vor uns. Die entscheidende Frage ist also:

Gilt immer geometrische Vielfachheit =algebraische Vielfachheit?

Die Antwort ist leider:
Nein!

0 1
=(00)
hat das charakteristische Polynom

pa(N) = det (( _OA _1A )) = \2

Der Wert A = 0 ist eine doppelte Nullstelle dieses Polynoms, damit ist A = 0 ein
Eigenwert mit der algebraischen Vielfachheit 2. Die Kernvektoren k = (ki,k2)? von
A—0-1 = A sind durch

(33 (2)- (1)

charakterisiert, also durch die einzelne Gleichung ko = 0. Der Kern von A besteht also
aus dem 1-dimensionalen Raum
k
{( 01 >;k1€@}.

Man findet also die algebraische Vielfachheit 2 von A = 0, aber die geometrische Viel-
fachheit 1. Mit dem einzigen Eigenvektor (1,0)7, der den Kern aufspannt, kann man
nicht den C? aufspannen.

Beispiel 12.91: Die Matrix
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12.7.2 Symmetrische/hermitesche Matrizen

Zunéchst einige einfache Beobachtungen zur den Eigenwerten und -vektoren zur
(hermitesch) transponierten Matrix A# (Definition 12.33) einer Matrix A:

Satz 12.92:
Ist \ Eigenwert von A, so ist A Eigenwert von AH.

Beweis: Wegen

det(A—X-1T) = det(AT — X- 1) = det(A7 —X-1)

stimmten die charakteristischen Polynome von A und A bis auf komplexe

Konjugation iiberein: pa(\) = pu (A).
Q.E.D.

Satz 12.93:

Sei Z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, sei if ein Eigenvektor von
A" zum Eigenwert i # X\. Dann gilt (i, ) = 0.

Beweis: Wir betrachten das komplexe Skalarprodukt (a,b) = > @;-b; auf dem
C". Es gilt

Es folgt
(A—R)-(7,7) =0,
womit das Skalarprodukt zwischen ¥ und ¢ fiir A # @ verschwinden muss.
Q.E.D.

Mit der selben Argumentation wie im obigen Beweis bekommt man im Fall
hermitescher Matrizen die wichtige Aussage, dass alle Eigenwerte reell sind:

Satz 12.94:

Alle Eigenwerte hermitescher Matrizen A = A™ sind reell.

Beweis: Wir betrachten das komplexe Skalarprodukt (@,b) = 3", @;-b; auf dem
C™. Mit AZ = \- & folgt

(Z,AZ) = (B \- T
=(Afz 2)=(\ 7,

z

~

=X
)=X-

~

S
5 X
S

)?

also _
A=\ - (Z,7) =0,
wobei (Z,Z) # 0 gilt, da ein Eigenvektor nicht 0 sein kann. Aus A\ = X folgt,

dass A\ reell ist.
Q.E.D.
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Satz 12.95:

Eigenvektoren hermitescher Matrizen A = A¥ zu verschiedenen FEigen-
werten sind orthogonal.

Beweis: Dies ist der Spezialfall von Satz 12.93 fiir hermitesche Matrizen. Sei
AZ = A &, Ay = p -y mit reellen Eigenwerten A\ # u. Wir betrachten das
komplexe Skalarprodukt (d@,b) =), @; - b; auf dem C". Es gilt

= (A"G, ) = (u-§,&) = - (4, %) = p- (7, 7).
Es folgt
(A—p)-(7,7) =0,
womit das Skalarprodukt zwischen & und ¥ fiir A # p verschwinden muss.
Q.E.D.

Hier die zentrale Besonderheit des Eigenwertproblems fiir hermitesche Matrizen:

Satz 12.96:

a) Fiir jeden Eigenwert einer hermiteschen Matrix gilt
1 < geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit.

b) Hermitesche Matrizen besitzen eine Basis von orthogonalen Eigenvek-
toren.

Beweis: Wir beweisen a) und b) simultan fiir hermitesches A € K™*". Seien da-
ZUu A1, ..., A\ die paarweise unterschiedlichen Eigenwerte mit den geometrischen
Vielfachheiten g1, ..., gg. Seien 17§.l) mit j =1,...,¢; eine orthogonale Basis des
Eigenraums £}, (nehme z.B. irgendeine Basis des Kerns von A— ;-1 und ortho-
gonalisiere sie per Gram-Schmidt (Aufgabe 110, Blatt 13)). Da nach Satz 12.95
die Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten orthogonal sind, haben wir

insgesamt eine Sammlung von g = Zle g; orthogonalen Eigenvektoren

~(1) 1) =2 (2 (k) ~(k
O R I R C RN ()
Eigenwert \; Eigenwert A2 Eigenwert Ay

wobei
k k
9= Zgi < an =n
i=1 i=1

gilt. Wir wéhlen weitere n — g Vektoren 1, . .., w,—4 hinzu, die zusammen mit
den Eigenvektoren den K™ aufspannen. Nach Orthogonalisierung per Gram-
Schmidt (Aufgabe 110, Blatt 13), kdnnen wir sie als paarweise orthogonal und
(%)

orthogonal zu den Eigenvektoren U; annehmen.
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Aus diesen insgesamt n Vektoren wird spaltenweise die Matrix
CORC

st Ygo

7=, 7

aufgebaut, die wegen der Orthogonalitét der Spalten THT = T erfiillt (also eine
orthogonale Matrix mit 7-! = T ist). Analog zum Beweis von Satz 12.90
betrachten wir die Matrix

(k) - .
,...,vék),wh...,wn_g]

A=T7TAT,

die mit den selben Argumenten wie im Beweis von Satz 12.90 von der Form

g1 gg+l n
i (- i
A0 .o o oo 0| % *
0 . ) ]
A
A = Ak
S
0 0 M
0 0

sein muss. Wegen AP = TH AH(T=1H — T=1AT = A ist A wieder hermitesch,
damit muss A speziell von folgender Form sein:

g1 gg+l n
l (G
MO ... ... ... ... O01]0 ... 0
0 . .
A1
A = Ak
) 0
0 0 X
0 0 | * *
0 0 | x* *
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Das charakteristische Polynom von A (das mit dem von A iibereinstimmt, siche
den Beweis von Satz 12.90) ist

pi(A) = (A1 = NP - (A — A - det(S — A~ T),

wo S der (symmetrische) Matrixblock der Dimension (n — g) x (n — g) in der
rechten unteren Ecke von A ist. Vergleich mit

paAA) = (A = A)" (A — A

liefert
det(S —A-T) = (A — A)™ 79 (N — \)™ 9k,

d.h., dieser Block hat einen Eigenwert );, falls fiir mindestens einen Index g; < n;
gilt. Dazu gehort ein Eigenvektor (zy,... xn_g)T € K"79 des Blocks S, der zu
einem Eigenvektor

F=(0,...,0,x1,...,xp¢) € K"

von A zum FEigenwert \; erweitert werden kann. Hieraus wird ein Eigenvektor
T2 von A, denn

A(TZ) =TAT Y TZ) =TAZ =TX; - Z = \; - (T%).

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass der Eigenvektor Z linear unabhingig

von den Kernvektoren 17%1'), e ,17§? ist, denn nach Konstruktion gilt T‘lﬁé? =
(0,...,0,1,0,...0)", wo die 1 unter den ersten g Komponenten des Vektors zu

finden sind. (Im Gegensatz dazu hat Z mindestens einen von 0 verschiedenen
Eintrag in den letzten n—g Komponenten.) Damit haben wir einen Widerspruch
zu g; < n;, da wir nun einen weiteren linear unabhingigen Eigenvektor zu \;

gefunden haben.
Q.E.D.

12.7.3 Diagonalisierung und Funktionalkalkiil

Der wesentliche Grund, warum man sich fiir die Eigenwerte und -vektoren von
Matrizen interessiert, ist die Tatsache, dass man mit Hilfe dieser ,,spektralen
Daten“ eine Matrix durch eine ,, Ahnlichkeitstransformation T~'AT auf Dia-
gonalgestalt bringen kann, was das Hantieren mit der Matrix einfacher macht.
Dies lauft darauf hinaus, statt der Standardbasis des K™ eine Basis aus Eigen-
vektoren der Matrix A zu benutzen, um die Vektoren des K™ darzustellen.
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Satz 12.97: (Diagonalisierung von Matrizen)

Sei A eine reelle oder komplexe n x n-Matrix mit den (eventuell
komplexen) Eigenwerten A1,...,\, und entsprechenden Eigenvektoren
T1y...,Zp, also ATy, = N\ Ty Sei T' = [¥1,...,%,] die Matrix, deren Spal-
ten aus diesen Eigenvektoren besteht. Es gilt

A1 0
AT =TD mit D =diag(A1,...,\n) = B
0 An
Sind die Eigenvektoren linear unabhéngig, so ist T invertierbar, und es

folgt
A=TDT™ %

Beweis: Nach Definition der Matrixmultiplikation gilt

AT = A[F,....0n] = [AT,..., AT

A1 0

und AZ, = A\ - T folgt AT =T D.
Q.E.D.

Folgerung 12.98:
Mit einer Diagonalisierung A =T DT~ gilt

A"=TDT'TDT ... TDT'=TDD..-DT'=TD"T".
—_— Y—— —
A A A
Die Potenzen von A sind damit auf Potenzen der Diagonalform D von

A zuriickgefiihrt, wobei D™ sich ohne grofie Rechnung durch Potenzieren
der Diagonalelemente ergibt:

n

Ao _ AL

A1
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Bemerkung 12.99: Hat man einen Eigenwert )\, der zu diagonalisierenden
Matrix gefunden, so kann man nach 12.97 irgendeinen dazugehorigen Eigen-
vektor Ty benutzen, die entsprechende Spalte von T' zu besetzen. Nun sind FEi-
genvektoren aber nicht eindeutig: ist &, ein Eigenvektor, so ist jedes Vielfaches
Y = cp Tr wieder ein Eigenvektor zum selben Eigenwert \i. Es gibt damit vie-
le unterschiedliche Transformationsmatrizen T', wahrend die Diagonalmatrix bis
auf Umnummerierung der Eigenwerte eindeutig ist. Wie kann das sein? Antwort:
die Transformationsmatrizen unterscheiden sich nur um eine Diagonalmatrix:

C1 0

T=1[1,. . Gn) =11y Cnn] = [T, ..., Tn) L =TC.
N————

Q4

In der Diagonalisierung fallt die diagonale ,,Skalierungsmatrix“ C' heraus, da die
Multiplikation von Diagonalmatrizen kommutativ ist:

A=TDT'=1TCD(TC)y'=T7CDC'T!

=TDccCc 't '=rDT"

Bemerkung 12.100: Da bei der Diagonalisierung die Invertierbarkeit von T
wichtig ist, niitzt es iiberhaupt nichts, triviale Figenvektoren ¥, = 0 zu betrach-
ten (die ja auch strenggenommen per Definition von Eigenvektoren gar nicht als
Eigenvektoren zuldssig sind).

Die Aufgabenstellung der Diagonalisierung lduft darauf hinaus, die Eigenvek-
toren zu allen Eigenwerten zu finden. Sobald man eine Basis von linear un-
abhéngigen Eigenvektoren gefunden hat, hat man die invertierbare Transforma-
tionsmatrix T gefunden, welche die betrachtete Matrix auf Diagonalform bringt.
Sind alle Eigenwerte verschieden, so existiert immer eine Basis von linear un-
abhéngigen Eigenvektoren. Bei entarteten Eigenwerten (mehrfachen Nullstellen
des charakteristischen Polynoms) ist dies jedoch nicht garantiert, und in der
Tat gibt es nicht-diagonalisierbare Matrizen (siehe Beispiel 12.91). Symmetri-
sche reelle bzw. hermitesche komplexe Matrizen sind immer diagonalisierbar,
selbst wenn die (bei Symmetrie/Hermitzitit der Matrix automatisch reellen)
Eigenwerte entartet sind.

Beispiel 12.101: Mittels Diagonalisierung kénnen wir fiir

A= L2
2 1
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eine explizite Darstellung von A™ fiir jedes n € Z ermitteln. Nach Satz 12.97 sind
alle Eigenwerte und —vektoren zu bestimmen. Die Eigenwerte sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

A-1 1
det(AT — A) = det =X\ —2)\+2
-2 A-1

(hier ist T die 2 x 2-Einheitsmatrix). Nach der Standardformel fiir die Nullstellen qua-
dratischer Polynome ergeben sich die komplex konjugierten Eigenwerte

Mao=1tvV-T=1=+i

Die Eigenvektoren zu A1 bzw. A\ findet man, indem man die Kernvektoren von A— M\, 1
ermittelt, d.h., die Gleichungen (A — A\, 1) @ = AT — A\ T = 0 lost. Mit dem GauB-
Algorithmus 12.64 gefolgt vom Entzerrungsalgorithmus aus Abschnitt 12.5.3 findet man

die Losungen
S (1 b S 1
1=\ w. Tr= o, . )

Die Transformationsmatrix 7' wird spaltenweise aus diesen Eigenvektoren aufgebaut,
die Inverse wird berechnet:

i 1
! U i R
T_(Q 2-1')’T _< _-)‘

Damit folgt die Diagonalisierung

()L ()

3 T
T b e
Dies liefert
(i1 1+ 0 -5
L2 2.4 0 (1—14)™ 1
2 4
T Dn o1

i1 —i+am L@ +a)m

_(2 2 z) o= =L (1—0)"
RO L N O ) L R G oS LU S )
I RN O ) L RN O ) I BN O ) L S G 1

Das Ergebnis muf} als Potenz der reellen Matrix A reell sein. Dies ist in dieser Darstel-
lung leider alles andere als offensichtlich. Uber die Polardarstellungen

14i=+2. et"%
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ergibt sich mit |1 + i| = v/2 und den Polarwinkeln +75:
(L4 i)" =22 etmid — gn/2. (cos (n %) +4-sin (n g))

Damit folgt

(A")12 Lo+ — 2. (1—i)n =-272"1.sin(n- T),
(A™)21 —i-(L4+d)" + i-(1—i)" = 2"/2F.sin(n- 7),
(A" = LA+ +32-1-9)" = 272.cos(n-%).

Insgesamt erhalten wir also in der Tat eine explizite (und nun recht einfache) reelle
Darstellung beliebiger Potenzen von A:

1 -4 " 2% -cos(n- %) —2271.sin(n-I)
( 2 1 > | 25t sin(n- ) 2% .cos(n- %) '

Satz 12.102: (Hamilton-Cayley-Theorem)

Das charakteristische Polynom von A € K™ " sei

paAN) = (=) AN+ - A4 e A F o
Dann gilt die Matrix-Gleichung
pa(A) = (D) A"+cp - AV b e Adcg-T =0 K™

Beweis: Fiir diagonalisierbares A = TDT~! mit D = diag(\y,...,A,) ist der
Beweis einfach. Mit A¥ = TDFT~1 und D¥ = diag(\}, ..., \F) folgt

pa(A1) 0
pa(A) =pa(TDT™Y) =Tpa(D)T =T 7!
0 pA()‘n)
0 0 0 0
=T 7! =
0 0 0 0

Die Aussage gilt auch fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen A, wobei der Beweis
aber deutlich aufwendiger wird (das lassen wir hier).
Q.E.D.
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Fiir Diagonalmatrizen D = diag(\1,...,\,) gilt DF = diag(\}, ..., A\F). Man
nimmt dies zum Anlass, fiir beliebige Funktion f : R — R bzw. f : C — C zu
definieren: f(D) = diag(f(A1),..., f(An)).
Definition 12.103: (Funktionalkalkiil)
Fiir eine Funktionen f : R — R bzw. f : R — R definieren wir die
Matrix-Auswertung dieser Funktion fiir eine diagonalisierbare Matrix A =
TDT-! € K™ mit D = diag(\1,. .., \,) mittels

f(A1) 0
f(A)=Tf(D)T =T 71

Beispiel 12.104: Wir betrachten f(z) = e*. Stellt man sich die exp-Funktion als die

Potenzreihe
N 2 a8
e :1+x+§+§+“'
vor, so liegt es nahe, die Matrixauswertung fiir A € K™*™ durch
A 1 2, 1 3
e =][+A+§-A +§-A + ... (#)

zu definieren. Fiir diagonalisierbares A = TDT~! mit D = diag(\y,...,\,) stimmt
dies mit der obigen Definition 12.103 iiberein:

1 1
eA=T1+TDT7' + o (TDT~1)? + Tk (TDT1)® + ...

1 1
:T(1[+D+5-D2+—-D3+...)T*1

3!
)\2
LA+ 5+ 0
=T Tt
0 T+ A+ 2+
eM 0
=T 7!
0 et

Die Definition (#) iiber die Potenzreihe ist dabei auch fiir nicht-diagonalisierbares A

sinnvoll.

Hier eine Anwendung:



292 KAPITEL 12. LINEARE ALGEBRA

Satz 12.105: (dynamische Systeme)
Sei A € K™" eine konstante Matrix. Die Lésung des Differentialglei-
chungssystems

ist

Beweis: Es gilt

4 tA—d—(][th Aty t ey )= A+t a2ty
T 2l 3! )T 2!

t2 t3
—A(T4+t A+ g AP A ) = Al
Damit ist Z(¢) = 4 #(0) in der Tat eine Losung der DGL:

— Z(t) = — " E(0) = A 2(0) = AZ(1).

Q.ED.

Beispiel 12.106: Betrachte das DGL-System

dz, ry  dxo
=g =, 2 =22 429,
7 1 1+ 22

27 dt
das als
i T . 1 —% T
dt To a 2 1 )

geschrieben wird. In Beispiel 12.101 war die Diagonalisierung

(1—§><i 1)<1+i 0 ><—§ i)
2 1 2 2.9 0 1—1 %_i

T D 1

gefunden worden. Die Losung der DGL ist damit

(2)- () () () ()

T et D T-1

S (s hmoe ) (e,
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also




