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Ubungsblatt 7

Abgabe von * Aufgaben bis zum 9.12.2002, 11°° Uhr, im Zettelkasten auf dem D1.

Aufgabe 27*: (2-dimensionale Fourier-Reihen. 10 Bonuspunkte)

Die Auslenkung u(x,y,t) einer am Rand des Quadrates [0, L] x [0, L] eingespannten Membran
ist bestimmt durch die Schwingungsgleichung uy = ¢ - (Uzz + Uyy), WoObei ¢ eine positive
Konstante ist, welche durch das Membranmaterial und die mechanische Spannung bestimmt
wird.

a) Lose die Schwingungsgleichung analog zu Aufgabe 26 unter den Randbedingungen
u(0,y,t) =0, w(L,y,t)=0, wu(x,0,t)=0, wu(z,L,t)=0
mit vorgegebenen Anfangsbedingungen ug und g:

u(z,y,t =0) = up(z,y), u(z,y,0)=1uo(z,y).

Ansatz:
o

u(z,y,t) = Z i biy ks, (t) - sin (%) - 8in (W)

k1=1ko=1

b) Bestimme die Grundfrequenz und die moglichen Oberfrequenzen der von einem quadra-
tischen Trommelfell erzeugten Tone. Warum klingt eine Trommel weniger harmonisch
als ein Saiteninstrument?

c¢) Bestimme die Losung zur Anfangsbedingung ug(z,y) =2 - (x — L) -y - (y — L)/L3 und
Ug (.’E, y) =0.

Musterlésung:
a) Der Ansatz

u(z,y,t) = i i bi, i, (1) - sin (Wkle) ,sin(ﬂ.k;-y)

ki1=1ko=1
erfiillt automatisch die Randbedingungen. Einsetzen in die Wellengleichung liefert die DGL

2 2. 72

s
E bklkZ(t) = T ’ (k% + k%) : bklkz(t)

mit der Losung )
bkl ko (0)

-sin(wp, ko, - ).
wkle ( 1R2 )

bk?lkz (t) = bklkz (0) ’ Cos(wklkz : t) +

Die (Zeit—)Frequenzen wy, j, sind dabei durch

c? -2 c-T
Wk ko :\/7 (k%‘Fk%) :T'\/k%—Fk%, ki,ko € N




gegeben. Mit der Losung

S . (Tmk1-x . (T k-
u(z,y,t) = Z Zbk1k2 - cos(Wky ey - ) - sm( £ )-Sm( Lz y)

kl 1 ]{32 1
N = Dy (0) ymeokieaN . (mokey
+ - sin(wk, k ~t)~s1n< )~sm( )
klzzl k2Z:1 wkle e L L

stellen sich

bry &, (0) = / / uo(z,y) sm(k1 T x)~sin(%) dx dy

bzw

. k k

bi,k,(0) = / /uoxy sm(1 wm) sm(2ﬁy>dxdy
als die Fourier—Koeffizienten der Anfangsbedingungen ug(z,y) bzw. tg(x,y) heraus. Man stelle sich
dazu die Anfansbedingungen jeweils ungerade auf das Gebiet ([—L, L] x [0,L]) U ([0, L] x [-L, L))

fortgesetzt vor: ug(—x,y) = —uo(z,y), uo(z, —y) = —ug(z,y).

b) Die von der Trommel erzeugten Téne (Frequenzen) sind

Whiky = % A/ kT + k3, kikaeN.

Die Grundfrequenz ist

die ersten Oberfrequenzen sind

c-T 5
w12:w21=T'\/5=\/;'wozlf)g'wo,
w22=ﬂ'\/§=2'w0,

L

W13:W31:C.T7r-v1 :\/5 w0~224 wo,

. /13
WQ3:W32:CJ'V1 = —«w0z2.55'w0,

L 2

. /17
W14ZW41:%'\/17= 7-(,00’&12.92'&)0,

CcC-T
W33 = Wa3 =~ -V18 =3 - wy



usw. Also: neben den ganzzahligen Vielfachen der Grundfrequenz gibt es noch weitere Tone, die nicht
harmonisch zum Grundton liegen (harmonisch = ganzzahlig vielfache Frequenz). Dies ist der Grund,
warum Trommeln weniger harmonisch als Saiteninstrumente klingen.

¢) Fiir die Anfangsbedingung ug(z,y) = -(x—L)-y-(y—L) /L3 berechnet man die Fourier—Koeffizienten

4 Lok . (kT . (ko
bk1k2(0)2ﬁ~/0 /0 uo(a?,y)~81n(1T)-sm(2Ty) dx dy

:%-%-(/()Lx-(x—L)-sin(ﬁ.#) dw)-(/jy-(y—L)-sin(kz.—;j-y) dy)

4 2. L8 (~DM -1 203 (DR -1 16-L (1—(-1)k) (1— (1))
L5 73 k3 73 k3 b kS - k3

. 4 Lok . (kT . (ko-T-
biy ko (0) = 7 -/0 /0 to(x,y) - sin (IT> - sin (QTy) dx dy = 0.

Die Losung ist also

64- L cos(Wpyky 0 t) . (moki-x (ko y
u(w,y,t) = prc E E =R ké -sin ( 7 ) - sin (7[/ )
k1=1,3,5,... ka=1,3,5,...

bzw.

Die geraden Indizies ki, ko sind nicht beteiligt, das Klangspektrum ist damit gegeben durch die
Frequenzen

Wy =wy1 = wo, Amplitude = 1,
w31 =wiz = V5-wy, Amplitude = 2%,
w33 = 3-wp, Amplitude = ﬁ,
wsi =wis = V13-wp, Amplitude = 1%5’
wss =wss = V17-wp, Amplitude = ﬁ,
wss = 5-wp, Amplitude = ﬁ
(mit den Amplituden %, die in der Mitte des Gebiets, also fiir = y = L/2, erzeugt werden).

Aufgabe 28*: (Ortsverschiebung und Frequenzverschiebung. 10 Bonuspunkte)
Sei f € Li(R) und f = F[f].
a) Zeige fiir g(x) = f(z — x0): Flgl(k) = eF0 - F(k).

~

b) Zeige fitr g(x) = €< . f(a): Flgl(k) = Flk — ko).



Musterlosung:

a)
Flgl(k) \/21—71' : [ flz —x0) - e T gy = \/21—71' . [ flz —x0)- e~k (Z=0) 1, . o kw0
(y=z—w0)_ 21. - ) [w Fy) - e~k dy - e~ ikwo _ FIf(k) - e—ik-T0.
b)

Flolk) = = /,Oo T f(x) TR dr = ¢21—7r ‘ / " flw) e R0 gy Ff](0 — o).

Aufgabe 29*: (Sinus— und Cosinus—Transformation. 10 Bonuspunkte)

a) Sei f eine gerade bzw. ungerade L;—Funktion. Zeige

Fy =200 =2 [ o) ot )
bzw.
i Flk) =i FLA(K) = \/%/0 F(@) - sin(k - ) da.

Zeige, dass die Riicktransformation sich durch

FUF)() = @ ~ /0 ) - cos(h - 2) di
bzw.
FF () = \/g /Ooo(z‘ - F(k)) - sin(k - z) dk
ergibt.

b) Sei f € Li(R) stetig und f = F[f] € Li(R). Zerlege f mittels f(z) = w +

M in einen geraden und einen ungeraden Anteil und zeige:

3=

fla)= o [ eosthea) ([ (€ costh ) de) a
o [Csinteea) - (74 sinlh-€) de)

'/Ooo (] 1€ costh: (o - ) de) a

3| -



Musterlosung:
a) Sei f gerade/ungerade: f(—z) = +f(x

~

fy = Finw = ([ s e [ e a)

(y::_Z) Nox . </0°° f(=y) - et kY dy + /000 flz) - ek d.%')
1

= . /000 f(x) - (:I: etk g e_i'k'm) dx.

2 o0
Fiir gerade Funktionen folgt: fk) o / f(x) - cos(k - ) du.
- T 0

~ 2 o0
Fiir ungerade Funktionen folgt:  f(k) = o / f(x) - (i) - sin(k - x) dz.
T 0

Zu den Umkehrformeln: beachte, dass mit den obigen Formel ffiir gerades/ungerades f automatisch
wieder gerade/ungerade ist. Analog zu oben folgt damit

FUfle) = '(/Ooof(k-’“dk+/ Flk) - e ar)

m-(/ooof(— _“””dm—&—/ Flk) - e d)
1 .

— N . /OOC fk)- (ei'k'm + eii'k'x> dk.

~ 2 oo

Fl@) = <=+ [ 7 cos(ie-a) a.
Fiir ungerade Funktionen folgt: ~ F~'[f](z) = \/227 : /0 b F(k)-i-sin(k - z) dk.
b) Setze fo(x) = (f(z) + f(=2))/2, fu(z) = (f(z) — f(=x))/2. Es gilt

FIf1(k) = Flfg + ful (k) = Flfl (k) + Flful(k)

—

Fiir gerade Funktionen folgt: F-

8

HQ

/ fu(x) - sin(k - z) dz.

) - cos(k - x) d:c+f
i V27

Ja(k) fu(k)

Da sowohl f als auch f = F[f] in L1(R) liegen sollen und f stetig ist, ist f iiberall durch die
Riicktransformation darstellbar:

f@)=F ' f(@) = FFl(x) + F A ()
~ 2

2 oo
:\/ﬂ./o fg(k)~cos(k-x)dk+m

./Ooo(i-ﬁ(k))-sin(k-x)dk.



Mit

folk) = \/ﬂ/o fo(x) - cos(k - x) do = m'/_oofg(x)-cos(k~x)dx
1 o 1 oo
- /2.ﬂ'-/_o£f(x)_%i(f(kl_'xzda:= \/ﬂ'/_oof(x)‘cos(k'x)dw
und ) -
Fulk) = \/ﬂ / = fu(®) - sin(k - z) do = /—2-7r./ g'fu(x)-sin(k:-x)d:c
1 1 ) B 1 . ool )
= 2.7{/_0@5 () = fol)) -sinlh - ) doe = —— /_Oo f(z)-sin(k - z) d
ungerade bzgl. x
folgt

f@)= — -/Ow(\/;_—ﬂ-/_o;f(f)-COS(k-ﬁ)df)~COS(k-w)dk

\/227/0001(1 \/_/ f(¢ sin(k:f)d{)-sin(k-x)dk

- L / / f(¢ cosk §) - cos(k-x)+sin(k~£)-sin(k-x))dgdk

™

- %-/ODO(/_Zf(f)~COS(k-(x—£))d€)dk

+

Aufgabe 30*: (Shannons Abtasttheorem. 10 Bonuspunkte)

Sei f € L1(R) und stetig. Die Fourier—Transformierte f: Ff] sei stiickweise glatt und habe
einen ,beschrinkten Triger“: es gelte f(k) = 0 fiir alle Frequenzen k mit |k| > Kj. Zeige:
fiir jedes K > K kann die Funktion f aus den diskreten Werten f(j - 7/K) mit j € Z
rekonstruiert werden:

ZZ f(jl-{W)'sin(K-m—j-ﬂ) Ve € R,

ez K-x—j-m

Anleitung: Setze die Fourier—Transformierte 2 - K—periodisch fort und stelle f auf [—K, K]
durch ihre Fourier—Reihe dar. Die Fourier—Koeffizienten von j/”\ ergeben sich aus den Ab-
tastwerten von f. Stelle f durch die Fourier—Riicktransformation von f dar, und setze die
Fourier—Reihe von fein.



Musterlosung: R

Die Fourier—Transformierte ist als f stiickweise glatt vorausgesetzt und erfiillt also iiberall Dirichlet—
Bedingungen. Die 2 - K—periodische Fortsetzung wird damit fast {iberall durch ihre Fourier—Reihe
dargestellt:

1

K
f(k) _ Z /C\] . ei.j.k.2~7r/(2~K)’ Ej _ ﬁ / f(k) . e_i.j.k.g.ﬂ/(g.K) dk.
jez ’ -K

Da f als stetige Funktion, die nur auf einem endlichen Bereich Werte # 0 annimmt, in L; (R) liegt,
wird f iiberall durch die Fourier—Riicktransformation dargestellt:

1 K ;
= : k)" dk.
f@) = <=+ [ F)-e
Vergleich der Formeln fiir ¢; und f(x) liefert:
N V2. .om
6 =5 f(-i %) (#)

~

Einsetzen der Fourier-Reihe von f(k) in die Fourier-Riicktransformation liefert

1 K - . C; K
f(ZII) — . Z /C\j X ez-g~k<2-7r/(2-K) . ez-z~k dk = Z J . ez-k-(]-ﬂ'/Ker) dk
vV 2.7 —-K \/2 - T

JET jez -K

Z /C\j ei-K-(j~‘n'/I(+z) _e—i-K-(j-Tr/K+r)
"L s TG AR D)
_Z cj 2~Sin(K-(j~7r/K+x))_Z ¢;-2-K sin(j -7+ K-x)
= 2 jom/K+x - N jorta-K

Mit (#) und der Umsummation j — —j erhélt man die Abtastformel:

f(l,)zzf<_]%>sm(J7r+Kx) (G—=9) Zf(%)sm(Kz_]ﬂ)
JEL ez

JEL

jomtz-K) K-z—j-m

Aufgabe 31: (DFT und die periodische Version des Abtasttheorems. 0 Bonuspunkte)

K :
a) Leite die Formel Z eI = sm((K 1/2) o) her.
Py sin(a/2)

b) Zeige die folgende Variante der DFT: Fiir

K
1 .
dk Z fj . 671‘]~l€~2~71'/(2-K+1)7 k— —K, . ,K

2 K+1



gilt die Umkehrformel — f; = Y dg-e7F2mW/CEIN 5= g K.

k=—K
Anleitung: vollziehe die Orthogonalitédtsargumente in der Herleitung der DFT—Umkehr-
formel des Skripts nach. Hierbei ist a) hilfreich.

c) Sei f eine stetige L—periodische Funktion, nur endliche viele der Fourier-Koeffizienten
von f seien ungleich Null: ¢, = 0 fiir alle Frequenzindizes k mit |k| > K. Wenn f iiberall
durch seine Fourier-Reihe dargestellt wird (also f ein trigonometrisches Polynom ist),
so kann f fiir jedes ganzzahlige K > K\ durch 2- K + 1 Werte f(j-L/(2- K + 1)) mit
j=—K,..., K rekonstruiert werden:

2-K+1 .
ZELL ;o)

X i Ly sin (&7 =
f(x>—j;Kf<2.K+1> (2.K+1)-sin($'%_%>‘

Anleitung: Unter der Voraussetzung, dass die Fourier—Reihe von f nur endlich viele
Terme enthélt, wird die Fourier-Entwicklung von f zu der in b) disktuierten DFT: die
Fourier-Koeffizienten sind durch die DFT der Abtastwerte f; = f(j - L/(2- K + 1))
gegeben. Mit der Hilfsformel aus a) wird die Fourier—Reihe von f(x) zur Abtastformel.

Musterlésung:
a) Mit y = e¥®, y=l =70

0

K K K K
DA S G0 LRSS (0 LS S (TR KR S
j=—K Jj=0 Jj=0

j=—K §=0
_ y—(K-i-l) -1 N yK-i-l -1 o _(y—(K+1) _ 1) .y_’_yK-ﬁ-l -1 .
y—1—1 -1 y—1
gy (K1) y+yK+1 oy (K1) y+yK+1 oy~ (K+1/2) 4 K+1/2
- y—1 - 1/2 . (y1/2 1/2) - y1/2 _ y’1/2
7(6i.a)7(K+1/2) + (6i~a)K+1/2 767i-a<(K+1/2) Jrei.oé.(l{+1/2)
= (et 0)1/2 — (gra)=1/2 - cia/2 _ g—ia2
_ sin((K 4 1/2) - «)
sin(a/2) '
K
b) Wir gehen zuriick, in dem wir von f; = Z dy, - "I F 2T/ 2K+ grarten und zeigen, dass di =
k=—K

5 K 1 Z fi- e Hik 2/ (2 K41 gilt. In der Tat: mit der Hilfsformel aus a) folgt fiir jedes k' €



{-K,...K}:

K K K
Z £ e~ ik 2/ (2 K+1) _ Z Z dp - I k2T (2 KAL) | ik 2/ (2 K 41)
j=—K j=—K k=—K
K K K in((K+1/2)- (K —k)-2-7/(2-K +1
S g 3 () - 3 L (K +1/2)- (6 = k) 27/ K +1))
k=—K  j=—K =K sin ((k’ —-k)-2-w/(2- K+ 1)/2)
K .
sin((k' — k) - )
= dy; - =2-K+1)- -dp
Z " sin((k — k) -7/(2- K + 1)) (2-K+1)-d

(alle Terme k # k' verschwinden). Man erhilt also den Zusammenhang zwischen den f; und den dj
durch:

K
]. Lol
) = — . . —i-j-k '2'#/(2’K+1)
W=y 2 e :
j=—K
¢) Nach Voraussetzung soll gelten f(x Z e - €e" k2ma/L Rir o = j-LJ)(2 K + 1) ergibt sich
k=—K

j-L -
Y B R ijke2em /(2 K41)
fi = H375%) 3 e .

Dies ist die in b) vorgestellte Variante der DFT: die Fourier-Koeffizienten ¢ von f(x) sind die diskreten
Fourier—Koeffizienten des Datensatzes (f;) der Lange 2 - K + 1, also:

K
1 .
e — L —tjk2m/(2-K+1)
s Su NP D :
j=—K
Damit erhilt man letztlich:
= cerhrma/l — . ek 2m/(2K41) | pick-2ma/L
_che _22.[{4_1‘2]36] e
k=—K j=—K
K K
= . ik-2m(x/L—j/(2-K+1))
,Z 1 2-K+1 K+1 Z
j=—K k=—K

K sin((K+1/2)-2-77-(x/L—j/(2~K+1)))

= @K sin(re (/L /2 K + 1)

2-K+1
K SIH(TFJ?T_F—.]?T))

i : I
=K (2-K+1)~sm(x~zf]-m>




Aufgabe 32*: (Eine ,Unschirferelation®. 10 Bonuspunkte)

Zeige, dass es ausser der Nullfunktion keine stetige Funktion geben kann, die einen , be-
schrankten Triager” hat (d.h., es gibt ein L > 0, sodass f(x) = 0 Vz mit |z| > L) und deren
Fourier—Transformierte ebenfalls einen beschréinkten Tréger hat (also F[f](k) = 0 Vk mit
|k| > K fiir ein K > 0).

Anleitung: die Abtastformel aus Aufgabe 30 wird zu einer endlichen Summe.

Musterlésung:
Betrachte die Abtastformel

fl@)=>" f(jkﬂfsm(K'x_j'”) vz € R

= K-z—j-7

fiir eine Funktion, deren Fourier—Transformierte einen beschréankten Tréger hat. Nimmt man zusétzlich
an, dass die Funktion f ebenfalls einen beschriankten Triager hat, so wird aus der Abtastformel eine
endliche Summe:

(@) :zj: f(jKﬂ'> sin(K -z —j-m)

K-z—j-7

=(-1) =0

— jom\ sin(K -x)-cos(j-m)—cos(K - x) -sin(j - )
zj:f(K> Kow—j-m

- (Z f(jkﬂ-> . K(xi);W> -sin(K -x) Vo eR.

Die Funktion

S ) w

ist aber eine rationale Funktion in x, die ausserhalb eines Intervalls identisch verschwinden miisste.
Widerspruch!




