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Ubungsblatt 5

Abgabe von * Aufgaben bis zum 25.11.2002, 11°° Uhr, im Zettelkasten auf dem D1.

Aufgabe 19*: (Fourier-Entwicklung von Fourier—Reihen. 10 Bonuspunkte)

(Aus gegebenem Anlass) Eine (glatte) Funktion sei punktweise als Fourier—Reihe gegeben:
(0.9}

flx) = Z ¢ - €°F T Zeige, dass die ¢, die Fourier—Koeffizienten von f sind.
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Anleitung: vertausche hemmungslos Summen und Integrale.

Musterlésung:
Die Fourier—Koeffizienten ¢; von f sind gegeben durch
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Aufgabe 20*: (Zum Gibbsschen Phénomen. 10 Bonuspunkte)

Betrachte das Gibbssche Phénomen fiir die Fourier—Approximation So,_1 der Sprungfunk-
tion H, die von H(z) = 0 fir x < 0 auf H(z) = 1 fiir x > 0 springt. Nach der ersten
, Uberschwingung® bei # = 7/(2 - n) (lokales Maximum) folgt eine ,,Unterschwingung®
bei # = m/n (lokales Minimum). Berechne den numerischen Wert von Si,—1(z) an dieser
Stelle fiir grosses n und folgere, dass die Liicke zwischen dem letzten lokalen Maximum
der Fourier—Approximationen vor dem Sprung und dem ersten lokalen Minimum nach dem
Sprung etwa 90% der Sprunghohe betrigt.

Musterlésung:
Wir folgen der Diskussion des Abschnitts 1.3.5. des Skripts. Fiir die Fourier—Reihe S5, _1 zu H hatten
wir die lokalen Extrema gefunden:
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Die zweite positive Nullstelle & der Ableitung (das gesuchte Minimum) ist durch j = 2 gegeben, also
& = m/n. Der Wert von Sa.,—1 an dieser Stelle ist
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Die Summe 148t sich analog zur Diskussion im Skript interpretieren. Betrachte dazu das Integral
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>> numeric::int(1/PI*sin(y)/y, y = 0..2%PI)

0.4514116668

Zerlege das Integrationsintervall [0, 2 - 7] durch die n Stiitzstellen y,, = W, (m=0,....,n—1)
in dquidistante Intervalle der Linge 2 - w/n. Fiir n — oo konvergieren die Riemann—-Summen gegen
das Integral:
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Die Hohe des ersten positiven Minimums der Fourier-Approximation konvergiert damit fiir n — oc:
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Szn-1(§) ~ 5+ — /O Smy(y) dy~ 5 +0.4514.. ~ 0.9514...
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Das letzte Maximum vor dem Sprung ergibt sich bei x = —¢£, aus Symmetriegriinden hat man
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Das ergibt folgende Differenz zwischen dem letzten Maximum und dem ersten Minimum:

2 2.
San-1(8) = San-1(~€) = = - / Smy(y) dy ~ 0.9028... (~ 90% der Sprunghéhe).
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Aufgabe 21*: (10 Bonuspunkte)
a) Zeige: i 1 7T—2
k2 6
1)k+1

b) Identifiziere den Reihenwert Z Tz

k=1
Anleitung zu a) und b): Betrachte die Fourier—Entwicklung von f(z) = |z|- (7 —|z|) (|| < 7)

und werte an geeigneten Punkten aus.



Musterlosung:
Die Funktion ist ungerade, die Fourier—Koeffizienten
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aoz—-/ f(ac)dacz—-/ z-(m—x) dx,
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ak:;o/() f(a:)'cos(kmc)dx:;
ergeben sich mit MuPAD zu:

~/Oﬂx~(7r9:)~cos(k':z:)d:z:

>> al[0]:= 1/PIxint(x*(PI - x), x = 0..PI)

>> assume(k <> 0):
>> alk]:= 2/PI*int(x*(PI - x)*cos(k*x), x = 0..PI);

/ 2 sin(k PI) - k PI cos(k PI) PI \

>> assume(k, Type::Integer):
>> simplify(alk]):
k
2 (- kPI -k PI (-1))

>> factor (%) ;

Fiir ungerades k verschwinden diese Koeffizienten. Ergebnis:

cos(2-x) cos(4-x) cos(6-x)
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Da die Funktion stetig und iiberall beidseitig differenzierbar ist, stellt nach dem Dirichlet—Kriterium
die Fourier-Reihe die Funktion an jedem Punkt dar. Fiir = 0 folgt:
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Fir x = § folgt weiterhin
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Aufgabe 22%*: (Die Warmeleitgleichung. 10 Bonuspunkte)
Betrachte die Temperaturverteilung U(X,t) eines Stabes, der sich von X = 0 bis X = L
erstreckt. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 habe er die vorgegebene Temperaturverteilung U(X,0) =
Up(X). Die Enden des Stabes werden auf den konstanten Temperaturen U(0,t) = Tp und
U(L,t) = T1 gehalten. Die zeitliche Dynamik der Temperaturverteilung wird durch die par-
tielle DGL (“Wérmeleitgleichung”, “Fouriersches Gesetz”)

0 0?

beschrieben, wo ¢ > 0 die (konstante) “Wirmeleitfihigkeit” des Materials ist, aus dem der
Stab besteht.

a) Finde alle “stationéren” (zeitunabhéngigen) Losungen der Wérmeleitgleichung.

b) (Transformation auf homogene Randbedingungen)
Setze u(z,t) = U(X,t) — Ty — (Ty — Tp) - 5 mit « = T2 Zeige, dass u(z,t) die DGL

c-m2 02

9 u(z, t) = PR u(w,t) (#)

ot
und die “homogenen” Randbedingungen
u(0,t) = u(m,t) =0

fiir alle Zeiten t erfiillt.



c) Setze fiir die Losung u(z,t) = Y poq b(t) - sin(k - ) mit (zeitabhéngigen) Fourier—
Koeffizienten b (t) an. Die Randbedingungen u(0,t) = u(m,t) = 0 sind damit auto-
matisch erfiillt. Setze den Fourier-Ansatz in die Warmeleitgleichung (#) ein. Fir die
einzelnen Fourier—Koeffizienten by (t) ergibt sich jeweils eine einfach zu losende gewhn-
liche DGL. Zeige, dass die Warmeleitgleichung durch

u(@, ) =Y bp(0) - e FV in( - x)
k=1

mit beliebigen Konstanten by (0) gelost wird. Warum sollte hierbei nur ¢ > 0 betrachtet
werden? (Beachte das Abklingverhalten der Fourier—Koeffizienten zu einem gegebenen
Zeitpunkt ¢.)

d) Gegeben sei eine Anfangsbedingung u(x,0) = ug(x) mit 0 < x < 7 zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Wie 148t sich jede auf dem Intervall (0, 7) gegebene Funktion ug(x) in eine Sinus-Reihe
entwickeln? Wie ergibt sich mit ¢) diejenige Losung der Warmeleitgleichung (fiir ¢ > 0),
die zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangsbedingung u(z,0) = ug(x) erfillt?

e) Betrachte L = 1, die Randtemperaturen 7Ty = 1, 77 = 2 und die Anfangsbedingung

U(X,0)=1415- % —14. <£)2, 0<X <L
L L

Sei ¢ = L?/10. Berechne mit MuPAD die Fourier-Koeffizienten der U(X,0) entspre-
chenden Anfangsbedingung u(z,0). Baue daraus mittels ¢) die Fourier—Entwicklung der
Losung u(z,t) bzw. U(X,t) zu Zeitpunkten ¢ > 0 auf.
i) Berechne eine numerische Approximation von U (%, 3.7).
ii) Plotte U(X,t) fiir t = 0,1,2,4,8 in einer gemeinsamen Graphik.
Relevante MuPAD-Funktionen: assume, int, sin, exp, _plus, plotfunc2d.

Musterlésung:

a) Mit % U(X,t) = 0 wird die Warmeleitgleichung zur gewshnlichen DGL fili([é = 0 mit der allge-
meinen Losung U(X) = a+ b - X. Anpassen an die Randbedingungen U(0) = Ty und U(L) = T}
liefert a = Ty und b = (Ty — Tp)/L, d.h., die stationdre Losung der Wirmeleitgleichung zu den

Randbedingungen U(0) = Ty, U(L) = T} ist:

UX)=To+ (Ty = Tp) -

S

b) Per Kettenregel der Differentiation folgt mit X = X (z) = £2:

% u(z,t) = % (U(X(m),t)_TO_(Tl _TO)_Xéx))
(e (vonn -t 5)) 2 o L (B v - BT



und analog

o? o (L 0O Ty — 1Ty
gz wet) = 5 (T g UKD = =)
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Mit % u(z,t) = % U(X,t) ergibt sich

U(X,1).

2 L2 2

0 0

Randbedingungen: Aus U(0,t) = T folgt
Mwy{mxof%fmf%y—x = U(0,t) — Ty = 0.
X=0

Aus U(L,t) = Ty folgt mit X(x),_ = L:

T=T7

u(m,t) = (U(X,t) Ty~ (Ty — To) - %

)| — U(L,t)~T) = 0.

¢) Fir den Fourier—Ansatz werden nur sin—Terme gewiihlt, da dadurch die Randbedingungen

u(0,t) = > b(t) -sin(k-0) =0, u(mt) =Y b(t)-sin(k-m) =0

k=1 k=1

automatisch erfiillt sind. Einsetzen des Fourier—Ansatzes in die Wérmeleitgleichung liefert

d 0 < : o (4 .
pn u(x,t) = En ’; bi(t) - sin(k - z) = g (E b;g(t)) -sin(k - x)
c-m? 02 c-m? 9 & :
=5 gp UEt) = 3 5 ]; be(t) - sin(k - x)
-2 0% . ¢ o :
=7z Z br(t) - 922 sin(k - x) = 72 Z bi(t) - (—k) - sin(k - z).
k=1 k=1

Vergleich der einzelnen Fourier—-Moden in

liefert die gewohnliche DGL

mit der allgemeinen Lésung



Nach Konstruktion erfiillt damit
u(z,t) = Z br(0) - e kI/LE sin(k - x)
k=1

fiir jede beliebige Wahl der Integrationskonstanten by (0) die Wirmeleitgleichung und die Randbedin-
gungen u(0,t) = u(r,0) = 0.

Beachte, dass die Fourier—Reihe der Losung fiir t > 0 mit Sicherheit und sehr schnell konvergiert, da
die Fourier—Koeffizienten

bio(t) = by (0) - e~c™ K t/LE
exponentiell schnell in k abfallen (beachte ¢ > 0, t > 0). Fiir t < 0 wird man in der Regel auf
Konvergenzschwierigkeiten stoen, da die obige Fourier—Reihe nur dann konvergiert, wenn die by (0)
so schnell in k abfallen, dass das exponentielle Wachstum der Faktoren e—em K /LY gt < ()
aufgefangen wird. Also: wir betrachten nur noch ¢ > 0.

d) Setzt man in der obigen Lésungsformel ¢ = 0, so ergibt sich
u(z,0) = Z bx(0) LememkH0/LE -sin(k - x) = Z bi(0) - sin(k - ).
k=1 k=1

Damit stellen sich die Integrationskonstanten by (0) in der Tat als die Fourier—Koeffizienten von
u(z,0) = up(x) heraus.

Frage: 148t sich jede Funktion ug(x) mit € (0,7) in eine Sinus-Reihe entwickeln (wo bleiben die
Cosinus—Terme)? Antwort: Die Sinus—Terme reichen! Setze wug(x) (definiert auf (0, 7)) ungerade auf

das Interval [—m, 7] fort. Die iibliche Fourier—Entwicklung auf [—m, ] liefert dann eine Sinus—Reihe.
Also:

0) Gegeben ug(x) mit 2 € (0, ).
1) Berechne die Fourier—Koeffizienten von ug(z) iiber die Formel fiir ungerade Funktionen:

bk(O):%-/O ug(x) - sin(k - x) de, ke N.

2) Die Losung der Wirmeleitgleichung ist gegeben durch
u(z,t) = Z bx(0) - emem kT H/LE sin(k - x)
k=1

mit den in 1) berechneten Werten by (0).

e) Wir rechnen die physikalischen Vorgaben U(X,0) auf u(x,0) = U(X,0) — Tp — (Ty — Tp) - % =
U(X,0) —1— % um (beachte & = £):

B X X\2 X X-(L-X) z-(m—x)
Wir ziehen die in d) aufgestellten Schritte 1), 2) mittels MuPAD durch. Zunéchst werden die Fourier—
Koeffizienten der Anfangsbedingung symbolisch ermittelt:



>> assume(k <> 0):
>> blk]:= 2/PI*int( 14*x*(PI - x)/PI"2*sin(k*x), x = 0..PI);
>> assume(k, Type::Integer):
>> blk]:= simplify(b[k])
k
2 (28 (-1) - 28)

Hiermit ergibt sich nach ¢) die Losung u(x, t) bzw. U(X, t), die hier mittels n = 20 mit 10 Sinus-Termen
approximiert wird (die Koeffizienten mit geradem & sind 0):

>> TO:= 1: T1:= 2: L:= 1: c:= L"2/10:

>> b:=k -> 56%(1 - (-1)"k)/PI"3/k"3:

>> n:= 20:

>> u:= (x, t) -> float(_plus(b(k)*exp(-c*PI"2/L"2xk"2*t)*sin(k*x) $ k = 1..n)):
>> U:= (X, t) -> u(X/L*PI, t) + TO + (T1 - TO)*X/L:

Eine numerische Approximation der Temperatur in der Stabmitte fiir ¢t = 3.7:

>> U(L/2, 3.7);
1.59371993

Hier die Graphik der Losung zu verschiedenen Zeiten:

>> plotfunc2d(U(X, 0), U(X, 1), UX, 2), UK, 4), UX, 8), X =0..L)

Nach kurzer Zeit hat sich die Temperatur “gleichméflig” verteilt. Genauer: sie hat sich der stationdren
Losung angenihert, die linear von U(0,t) = 1 auf U(L,t) = 2 ansteigt (¢ > 0).




