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Aufgabe 18*: (Eine Anwendung. 10 + 10 + 10 + 10 Bonuspunkte)

In dieser Aufgabe soll eine Differentialgleichung mit periodischer Inhomogenitét auf 2 Weisen
gelost werden: 1) “analytisch”, ii) iiber Fourier—Entwicklung. In iii) soll verifiziert werden, dass
die Losungen in der Tat iibereinstimmen. In iv) wird eine konkrete Inhomogenitit betrachtet.

Technischer Hintergrund:

Gegeben sei ein sogenanntes “RC-Glied”, das aus einem Ohm-
schen Widerstand R und einem Kondensator der Kapazitit C I
besteht. Es wird eine periodische Eingangsspannung U (i) (t)
angelegt, man interessiert sich fiir die Ausgangsspannung R
y(out) (t) am Kondensator. Es gilt Uln) = R. T4+ U©u) wobei [ (in)

die Stromstirke I iiber I = Q = C - U(°%) mit der Ladung S
Q = C - U des Kondensators zusammenhéngt. Damit ist das

C == {lout)
Ausgangssignal gegeben als Losung der Differentialgleichung

®
[ ]

7.l pglwt) — yin) (it r = R- C).

i.a) (Vollstdndige analytische Losung) Zeige, dass die Ausgangsspannung durch

eft/’r
U(out) (t) _ U(out) (0) . e—t/r +

. /t ST Ul (g de

T 0
gegeben ist. Anleitung: Variation der Konstanten.

i.b) Das Eingangssignal U™ (t) sei 2 - m—periodisch. Die in a) gefundene Lésung U©“) be-
steht aus einem exponentiell abklingenden Anteil U, (out) (t) (mit 1tlim o (t) =

transient transient

0) und einem periodischen Anteil U;Z;ff 3dz‘ .(t). Versuche, die in a) gefundene Darstellung

entsprechend zu zerlegen. Die Antwort ist:

U(out)

transient
7\

U(out) (N L9+ At) _ 67(N'2'7T+At)/7' . (U(out) (0) o UO)

1 At )
NS (Uo+;- / /7 ) () dn)
0

(out)
periodic




ii)

iii)

mit N € Ny, At € [0,2 - 7) und

1 I :
Up=—— —- / T U () dn.
0

e2m/T -1 T

Anleitung: Zerlege die Zeit t nach Perioden von 27, alsot = N -2- 7+ At mit N € Ny
und At € [0,2 - 7). Zerlege das Integral in der Losungsformel in a) in eine Summe von
Teilintegralen iiber jeweils eine Periode [k-2 -7, (k+1)-2-7) (mit k € {0,1,...,N—1})
und ein Restintegral der Lange At. Der explizit von der Periodennummer N abhingende
Teil der Losung konvergiert gegen 0. Der restliche Anteil héngt nicht von N ab und ist
damit periodisch.

(Losung iiber Fourier—Entwicklung) Zeige: fiir ein Fourier—entwickeltes Eingangssignal
Ui ¢ = m) —l—Z( (in) ~cos(k - t) + bgn) -sin(k-t))

ergibt sich die Fourier—Entwicklung des periodischen Anteils des Ausgangssignals zu

o = Out —1—2( (out) ~cos(k - t) + b,(:ut) -sin(k-t))

pemodzc

mit

Jlout) _ ) (out) _ al™ — k-7 b plout) _ B 4 k- al™

L R L S ) S (k> 0).

Anleitung: Rechentechnisch ist es einfacher, die “komplexen” Entwicklungen

U(zn Z C(Zn . i N ’ U(out) (t) _ Z Cg)ut) . €i‘k‘t
k=—0oc0 k=—oc0
outy _ "
betrachten. Es ergibt sich: ¢;”" = —% — k€ Z.
Zu betracnten. S ergl sic Ck: 1—*—2]{7" S

(Vergleich der analytischen Losung mit der per Fourier-Entwicklung gefundenen
Losung) In i.b) war die Darstellung

t _ 1 At 4
Ulggfw)dic(]\f 2-m+At)=e At/ (Uo + o ; e/ U(m)(n) dn)
des periodischen Lisungsanteils gefunden worden. Setze die Fourier—Entwicklung des
Eingangssignals ein und verifiziere, dass sich die in ii) gefundene Fourier—-Entwicklung
von U ergibt.



iv) (Ein konkretes Beispiel). Als Eingangssignal wird eine periodische Rechteckschwingung

der Grundform
{ 1 fiir ¢t € [0,7),

(i) 4y —
U -1 firtem2 )

angelegt. Berechne das Ausgangssignal nach langer Zeit.

Hier ist die graphische Antwort zu iv) (mit 7 = 1):

1 =

o *

-0

-1

Musterlésung:

i.a) Die Losung der homogenen DGL 7 - U(©%) 4+ 7(©ut) = ( ist offensichtlich U (t) = ¢- e~*/7 mit
einer beliebigen Konstanten ¢. Durch Variation der Konstanten, also durch den Ansatz U9 (t) =
c(t) - et/ erhilt man fiir die inhomogene DGL:

T U@ 4 UCH @) =7 ¢(t) - e T —c(t)- e VT +et)- e VT =0 (1)
et/T

= Ht)=— - UM(1).

T

Durch Integration folgt
I ;
o) =c0)+ 7+ [ e/ Ume) de

T Jo
und damit
t ) €_t/T
Uteu (t) = (c(o) + / S/ U (¢) dg) - .
0 T
Fiir t = 0 findet man U (0) = ¢y, also:
e—t/T t )
plent) () — prlout) () . e=t/7 4 <. / ¢5/7 . U (g) g,
T 0

i.b) Das Aufspalten der Losung geschieht der Anleitung folgend in vielen kleinen Schritten, wobei die
Substitutionen { = n=¢6—-k-2-m,{ 5 n=(—N-2-7undt— N -2 .7 = At benutzt werden:
—t/T

t
U () = U (N . 2. 1+ At) = U (0) - e~/ + S / S/ U (¢) de
T 0



et/ N—-1 .(k+1)-2-7 ) e—t/T N-2.7+At )
= Ul () . e /7 + . / e/T. UM () de + / e/T. UM (¢) d¢
T ko Y k2w T N-2:m

—t/T N-—-1 _t/T At
—t/7 Z / elr+k2m/T ) () iy 4 / TN/ g () dn
T 0

— U(out)(()) ‘e
0

7t/'r 2-m ) -t/ . ,N-2:7/T At )
— g (0).e—t/7 4 (Z ok 27r/f> . / ) gy g / e/ (1) diy
0 T 0

geometrische Reihe

—t/T N-27w/T _ 1 2-m )
_ 77(out) L o—t/T e . € . n/7 . 77(in)
=U (0)-e + = oy /0 e Uv™(n) dn+

1 e—At/T _ o—t/T 2-m .
_ U(out)(o) . e—t/‘r 4+ . % / 677/7' . U(m)(n) d"7 +
e - 0
—At/T At .
. . / "™ U () dn
0

—At/T At )
¢ . / e/ UG () dy
0

e—At/‘r At )
. / e Ul () dn
0

T T

— plout) (0) - e T + (efAt/"' — eit/T) Uy +
p
—At/T At .
_ U(out)(o) Lt/ _ Uy - et/ + Up- e~ At/T + % . / S/ U(m)(g) de .
0

(out)
Uiransient (out)
periodic
c\ T . . ; ¢ B ik o
ii) Die Fourier-Entwicklung von U™ (t) und der Ansatz U;Z:fm)dw( )=k c,(cou ). et werden in die

DGL
. U(out) + U(out) — U(zn)
eingesetzt:
r. Z C](:mt) ik ekt Z cl(cout) ekt — cgcm) ikt
k=—o00 k=—o00 k=—o0
0o ) .
= Z C(OUt kT + 1) = C](;n) . el'k't.
k=—oc0

k=—oc0

Vergleich der Koeffizienten links und rechts liefert c(out) (i-k-T+1)=¢ (in) . Fertig. Mit

C(m) _ a](;n) . bézn) C(Zn) _ a](czn) +i- b](;n)
k 9 ’ —k 9 ’
und
a;@aut) _ C}(@out) + c(:)]l:t)7 bl(cout) —. (C’(cout) o C(:)]’;Lt))
ergibt sich mit c,(cout) = c,(cm) /(1 +i-k-7)nach elementarer Rechnung
(out) _ agn) —k-7- b’(i?in) b(out) _ bgjn) +k-7T agn)
k 1+k2.72 7k 1+ k2. 72

fir £ > 0.



iii) Einsetzen der Fourier-Entwicklung von U (n) in Uy liefert

SRS DS B G Ui () dy = — .1 o i cim) ik g
07 e2n/r —1 7 0 2™/t —1 1 J, W k

1 > im) 2w njr ik 1 1 & (g ETERHYT g
- - .= TLetkn gy — o T

eQﬂ/T— r _Z ¢ € 1 2/t —1 T k;wck' i-k+1/7

1
0 2wk | 2w/ 0 2.7/ o0 (in)
B 1 (in) € TR L e= /T ] 1 (in) € T —1 B Ckm
762“”/7-_1]6;00016 ZkT+1 762"11'/7-_1 k;mck Z}{:T—‘rli Z

iok-T+1
=—00
Einsetzen der Fourier-Entwicklung von U™ in

1. fOAt e/ U™ (n) dn liefert

1 At y (im) 1 At y o0 (in) ok
. e?’] T . U m d — . / 677 T . c m . eZ' ?7 d
= /0 (n) dn ; > o n

T W
o0 . At o0 ) At-(i-k+1/7) _
_ Z C(m) ' l / T ik dny = Z C(m) l eAt( /T 1
it k T Jo = k T i-k+1/7
> , pAtik | At/T g o - (in) Atk 0 L)
_ Z C(m) . — A/, Z k k
= ik-T+1 '

= i-k-T+1 7]6:2700@'%%7—}—1'

Das ergibt auf der ersten Periode (N = 0):

(out) At 1 At .
Upemodzc(At) AT . (UO * ; ) A en/T ' U(’m) (77) dn)

o0

—At/l At/i (Zn) bk c](cln) At-i-k
e . - —_— —_— . v .
= e € E Ck Z - k ) = E . e

i-k-T+1
k= 00 e et
C](cout)

Dies ist die in ii) gefundene Fourier-Reihe (in At statt in ¢)

) Mit den Formeln der analytischen Losung i.a)/i.b) berechnet man fiir das Rechtecksignal U

U_L, o n/T U(in)()d_él( 7T77/Tdf o n/Td)
0762'71-/7-—1 T 0 € n 77762'71-/7-—1 T 0 € n - e n

- 9. e‘n’/‘r —1— 62<7T/T _(ew/‘r _ 1)2 _ 1— 67'r/‘r
= (ew/r _ 1) . (eﬂ'/-r + 1) =

e2m/T _ 1

T+e/r



und

At

At . / "™ dn fiir At € [0, 7],

: / VT U (1) dny = 0
0

Rl
N e

T 1 At
/ e"/TdT]——'/ e"/Tdn fir At € [7,2- ),
0 T T

AT _q fir At € [0, 7],
- e 1 — AT fiir At € [7,2- 7).

[\
e

Dies ergibt folgenden periodischen Teil des Ausgangssignals:

t 1 At _
e 8t) = 17 (G L [ e ) )
0

periodic
1 - BW/T —At/‘l’ .
(14—7_1).6 +1 fiir At € [0, 7],
= 1 _ em/7T At VIR
<1-|-7/—1)-e —142-¢ fir At € [7,2- ),
em/T
2. /T . —At)T
em/T

9. /T . o~ (At=m)/7

5o/ fir At € [m,2-m).
e‘fTT

—1+




