MATHE FUR PHYSIKER III Wintersemester 02/03
WALTER OEVEL 17. 2. 2003

Ubungsblatt 15

Das Semester ist abgeschlossen ;-). Fiir dieses Aufgabenblatt ist keine Korrektur mehr vorgesehen.

Aufgabe 65: (Die Laplace-Transformation periodischer Funktionen.)

Sei f € Lyjoc([0,00)) X-periodisch. Zeige, dafl die Konvergenzhalbebene der Laplace-Transforma-
tion gegeben ist durch die Konvergenzabszisse ay = 0 und dass in der rechten Halbebene gilt:

X
P(s) = £U6) = T [ ¢ Sla) do

(Vergleiche auch den Rechengang in Aufgabe 18.i.b). Gehort die Grenzlinie R(s) = a; mit
zum Konvergenzbereich? Offensichtlich ist durch die obige Darstellung gegebene Funktion F(s)
analytisch fortsetzbar auf ganz C bis auf abzihlbar viele Polstellen erster Ordnung. Wo liegen diese?

Musterlosung:
Betrachte
nX n (k+1)-X
[ e @i = Y [ e @ da
0 k=0"kX
(e=h-X+6) = [~ _ —sk-X
f— Z/ 65'5.6 s .f(§+kX)d£
k=070 )
n o X_. 1_e—n-s~X X_'
- (Ze SkX)-/ e ‘gf-f(ﬁ)d§=ﬁ'/ e T 16 d.
0 - 0

k=0
Dies konvergiert fiir R(s) > 0, da dann

|e—n-X-s _ e—n~X-%(s) (nlo)o) 0

und divergiert fiir ®(s) < 0, dann dann

—n-X-s X R(s) (n—00)
|€ rLXa|:e n-X-R(s) 00.

Fiir R(s) = 0 konvergiert das Integral nicht, da >_y_, e ~**% nicht konvergiert (e %X = (e=*X"S())k hildet
keine Nullfolge). Der Konvergenzbereich des Laplace-Integrals ist damit die offene Halbebene R(s) > 0. Die
Darstellung

1 X
ist offensichtlich fiir alle s mit 1 — e~**X = 0 wohldefiniert und stellt eine analytische Funktion dar, denn

4
ds 0

X X X
e f(€) dE = /0 e () de = /0 £ e f(€) de

existiert fiir jedes s € C. Die Singularitéten

2-m-1

x F

l—-e*%¥=0 & s X=2.71-i-k & s5=

mit k € Z liegen dquidistant auf der imagindren Achse.



Aufgabe 66: (Grenzwertsétze. Vorsicht: technisch!)

Zeige, dass bei Existenz des Grenzwerts auf der linken Seite des Gleichheitszeichens gilt:

a) lim f(z) = lim s- L[f](s), b) lim f(z)= lim s-L[f](s).

z—04 §—00 T—00 s—04
Die Grenzwerte im Laplace-Raum sind zu verstehen als lim bzw. lim bzw. innerhalb von

r—00 r—0
Winkelbereichen der Form s = r - €', |¢| < ¢g < 7/2.

Musterlésung;:
a) Nach Bemerkung 4.17 des Skripts gilt fiir glattes f:

s-Lf(x)](s)=s- (@ + /19 +) = f(0) —l—O(%).

52
Damit folgt die Behauptung unmittelbar (fiir glattes f).
Hier ein strenger Beweis ohne Glattheitsvoraussetzung (es wird nur die rechtsseitige Stetigkeit von f am
Nullpunkt vorausgesetzt). Sei f(0) = 11101}rof(x). Zu jedem € > 0 existiert ein §. > 0 mit |f(z) — f(0)] < e
fiir alle z € [0,0.). Sei s =r - €'® mit || < ¢o < 7/2. Mit [~ s+ e *%dz =1 (fiir R(s) > 0) hat man:

o0

- 7 — fol =[5 [ e (gt0) = oy da| < ol [Tl 1) ol da

[ 0o
< sl / =5 £ () — fol dz+s] - /5 =) - £ () — fol da

€

<€

[ oo
<e- |s|~/ e R g 4 |5|-/ e RET () — fo| da.
0 )

€

Mit |s| = R(s)/ cos(¢) < R(s)/ cos(¢o):

) [e%S)
) _ Y o —R(s)w R(s) / —R(s)z/2 —R(s)w/2 B
- U)ol € oo [ e g A [ St 7() ~ fol do

—l—e—R(s) e <1

€ R(s) e o
= cos(¢o) + cos(¢p) ./66 € | f(x) = fol dz.

Wir kénnen R(s) > 2 - oy (mit der Konvergenzabszisse ay von f) voraussetzen, denn wir sind nur am
Grenzwert R(s) — oo interessiert. Fiir solch ein s existiert das verbleibende obige Integral. Der Vorfak-
tor R(s) - e~ )% konvergiert gegen 0, d.h., der zweite Summand wird beliebig klein, wenn wir nur R(s)
hinreichend grofl wihlen. Damit existiert zu jedem e > 0 einen Bereich fiir R(s), so dass

€ € 2-€

ls- FUI) = Jol < 555553 T ostae) = costao)

gilt. Dies ist genau die Aussage lim s-L[f](s) = f(0) (auf einem Winkelbereich |¢| = |arg(s)| < ¢o < 7/2).
§—00

b) Sei f € Li;0c([0,00)) und es existiere foo = lim, . f(x). Fiir endliches K existiert das Integral

K
/ e %" f(x) dx
0



fiir jedes s € C. Fiir das Restintegral gilt fiir R(s) > 0

’/ e %" f(x dx‘</ e RE)T L f ()| da < oo,

da wegen des Existenz von fo, die Funkion f(x) fiir « € [K,00) bei hinreichend grofem K beschrinkt
ist. Damit ist die Konvergenzabszisse oy des Laplace-Intgrals fiir Funktionen, die fiir x — oo gegen einen
endlichen Grenzwert laufen, sicherlich < 0. Wir betrachten im Folgenden nur noch Werte von s mit $(s) >
0 > ay, die also sicherlich in der Konvergenzhalbebene der Laplace-Transformierten liegen.
Zu jedem € > 0 existiert ein K. > 0, so dass | f(z) — foo| < € gilt fiir alle > K. Mit [~ s-e™*%dz =1 (fiir
R(s) > 0) gilt:

o=

s F U =l =[5+ [ e (@) = o) | < o] /Oole_s'ml'\f(m)—fooldx

bl [~ St ol [ e ) ) d

<6

K. %)
<s] ~/0 e RET | f(2) = foo| dz+€-|s|- /K e R gy,

Mit |s| = R(s)/ cos(¢) < R(s)/ cos(¢po):

. _ e L R [ R
-1~ ful < s [ @) = fol dit s () [ O

€

e—R(s) Ke <1

RGs) o e €
S o)y M)~ el s

Durch hinreichend kleines (s) unterschreitet der erste Term jede noch so kleine positive Schranke. Man
kann damit R(s) > 0 so klein wihlen, dass

€ 2-¢

€
—+ =
cos(¢o) ~ cos(¢o)  cos(¢o)
gilt. Dies ist genau die Aussage hmos L[f](s) = foo (auf einem Winkelbereich |¢| = | arg(s)| < ¢o < 7/2).

s—0

|5 - FLf1(s) = fool <

Aufgabe 67: (Eine einfache Laplace—Transformation)

a) Fiir 0 < a € R definiere die ,,Gamma-Funktion*

MNa) = / e du.
0

Zeige, dass die Funktionalgleichung I'(aw + 1) = o - I'(«x) gilt und folgere I'(n + 1) = n! fiir
n € N.

MNa+1)

b) Zeige fir =1 <a € Rund R(s) > 0: L[2°](s) = — 17
s



Musterlésung:
a) Partielle Integration:

Pla+1)= [ @ ¢ % do=[a® ~(fe*f)]’:°°f/ o271 (—e®) du
K <~ 2=0 ) ——
w(z) V(@) W@ ot W@ o
:a-/ e de = a - T(a).
0
Mit T'(1) = [;° e™ dz =1 folgt fiir n € N:
'n+1)=n-Tn)=n-(n—1)-Tn—-1)=...=n-(n—-1)-(n—2)-...-1-T(1) =nl

b) Wir haben zunéchst zu definieren, was s* fiir s € C bedeuten soll. Dies geschieht wieder iiber Polarkoor-
dinaten s =7 - e"?, ¢ € (—m, n]. Wir definieren:

(r-et?)® = . gt/

Offensichtlich ist diese Funktion stetig (und auch analytisch) fiir alle s € C aufler an denjenigen Stellen, wo die
Polarkoordinaten springen, also ¢ = +7, d.h., fiir s auf der negativen reellen Halbachse. Wir betrachten im
Folgenden nur s € C mit $(s) > 0. In der rechten Halbebene ist s fiir jedes « € R eine analytische Funktion.

Wir interpretieren zunéchst das Laplace-Integral £[z®](s) mit komplexem s in der rechten Halbebene als
komplexes Kurvenintegral

1 > (0% —S-xr d 1 « 7Zd
=, (s-z)%-e sdr=— Fz e % dz

langs des Wegs z(z) = sz, z € [0,00) (also eine Halbgerade vom Nullpunkt aus durch den Punkt s € C).
Es verbleibt, das komplexe Kurvenintegral fr z%- e % dz als reelles Inegral fooo % - e~ " dx zu interpretieren,
das nach Definition I'(a + 1) darstellt.

Da der Integrand z® - e~% in der rechten Halbebene analytisch ist, konnen wir den Weg zur positiven reellen
Achse hin deformieren:

Lings des Kreissegments Sg (mit Radius R) gilt die Abschétzung:

/ 2% e % dz
Sr

arg(s)
< Ra+1 / e—R~cos(¢) dgb < Ra+1 . e—R‘cos(arg(s)) . arg(s) R;o)o 0.
0

(2=R-e"'?)

arg(s)  Resi
/ R e~ Freos@)—i-Bsin(4) _ p 1
0




Also: oo
/ 2% e #ds= lim 2% e Fds= / e Pdr=T(a+1).
r T'r 0

R—o0

Es folgt
I'a+1)
Sa+1

L[z%](s) =

Aufgabe 68: (Laplace-Transformation als Methode zur Losung von DGLen)

a) Lose die DGL
4oz fM@)+2- fi(z) + fz) =0

mit der Anfangsbedingung f(0) = 0.

Anleitung: Die Laplace-Transformierte der Losung ist £[f](s) = const - e %/(+%) /s3/2, Das
Urbild ergibt sich z.B. durch Nachschlagen in Tabellen zu

f(z) = const - % -sin(v/z ).

b) Lose das Differentialgleichungssystem
fll@)+d@) =1 ¢() +g@)=f(z)- flz)

mit gegebenen Anfangsbedingungen f(0) und ¢g(0) durch Laplace-Transformation.

Musterlésung;:
a) Mit F' = L[f(z)] und

Ll f/(@)(s) = — 5 LI @) = 5 (- LF@](s) — 5 7(0) - (0)
:*52%“5)72.5@(5)”(0)

und

LI (2))(s) = s - LIf(2)](s) = f(0) = s - F(s) = f(0)

entsteht durch Laplace-Transformation der DGL zweiter Ordnung (in z) eine DGL erster Ordnung (in s):

4.2 4 F(s)—8-5-F(s) + 2-5-F(s) + F(s)=0.

4-Llz- ' (2)](s) 2-L[f"(2)](s)
Diese DGL p ) 5
P =(—uo -2 \.F
ds () <4 .82 2. s) (5)
kann durch Separation leicht gelést werden:
dF 1 3 1 3
?:(m—ﬂ) dS = h’l(F):—E—§'ln(S)+COHSt

1
= F(s) zconst-m e,



Man findet in Tabellen:

i - B

Mit a = 1/4 folgt die Losung

f(x) = const - % -sin(yv/7 ).

b) Durch Laplace-Transformation ensteht aus den DGLen das System linearer Gleichungen
1
s-F—f(O)+s~G—g(0):g, s-G-G0)+G=s-F-f(0)—F

fir F = L[f], G = L]g]. Die Losung ist

() (5)- ()

90) , 1-F0) ~g0) 1
N (F(S)): s 2.2 2.3
G(s) fO)  1+f0)+9(0) 1
s + 252 + 2.3
Mit L711/s](x) = 1, L711/s%(x) = x, L71[1/s%](z) = 22 /2 erhilt man die Losung
1) = fo) + OO L gy = g+ IO, L

Aufgabe 70: (Inhomogene DGLen)

Betrachte das inhomogene Anfangswertproblem
y'(x)+2-y/ () +y(z) = h(z), y(0)=y'(0)=0.
Leite mittels Laplace-Transformation die Losungsformel y(z) = [ (z — £) - e§7% . h(€) d¢ her.

Musterlésung:
Durch Laplace-Transformation wird aus der DGL die Gleichung

s F(s)+2-s5-F(s)+ F(s) = L[h)(s) = F(s)=

fiir F((s) = L[y](s). Aus unseren Rechenregeln/Tabellen entnimmt man ,C[

y(@) = £7 Ll - 7] - L[n@)])(s) ] (@).

Das Produkt der Laplace-Funktionen entspricht einer Faltung der Funktionen g(z) = z - e~® und h(z) im
Ortsraum:

y(@) = (g ® h)(x) /Owg(xé)'h(f) d&/j(xé)-e“-h(&)df.




Aufgabe 71: (Eine einfache Differential-Differenzengleichung)

Finde eine kompakte Reihendarstellung der Losung der ,,Funktionalgleichung*

d
& @)+ fe—1) =22

mit f(xz) =0 fiir < 0. Anleitung: Die Laplace-Transformierte der Lésung ergibt sich unmittelbar

als
2 1 > L ek
LIf(z)|(s) = = - =2 (1) g

3 -5
S s+e
k=0

Jeder Summand 148t sich iiber die Rechenregeln der Laplace—Transformation leicht zuriicktrans-

formieren.

Musterlésung:
a) Stiickweise Konstruktion:
Zunéchst eine ohne Laplace-Transformation stiickweise konstruierte Losung von

;_xf(ﬂf):$2—f($—1), flx)y=0vVaz<o.

Beachte, daf fiir 0 < z < 1 die rechte Seite mit f(x — 1) = 0 bekannt ist. Also ist f(x) auf diesem Intervall

als Losung von 4 f(z) = x? gegeben. Fiir 1 < z < 2 ist dann f(z — 1) bekannt, und f(z) ist auf dem neuen
Intervall durch Integration zu bestimmen. Usw.:
23
re(0,1]: f(x)=a? = f(z)= 3
oy 2 (@=1)° _2 (-1t
zell,2]: flz)== 3 = f(z)= 3 5
-1)3  (z—-2)* 2 (x—-1)% (z-2)°
2.3 fla)=a?— & = =
celd: ) =a- T T floy=2 - 22

usw.

Die Integrationskonstanten wurden dabei so gewihlt, dass f(z) an den Intervallgrenzen stetig ist.

b) Konstruktion per Laplace—Transformation:
Laplace-Transformation der Gleichung liefert mit £[z?](s) = 2/s3:

LI @) + L~ D](s) = 5.

Mit F[f"(2)](s) = s - F[f(2)(s) — £(0) = s - F[f(2)](s) und F[f(z — 1)] = ™ - F[f(x)](s) entsteht im
Laplace-Raum die Gleichung

5+ LUf(s) + e L) =
mit der Losung
© _ 1\k ., —ks O (—1)k. e ks
L[f(z)](s) = Hle,s %Z%ﬁ:s—iz(l)s—keZQZ%
s k=0 k=0

Die Entwicklung in eine geometrische Reihe ist dabei fiir hinreichend grofies s (mit |e™*/s| < 1) moglich.
Mit unseren Tabellen findet man:

(:L‘ _ k)kJrS

_1[€ _ 7 ov1
ur r n.

fir x > n,



Damit ergibt sich die Losung als die Reihe

2]
(=1)F - (z — k)F+L
fay=22, (k(+3)!) ’

k=0

wobei |z] die iibliche Gauss—Klammer (= die grofite ganze Zahl < z) ist.




