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Ubungsblatt 15

Das Semester ist abgeschlossen ;-). Fiir dieses Aufgabenblatt ist keine Korrektur mehr vorgesehen.

Aufgabe 65: (Die Laplace-Transformation periodischer Funktionen.)

Sei f € Lyjoc([0,00)) X-periodisch. Zeige, dafl die Konvergenzhalbebene der Laplace—Transforma-
tion gegeben ist durch die Konvergenzabszisse oy = 0 und dass in der rechten Halbebene gilt:

X
P(s) = £U6) = T [ ¢ S(a) do

(Vergleiche auch den Rechengang in Aufgabe 18.i.b). Gehort die Grenzlinie R(s) = ay mit
zum Konvergenzbereich? Offensichtlich ist durch die obige Darstellung gegebene Funktion F(s)
analytisch fortsetzbar auf ganz C bis auf abzahlbar viele Polstellen erster Ordnung. Wo liegen diese?

Aufgabe 66: (Grenzwertsétze. Vorsicht: technisch!)

Zeige, dass bei Existenz des Grenzwerts auf der linken Seite des Gleichheitszeichens gilt:

a) lim f(z)= lim s-L[f](s), b) lim f(x)= lim s-L[f](s).

z—04 8§—00 T—00 s—04

Die Grenzwerte im Laplace-Raum sind zu verstehen als lim bzw. lim bzw. innerhalb von

r—00 r—0
Winkelbereichen der Form s = r - €, |¢| < ¢ < 7/2.

Aufgabe 67: (Eine einfache Laplace—Transformation)

a) Fiir 0 < a € R definiere die ,,Gamma-Funktion*

MNa) = / 2t eT" d.
0

Zeige, dass die Funktionalgleichung I'(aw + 1) = o - I'(«) gilt und folgere I'(n + 1) = n! fiir
n € N.

INa+1)

b) Zeige fir =1 <a € Rund R(s) > 0: L[2°](s) = — 17
s

Aufgabe 68: (Laplace-Transformation als Methode zur Losung von DGLen)

a) Lose die DGL
4oz f'(z)+2 fl(z)+ f(z) =0
mit der Anfangsbedingung f(0) = 0.

Anleitung: Die LaplaceTransformierte der Losung ist £[f](s) = const - e=%/(4%) /s3/2, Das
Urbild ergibt sich z.B. durch Nachschlagen in Tabellen zu

f(x) = const - % -sin(y/z ).



b) Lose das Differentialgleichungssystem

fl@)+d' @) =1, g()+g(z) = f(z) - f(z)

mit gegebenen Anfangsbedingungen f(0) und g(0) durch Laplace-Transformation.

Aufgabe 70: (Inhomogene DGLen)

Betrachte das inhomogene Anfangswertproblem

y'(x) + 29 (x) +y(x) = h(z), y(0)=1y'(0)=0.

Leite mittels Laplace-Transformation die Losungsformel y(z) = [ (z — &) - €67 - h(£) d€ her.

Aufgabe 71: (Eine einfache Differential-Differenzengleichung)

Finde eine kompakte Reihendarstellung der Losung der ,,Funktionalgleichung*

d
T f@)+ fla—1) =2

mit f(z) = 0 fiir z < 0. Anleitung: Die Laplace-Transformierte der Losung ergibt sich unmittelbar

als
2 1 > —k-s

LIF@)](s) = = =23 (- S

3 —5
S s+e
k=0

Jeder Summand 148t sich iiber die Rechenregeln der Laplace—Transformation leicht zuriicktrans-
formieren.



