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Ubungsblatt 14

Das Semester ist abgeschlossen ;-). Fiir dieses Aufgabenblatt ist keine Korrektur mehr vorgesehen.

Aufgabe 61: (Eine einfache Residuenformel)

Seien a(z) und b(z) auf einer Umgebung von zy analytisch, sei zo eine einfache Nullstelle von b(z)
(also b(zp) = 0, V'(20) # 0).

: a(z0)
a) Zeige: Resaq) (29) = .
) Zeig b((Z;( ) Y (z0)
b) Berechne alle Resid f(2) !
erechne alle Residuen von f(z) = ——.
22+1
. : *  dx
c) Bestimme mittels b) das Integral -
oo T4+ 1
Musterlésung:
a) Taylor-Entwicklung von Zihler und Nenner:
a”(z
a(2) = a(z0) + ' (z0) - (2 — ) + “0 (2 z)? 4o
=0 #0
A~ b (2 , b (2
b(z) = blzo) + b (20) (2 — 20) + ;o) (2= 20) 4 = (2 — 20) - (b (20) + ;o) (2= 20) +)
Wegen b/ (zg) # 0 ist
L - +e1-(z—2)+ea-(2—20)% +
Viz)+ 280 (2= zg) - V() 0 0

eine bei zy analytische Funktion:

’ Az — 2 a’’(z0) | 2 —20)2 4 -
a(z) _ a(z0) +a'(20) - (z — 20) + = - (2 — 20)" + '(b’(l +C1'(Z—Zo)+"')

b(z) zZ— 20 20)
1

Gmme) (s e m ) )

a(z) | a”(20)
= (—ijo +a/(z0) + 2!0

_ a(z0) alza) - ¢ a’(z0) z2—z
7b’(zo)~(z—zo)+( (20) 1+b’(z0))+o( 0))'

Das Residuum ist der Koeffizient von (z — 2z0) %, also a(zq)/b(20)-

b) Die Funktion
1 1

2+1 (z—4) (z+1)
hat zwei einfache Pole bei 4-i. Mit der obigen Formel fiir das Residuum (a(z) = 1, b(z) = 2241, b'(2) = 2-2)
gilt

1 3 1 )
5 7 = Resf(i):ﬁ:f%, Resg(—i) = 5- —_—

Resf(z0) =



¢) Nach Satz 3.38 des Skripts ist das Integral das 2 - 7 - i-fache des Residuums in der oberen Halbebene:

Aufgabe 62: (Residuen)
Bestimme alle Singularitdten und die entsprechenden Residuen fiir

sin(z) ) z-ethz ) 1 ) 1
= - - ¢ .
z+ 22’ (14 22)%’ (22 4 a?)?’ e? — 1

a)

Musterlésung:
a) Die Funktion sin(z)/z = (2 — 23/3! + 2°/5! — .-+ ) /2 =1 — 22/3! 4+ 2% /5! — ... ist auf ganz C analytisch.
Der einzige Pol ist damit zg = —1:

sin(z) _ sin(z)/z

z 4 22 z+1

Nach Aufgabe 61.a) gilt Resy(zo) = w = sin(1).

b) Die Funktionen hat die beiden Pole zweiter Ordnung +i. Mit

1) ==

gilt nach Bemerkung 3.35 des Skripts:
Resy (i) = 4 Lei.é: = (i_z_k'z+i.'k'Z2)'ei'k.z| = ke
dz (z+1)%2" (z+1)3 ==t 4
Mit .
z- e””/(z — )2

f(z) = T Gri?

gilt nach Bemerkung 3.35 des Skripts:
ReSf(—i) _ d_ Lm‘ = (_’L'—Z-l-k-z—l—?.k-zQ)-ei‘k‘z‘ o k’.ek.
dz (z—14)2"*=""* (z—1)3 = 4

¢) Die Funktionen hat die beiden Pole dritter Ordnung +i - a. Mit

1/(z+i-a)?
J(2) = (z—i-a)

gilt nach Bemerkung 3.35 des Skripts:

Res (i) = L. 1 6 6 3.
7 = = — . = ——— . = = — .
=90 %2 zhi-ap =" (z4i-ap=" 32-i-a° 16 - a5
Mit

B 1/(z—i-a)

1) (z+1i-a)3



gilt nach Bemerkung 3.35 des Skripts:

d? 1 6 6 3.1

. 1
Resp (=i 0) =51 G2 oivapl=te = o i- gl

32 (—i)-dd  16-a>

d) Die Losungen von e = 1 sind 2z, = k-2-7-4, k € Z. Hier liegen Pole erster Ordnung. Mit der Entwicklung

1 1 1 1 1

et =1 (14 (= 2) + 0z = 2)2) =1 Crma 140(—zm)  z-2

sind die Residuen = der Koeffizient von (z — z;) ™! = Resf(zx) =1V k € Z.

Aufgabe 63: (Residuenkalkiil: ein Fourier-Integral)

Zeige mit Hilfe des Residuenkalkiils: / €4+—f = Z eIkl (cos(k:) + sin(]k|)), ke R.
N x

Musterlésung:
Nach Satz 3.39 des Skripts gilt

[m r(z) - et de = % > Resg(z;) mit  f(z) = r(%) ehE,

wobei sich diese Summe iiber die Polstellen z; € C von f(z) erstreckt, die in der oberen Halbebene liegen.
Mit 7(z) = 1/(4 + z*) haben wir mit /£2-i =141
ei~z k?4 A ez’~z k}4 . ei~z
IO = I~ A (E 2 i) (P2 )

k4.€i~z
T Ge—(0+i) k) (z+(A+i) k) (z—(1—i) k) -(z+ (1L —1)- k)

]{/‘4 . ei'z

(z—21) (z—22) (z—23) (2 — 24)

zu betrachten. Fiir k£ > 0 liegen die Pole

z21=0414%) -k, za=(-14+14)k
in der oberen Halbebene, fiir £ < 0 sind es die Pole

zo=—(141i)-k, z3=(1-—1)- k.

Die Residuen berechnen sich durch Einsetzen von z; in (z — z;) - f(2) (aller Pole sind erster Ordnung):

kj4 . ei'21 ki4 . €i~24
R = R =
ess(21) (21— 22) - (21 — 23) - (21 — 21) sy (za) (24 —21) - (24 — 22) - (22 — 23)
kA pirze k4. eiza
Resy(z2) = € Resy(z3) = €

(22— 21) - (22 — 23) - (22 — 21) (23 —21) - (23 — 22) - (23 — 21)
In der schreibintensiven = nervigen Auswertung kann man sich die Finger verbiegen oder —besser— MuPAD
heranziehen:



>> z1 = (1 + I)*xk: z2 := -z1:

>> z3 := (1 - I)*k: z4 := -z3:

>> Resl:= k™4x*exp(I*z1)/( (z1 - z2)x(z1 - 2z3)*(z1 - z4) ):
>> Res2:= k“™4xexp(I*z2)/( (22 - z1) *x(z2 - 2z3)*(22 - z4) ):
>> Res3:= k™4*exp(I*z3)/( (23 - z1)*(23 - z2) *(z3 - z4) ):
>> Resd:= k™4xexp(I*z4)/( (z4 - z1)*(z4 - z2)*(z4 - 23) ):
Fiir £ > 0:

>> assume(k > 0):
>> expand(rectform(Resl + Res4));

/ k cos(k) k sin(k) \

\ 8 exp(k) 8 exp(k) /
Fiir k < 0:

>> assume(k < 0):
>> expand(rectform(Res2 + Res3));

/ k cos(k) exp(k) k exp(k) sin(k) \

I | - - oo |
\ 8 8 /
Also: .
—i-k-e
! 3 <. (cos(k) + sin(k:)), k>0,
ZResf(zi) = ik ok
i T (cos(k) — sm(k)), k <0,
Insgesamt ergibt sich in kompakter Form:
. k . eik .
/00 PRRRIP ) B, S Resy (z) 9. i T-(cos(k)+sm(k)), k>0
1 C 2l f\Zi) = —7 77— k. ek
—oo 4tk k] [l e (cos(k:) - sin(k)), k<0
8
=T lhl. i
Te (cos(k) n s1n(|k|)>.

Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Darstellung auch fiir & = 0.

Aufgabe 64: (Residuenkalkiil)

2. 9.
Zeige mit Hilfe des Residuenkalkiils: / du = T fir —1<e<l.
0

I1+e-cos(z) 1—¢2

Musterlésung:
Nach Satz 3.40 des Skripts gilt

o r( cos(t),sin(t) | dt =2-7-i->, Resg(z;)
Jy (st

o=z (5 (D e (D),

mit



wobei sich diese Summe iiber die Polstellen z; € C von f(z) erstreckt, die im Inneren des Einheitskreises
liegen. Mit r(cos(t),sin(t)) = 1/(1 + € - cos(t)) haben wir
1 1 2 1 2 1

i~z'1+§~(z+l)_ioe.32+%'z+1:i«e (z—24) (z—22)

mit den beiden Polstellen
14+ 1 —¢€2

€

Z4 =

der Ordnung 1 zu betrachten. Es ist festzustellen, welche Pole innerhalb des komplexen Einheitskreises liegen.
Mit |e] < 1 ergibt sich:

| —14+vV1-¢€ (—1+vV1-€2) - (1+vV1—¢€?) & <
= = = €|,
* ¢ e-(14+v1—¢2) 1+V1i—e ~
—1—+1-—¢€2 141 —¢€2 1
lz_| = = > —>1.

€ € le]

Damit liegt z4 innerhalb des Einheitskreises, z_ liegt ausserhalb. Es folgt:
2.
dx
™ —92.7-i-R .
/0 1+ €-cos(x) ™o~ Resy(z)
Da z4 ein Pol erster Ordnung ist, ergibt sich das Residuum durch Einsetzen von z = z4 in (z — 2z4) - f(2):

Res (2, ) 2 1 2 € 1
€S z - T = — - =
£+ i€ zp—2- i€ 2./1—€ ji-/1—¢€

und wir erhalten letztlich

2.
dx 2-m
——— —=2-7m-i-Resy(z4) = ——.
/0 1+ €-cos(x) r(z+) V1-¢?

Aufgabe 65: (Residuenkalkiil)
sin2(:c) dr 5 26 - /3 — 45

2
Zeige mit Hilfe des Residuenkalkiils: _— =27 ——
& /0 2 — cos(x) 7-V3-12

Musterlésung:
Nach Satz 3.40 des Skripts gilt

/Oz.ﬂr(cos(t)ﬁin(t)) dt=2-7-i-> . Res(z)
=z (53 G+ D -3)

wobei sich diese Summe iiber die Polstellen z; € C von f(z) erstreckt, die im Inneren des Einheitskreises
liegen. Mit r(cos(t),sin(¢)) = 1/(1 + € - cos(t)) haben wir

f(z):L.M:L. (z*-n* _ 1 (22— 1)2
iz 2—3-(z+1) G —daxl) 20 2l (=)

mit

[\)



mit der Polstelle zg = 0 der Ordnung 2 und den beiden Polstellen z, = 2+ V3. der Ordnung 1 zu betrachten.
Die Pole zp = 0 und z_ = 2 —+/3 ~ 0.268 liegen innerhalb des Einheitskreises. Da z_ ein Pol erster Ordnung
ist, ergibt sich das Residuum durch Einsetzen von z = z_ in (z — z_) - f(2):

Resy (= )_L (22 -1 . -12:V3+21
P =9 2 =2y 1 3-12

Das Residuum des Pols zg = 0 zweiter Ordnung ist

d (22 —1)2

1
Ress(eo) = G 57 2 dar i =7

Wir erhalten letztlich

2™ sin?(x) do —12-v/3+21 26 - /3 — 45
il Sl R L VN =2.r.(2—- — Y= " )V_9.p. YT "=
/0 2~ cos(a) ) (Resf(zo)JrResf(z )) T ( T3 12 ) ™ T V312




