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Ubungsblatt 12

Abgabe von * Aufgaben bis zum 3.2., 11°° Uhr, im Zettelkasten auf dem D1.

Aufgabe 52*: (Komplexe Differenzierbarkeit. 3 + 3 + 3 Bonuspunkte)

An welchen Punkten z € C sind die Funktionen f1(z) = 1/z, fa(2) = Z (komplexe Konjugation)
und f3(z) = |z| (komplexer Betrag) komplex differenzierbar? Anleitung: Wo sind die Cauchy—
Riemannschen DGLen fiir diese Funktionen erfiillt?

Musterlésung:
a) Mit z = z + i - y folgt die Zerlegung von f1(z) = 1/z nach Real- und Imaginérteil:
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sind die Cauchy-Riemannschen DGLen u, = vy, u, = —v, offensichtlich iiberall (aufler an der Polstelle
z = 0) erfiillt.
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sind die Cauchy-Riemannschen DGLen u, = vy, u, = —v, offensichtlich nirgends erfiillt.
c) Mit |z| = /22 + 2, also u(z,y) = /22 + y2, v(z,y) = 0, also
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sind die Cauchy—Riemannschen DGLen nirgends (aufler evtl. am Nullpunkt) erfiillt. Am Nullpunkt ergibt
sich der Differenzenquotient
fs(h) — f3(0) _ |hl
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dessen Grenzwert fiir » — 0 nicht existiert. Damit ist f3(z) = |z| nirgends differenzierbar.

Aufgabe 53*: (Der komplexe Logarithmus. 3 + 3 4+ 3 Bonuspunkte)
Jede komplexe Zahl z # 0 liaBt sich in der Form z = r - ¢ schreiben, wobei mit den Vereinba-
rungen r > 0 und ¢ € (—m, 7| die Polarkoordinaten (r, ¢) eindeutig sind. Definiere den komplexen
Logarithmus durch

In(z) :==1In(r) +1i- ¢,

wobei In(r) der wohlbekannte reelle Logarithmus ist.



a) Zeige: e(®) = 2. Gilt immer In(e?) = 2?
b) Wo ist der komplexe Logarithmus stetig?

c) Zeige, dass der Logarithmus an allen Stellen z € C \ R_ differenzierbar ist. (Mit R_ ist die

negative reelle Halbachse {z =z +i-y; = <0, y = 0} gemeint.) Bestimme die Ableitung des
Logarithmus.

Musterlésung:
a) Es gilt immer
eln(z) — 6111(7’)+i-¢7 — eln(r) . ez?qﬁ —r. ei-d) = 2

Da der In nur Werte liefert, deren Imaginéirteil (= der Polarwinkel ¢) zwischen —7 und 7 liegt, kann fiir 2
auflerhalb dieses Streifens nicht z = In(e*) gelten. In der Tat gilt

S(2) —
z=In(e*)+i-k-2-7 mit k= [\s(;)w—‘ €Z.
-

Hierbei ist [z] die kleinste ganze Zahl, die grofler oder gleich x ist.

b) Der Realteil R(In(z)) = In(|z|) ist iiberall auler am Nullpunkt eine stetige Funktion, da der reelle Loga-
rithmus fiir positive Argumete stetig ist und nur |z| > 0 betrachtet wird.

Der Imaginérteil S(In(z)) = ¢ ist als Polarwinkel (geometrisch anschaulich) ebenfalls stetig, solange z nicht
auf der negativen reellen Halbachse liegt. Dort springt der Polarwinkel von den Werten ~ 7 (fiir 3(z) > 0)
zu Werten ~ —7 (fiir $(z) < 0), wenn man diese Halbachse transversal von der oberen Halbebene in die
untere Halbebene laufend tiberschreitet. Der Stetigkeitsbereich von In(z) ist damit C \ R_.

c) Mit z = R(z) = r - cos(¢), y = I(z) = r - sin(¢) folgen aus den Gleichungen
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die partiellen Ableitung
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der Polarkoordinaten nach den kartesischen Koordinaten (vergleiche auch Beispiel 2.29 des Skripts). Fiir die
Zerlegung des komplexen Logarithmus In(z) = u(z,y) + i - v(z,y) in

w(x,y) =In(r), o(z,y) =0

lassen sich damit sofort die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen u, = vy, uy = —v, verifizieren:
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Mit der Kettenregel der Differentiation folgt

e =5 = @) =) p(z) = i 1,
z —~— dz z
. d 1
also (wie im Reellen): P In(z) = 2|




Aufgabe 54*: (Kurvenparametrisierungen. 3 + 3 + 3 Bonuspunkte)

2 2
a) Finde eine Parametrisierung der Ellipse (E) + (%) = 1 mit den Halbachsen a > 0, b > 0.
a

b) Finde eine Parametrisierung des Funktionsgraphen y = f(z), = € [zo, x1].
c¢) Finde eine Parametrisierung der folgenden Spirale vom Punkt (1,0) zum Punkt (3,0):
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[

Zur Probe: Kurven koénnen in MuPAD mit plot(plot::Curve2d([x(t),y(t)],t=t0..t1))
gezeichnet werden.

Musterlésung:

a) Die Ellipsengleichung wird mit z = cos(¢), = = sin(¢) erfiillt, also

x(¢) = a-cos(p), y(d) =0b-sin(¢), ¢€[0,2-m).
b)z=t, y=f), telzo 1]

SalES

¢) Die Spirale wurde mittels

>> £0:= 0: tl:= 2:
>>ri=t > 1+ t: x:=t -> r(t)*cos(2*PI*t): y:= t -> r(t)*sin(2*PI*t):
>> plot(plot::Curve2d([x(t), y(t)], t = t0 .. t1),

Ticks = [[-3, -2, -1, 1, 2, 3], [-3, -2, -1, 1, 2, 311,

Scaling = Constrained, FontSize = 16):

erzeugt. Die verwendete Parametrisierung ist damit
te[0,2] — z(t) = (14+1t)- "™,

(Der lineare Anstieg des Radius r(¢) = 1 + ¢ ist aus dem Plot natiirlich nicht wirklich ersichtlich. Beliebige
monoton steigende Funktionen r(¢) mit r(0) = 1 und r(2) = 3 erzeugen #hnliche Spiralen.)

Aufgabe 55*: (Kurvenintegrale. 5 + 5 Bonuspunkte)
4
Berechne /F & d¢, wobei
0

a) I' die Gerade vom Nullpunkt zum Punkt z € C ist,

S(z)

b) I' der Parabelbogen y = R)? - 22 vom Nullpunkt zum Punkt z € C ist (es gelte R(z) # 0).




Musterlésung:
a) Mit der Parametrisierung £(¢) =t - z, t € [0, 1] ergibt sich
z
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b) Mit der Parametrisierung

ergibt sich
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Aufgabe 56*: (Stammfunktionen. 5 + 5 Bonuspunkte)

Sei f(z) differenzierbar. Sei zy ein beliebiger fixierter Punkt der komplexen Ebene.

a) Zeige, dass die Funktion F(z) = [r f(&)d¢ komplex differenzierbar ist und % F(z) = f(2)
gilt, wobei I' eine beliebige Kurve Vgn zp nach z ist.

b) Bestimme eine Stammfunktion von f(z) = z.

Anleitung: benutze das Deformationsprinzip, um die Kurven zu Geraden zu machen. Dann lassen
sich Differenzenquotienten von F'(z) leicht als Wegintegral darstellen.

Musterlésung:
AF F h)—F
a) Wihle ein beliebiges Az = h € C. Es ergibt sich der Differenzenquotient — w, in dem
z
sich
z+h z+h z+h
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F(z+h) = [m f(E)dﬁz/FZf(f)dEJr r2 f(§)dE = F(z)+ [ f(§)dE

zerlegen 148t: 'y ist die Gerade von zp nach z + h, die sich in die Teilstiicke I" (die Gerade von zy nach z)
und I'y (die Gerade von z nach z + h) verbiegen und zerlegen 148t. Also:

A h) — z+h
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Parametrisiere die Gerade I'y durch £(¢t) = z+¢- h, t € [0,1]:

1 z+h

1
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Damit ergibt sich (f(z) ist als differenzierbare Funktion auch stetig):

1 1
hmi——hm/ flz+t-h)dt= /Oflbiir%)f(z—l-t-h)dt:/o f(z) dt = f(2).
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b) Wir wihlen zo = 0. Mit der Parametrisierung £(¢) = t - z, t € [0,1] der Geraden vom Nullpunkt zum
Punkt z erhélt man die Stammfunktion

/§d§ /tz 2 dt = 2? /Oldt:z;.

£(t) ds(t)

(Diese Rechnung ist schon in Aufgabe 55.a) geschehen.)




