MATHE FUR PHYSIKER III Wintersemester 02/03
WALTER OEVEL 6. 1. 2003

Ubungsblatt 10

Abgabe von * Aufgaben bis zum 13.1.; 11°° Uhr, im Zettelkasten auf dem D1.

Ich bin vom 14.1. — 20.1. nicht in Paderborn. Die entsprechenden Vorlesungen finden nicht statt
und werden spéter nachgeholt. Der Ubungstermin am 13.1. findet wie gewohnt statt.

Aufgabe 43*: (Zu den Legendre-Polynomen. Insgesamt 20 Bonuspunkte)

a)

g)

Zeige, dass die durch die Entwicklung

1
fla,t) = Vi—2-z- t+t2_z

k=0

definierten Polynome Py (x) die Legendresche Differentialgleichung

/
~(1=2%) - Pl@) = M- Pulw)
mit den Eigenwerten A\ = k- (k + 1) erfiillen.
Anleitung: Verifiziere, dass die Funktion f(z,t) die partielle DGL

0 9y Of 0?
SRy (PN W
(9a:<( T) 5e) =t e )
erfiillt. Setze die Entwicklung ein und vergleiche die einzelnen t-Potenzen.
Zeige, dass die Polynome Py (z) die Rekursion
Pi(z) =z Py(z), (k+1):-Pepi(x)=(2-k+1) -z Py(x)— k- Py_1(x)

erfiillen. Anleitung: Verifiziere, dass (1 —2-x-t+t2)- % = (z—t)- f gilt. Setze die Entwicklung
ein und vergleiche die t-Potenzen.

Bestimme Py(z),. .., Py(z). Anleitung: b).
Zeige: Pp(1) = 1, Py(—1) = (—1)*. Anleitung: Betrachte f(=£1,t).
Zeige: Py(—z) = (1) - Py(z). Anleitung: f(—z,t) = f(z, —t).
1
2

Zeige: (P, P.) = Pu(z)de = ———.
eige: (P, Pr) /_1 w(2)"de = o

Anleitung: Benutze

Lo (1+t> /1 dx /1 dz
t 1—t 11 =242 AVI=2- 242 V12412

—ZZ/ Pi(z) - Py (z)dz - " = Z/ Py(z)? dz - t**.

k=0 k'=

Es verbleibt, die Taylor-Reihe von 1 - In(1) um ¢ = 0 zu ermitteln.

Seien ¥, Zy Vektoren im R"™ mit den Lingen r = ||z|| > 79 = ||zo|| und dem durch (¥, Zy) =
T - 70 - cos(¢) gegebenen Zwischenwinkel ¢. Zeige:

To k
Py (—) .
||:L’—x0|| r Z k(cos( r



Musterlésung:
a) Fiir f(x,t) =

1—2-2-t+1t2
0

Die rechte Seite ergibt mit f(z,t) = >, Px(z) - t*F

t~f:t-iPk(m) th
k=0

62
= 8t2 Z Pk

62

= t-@(t.f)zz[k.(kﬂ)ﬂ(x)].tk.

Die linke Seite ergibt:

Da fiir alle ¢ die partielle DGL

o0

S [- (- Fiw) | =

k=0

erfiillt ist, folgt

~(1 -2 Pl@)) =k (k+1)- Pula)

fiir jedes Kk =0,1,2,....

b) Es gilt
df
— . . 2 L = — . . 2 . -
(1=2-a-t+8) 2 = (1=2-a-1+¢) (
B r—1
VI-2z t+82

Einsetzen der Entwicklung. Die linke Seite ergibt:

daf

d
_9. 2y Z k_
(1 2 -t t ) n (]. 2- t—l—t) L Pk(x) t

o0

7ZP,€ Joo k1 Z(zxpk )kt’“rZPk

k=0 k=0 k=0
ZPkH (E4+1)-t (2~x-Pk(x))-k-tk+ZPk,1(x
k=0 k=1 k=1

+§: [ (k+1)- Pk+1(m)—2.x.k-Pk(x)+(k;—1)-Pk_1(x)] R ()

k=1

o?

St D).

k- tk—l

-1

= Z Pk (3?)
k=0

verifiziert man nach miihseliger, aber elementarer Rechnung:

—2-x4+2-t

2).\/(1—2~x-t+t2)3
—(x—1)-f.

(1—2~x-t+t2)-§:Pk(x

k=0

thrl

) (=1t

)_k_tk—l



Die rechte Seite ergibt:

(Sc—t)-f:(x—t)~ipk(x Zx Py(z Zpk gkl
k=0

Z- ZP’“ () - tF =2 Py(x +Z{x Py (x Pk—l(x)] R (#4)

k=1

?r

=0
Vergleich von (#) und (##) ergibt
Pi(z)=a-Py(z), (k+1) Peyi(x)—2 -z -k -Pe(z)+ (k—1)  Pe_1(z) =2 - P(z) — Pp_1(x),

also
P(x)=x-Py(x), (k+1) Pepi(x)=2-k+1)-2-Pp(x) — k- Pr_1(x).

¢) Fiir t = 0 ergibt sich
1

z,0) = =1= Fy(x).
[0 = v o)
Die hoheren Polynome ergeben sich am einfachsten aus der Rekursion in b):
1 3 45 1
P(@)=1, P@)=2 P =2 P)=5 (3-2-P@)-P@)=32"-3,
5 3 3 3 4 15 45 3
Ps(z) = 5 % =5 Py(z) = g ¥ 1 + 3

d) Offensichtlich gilt
1

+1,t) = (£1)k - t*,
) ) ViF2 i1 13Ft kz:%

Andererseits gilt f(£1,t) ZPk (£1) -7, also Py(£1) = (£1)*.
e) Offensichtlich gilt

1
VI+2 x-t+1t2

t) = iPk(—x) . 33 —t) ZPk Zpk k tk
k=0

also Py(—z) = (=1)F - Py(x).

f(_xa t) =

= f(z,-1).

Es folgt

f) Die Gleichungskette

14+t /1 dx dz
,.ln<7): L
t 1—t 4 1—-2- 242 AVI=2-24+t2-V/1-2-2+1¢2

)ZZ/ Py(z) - Py (x) da - tFHF = Z/ Pi(x)? da - 2%,

k=0k'=

sollte nachvollziehbar sein (in (%) wird die Orthogonalitét der Legendre—Polynome P} benutzt, die aus der
Tatsache folgt, dass die Py Eigenfunktionen der Legendre-DGL zu den Eigenwerten A\, = k- (k+ 1) mit dem

Gewicht w(z) = 1 sind). Es verbleibt damit, den Ausdruck 1 - In(1£t) in eine Taylor-Reihe um ¢ = 0 zu

zerlegen. Setze dazu h(t) = In(3t). Die Ableitung kann sofort in eine geometrische Reihe iiberfiithrt werden:

oo

B (t) = %ﬁ =2. i(tz)k =2y ¥,

k=0 k=0



Durch Integration folgt mit ~(0) = 0:

t t oo 0 t o0 9
/ 2-k 2k 2-k+1
= + )V dr = E .7 775 . T 775 -t )
h(t) = h(0) /Oh()d /okOQ d k02/0 d k02'k’ 1

Ergebnis:
00 1 0o
h(t) 2
Pu(2)?de - 12k = MY L2k
2[1 k(e) do DI
k=0 k=0
Durch Vergleich der t—Potenzen folgt

1
2
P.. P = P.(2)?dx = k e N.
P Pi) /,1 we)de =570y ke

g) Mit & = cos(¢) und ¢t = ro/r gilt

1 1
e — ol \/(F—Z0,Z—To) /(&) —2- (& To) + (Zo, To)
_ 1 B 1
Vit =2ererg - cos(9) 78 r.\/l_g.cos(¢).7"_0+(r—o)2
T r

1 1

1 & R ro\
_?'\/1—2.x.t+t2:F'kzzop’“(x)'tk:F'kzzop’“(cos(@)'(70) '

Aufgabe 44%*: (Zu den Bessel-Funktionen. Insgesamt 10 Bonuspunkte)
Zeige fiir die Bessel-Funktionen J, (z):

Jy
a) ) =v- ),
b L1 (a2 (B 4 L) =02 Suf@)?) = 2 Jy(a)
dr 2 Y
Folgere aus a) und b):
o L1 (2 (2P + T (A 2)?) - 2V TOeg) Ty (A7) = 2 Jy(h-2)2
dx 2 A
Folgere hieraus:
d) /1x-J (A-2)2de = L. ((J N2+ J 1()\)2) LN 1()\)>
0 v 2 v v+ \ v v+ .
1 2 Ju—i—l()\z/k)Q
Fiir A\, = k-te positive Nullstelle von J,(z) ergibt sich: / x-Jy(Apk - ) da = —
0



Musterlésung:

) ) ) 0 (,1)j V425 )
a) Laut Vorlesung haben die Bessel-Funktion die Darstellung J, () = Z _—— (5) . Das ergibt:

! !
=it G+
J(x
T~ D )
_f: V—|—2 ]) prH2i—1 [} (—l)j-l/ prH2i—1 +§: (_1)j gV T2+l
_] G+ ) Qut2-j = -G+l 2wt = -G+ 2vizid
7% V—|—2 ]) prt2i—1 o (—]_)j.]/ pvF2i-1 +i (] 1) pvt25-1
- " Tovt25 (i 1 out2j _ | gut25-1
= “(J+v)! vty = (j4+v)! 2vt27 = G=D-(G+v) 2v+25
Cveav! N i (1) - (v+2-5) avt2i=l  p.gv-t i (1) -y gvt2i-t
v e GGt 2 b ()l 2
i (—1)7 -2 v42j—-1
LG-D-Grol 2
_i (1) <V+2~j v 2 ) v t2i-t 0
T4 GEn U TG e T

=0
b) Die Bessel-Funktion J,(x) ist die bei = 0 regulére Losung der DGL
_T(@) = 2 @) + L d(@) = (@)
v T v IQ v v .
Es folgt:
4 1-(:52-(J (x)2+J’(x)2) — 2 (x)2> SV SRR S (NEPVy (RPN (AN (VN S
dr 2 v v v v v v v v v v v

1 2
:x-J3+x2-J;-(JV+—~J;+J;’—”—-JV):x-Jﬁ.
T 2

=0
¢) Nach a) gilt
e J=v-Jy—x-Jyy = 2 JP=vJl-2-v-ax-J, Jp+2t Il
Hiermit folgt
:c2~(JE—}—J,?)—1/2~J3::c2'J3+(1/2-Jf—2'1/~9c'Jy'Jy+1+x2-J3+1)—1/2~J3

2. J/2
z2.J];

=2 J2-2v-z-J, Jy a2t i
Eingesetzt in b) liefert dies die Identitét

z-J,(x)? = (Clia? % . (:z:2 : (Jl,(:v)2 + Jl',(:z:)z) -2 Ju(as)2)
d 1

=3 <$2 T (x)? =2-v-x-J(x) - T () + 2% Jl,+1(x)2).



Wir setzen y = A\ - x und j—y =3 g—w in die Identitét

' (y2 L) =2 vy T (y) - Joga(y) +y* JV+1(y)2)

Aoz J,(\-x)?
1 d 1 2 2 2 2
:X~%§-(()\~x) TN =2 Az TN 2) - T (N -2) + (- 2) -J,,+1()\-x)>
d 1 2 2 2 2
:%§-<)\~x TN —2-vz Jy(A-x) Jy (A -z) + A -J,,H(A-x)).

Nach Division durch A erhilt man die gefragte Form der Identitét:

o J(aP = (2 ) - 2T O2) T () a2 Joa (- 2)?).

2. . =1
2 2V x-Jy(xx)-J,,+1(A~x)+x2-JM(A-x)?} .

1
/ x-Jl,()\-x)2dx:l- [acQ-Jl,()\-:r)
0 2

(2 - 2V 1) T (V) + Joa(V?).

Aufgabe 45%*: (Bessel-Funktionen und Neumannsche Randbedingungen. 5 + 5 + 0 Bonuspunkte)

a) Verifiziere, dass die parametrische Bessel-Gleichung

1/2
() = = (@) + Gy () = ()

durch ¢(z) = J,(p - ) gelost wird. Anleitung: starte mit der Bessel-DGL fiir .J,,.

b) Charakterisiere die Eigenwerte und bestimme die Eigenfunktionen der parametrischen Bessel-

Gleichung
2

1
— (@) = = /(@) + =5 - ¥la) = A - ()
mit den Randbedingungen |4 (0)] < oo, 1'(1) = 0.

Anleitung: analog zu Beispiel 2.16 der Vorlesung. Benutze, dass es neben der in a) gefundenen
Losung der parametrischen Bessel-DGL keine weiteren bei x = 0 regulidren Losungen gibt,
und dass zwischen je zwei aufeinander folgenden positiven Nullstellen von J, (x) jeweils genau

ein lokales Extremum von J,(x) liegt.

¢) Benutze MuPAD, um fiir v = 1,2, ..., 10 numerische Approximationen des kleinsten Eigen-

wertes (,, Grundenergie“) des Eigenwertproblems in b) zu berechnen.



Musterlésung:
a) Die Bessel-Funktion J,(y) ist die bei y = 0 regulére Lésung der DGL

() — ; )+ D) = ),

Setze ¢(x) = J, (y(x)) mit y(z) = pu -z, also ' (x) = J,(y) - p, ¥"(x) = J)(y) - u*. Es folgt:

" 1 / 2 1" 2 MKy 2
@) - L@+ G v = )t )+ )

b) Die Losung von
1/2
(@)~ 1 @)+ Gy 0le) = ()

zusammen mit der Regularitétsbedingung [¢(0)| < oo ist nach a) durch ¢(z) = J, (1 - ) gegeben, wobei
1 € R beliebig ist. Fiir ganzzahliges v gilt

Jo(—p-x) = (=1)" - Ju(p- ),

so dass nur g > 0 betrachtet zu werden braucht. Die zweite Randbedingung
(1) =p-J(n) =0

schrénkt p auf 0 oder eine der (positiven) reellen Nullstellen von J), ein. Sei .. die k-te reelle positive
Nullstelle von J), (k=1,2,... fir v # 0 bzw. £k =0,1,2,... fir v = 0). Es gibt hiervon unendlich viele, die
jeweils zwischen zwei benachbarten Nullstellen von J,, liegen.
Die Eigenwerte A von

1 v?

(@) = @)+ L (@) = A ()

sind damit Ay = g2, mit den Eigenfunktionen

Yo(x) = Jo(0) =1, vu(x) = Jo(por - @), k=1,2,...

fiir v = 0 bzw.
wk(l')zju(ﬂuk'x)a k:172a

fiir v # 0 (fiir v # 0 ergibt © = 0 nur die triviale Funktion J,(0 - z) = 0, die als Eigenfunktion nicht
interessant ist).

c) Wir betrachten nur v = 1,2,3,..., denn die Grundenergie p?> = 0 fiir v = 0 ist bekannt. Analog zu
Bemerkung 2.17 des Skripts wird zunéchst die erste Nullstelle 1ambda [v] von J, gesucht. Die erste Nullstelle
mul[v] von J, liegt dann zwischen 0 und lambda[v]:

// Approximationen der ersten Nullstelle von besselJ(v, x)
>> lambdal:= v -> float(v) + 1.856%float(v)~(1/3):

// Systematische numerische Suche nach der ersten Nullstelle von besselJ(v, x)
>> for v from 1 to 10 do
searchrange:= lambdal(v) .. lambdal(v) + PI;
lambda[v] := numeric::realroot(besselJ(v, x), x = searchrange):
end_for:



// Systematische numerische Suche nach der ersten Nullstelle mul[v] von
// diff (besselJ(v, x),x). Es gilt 0 < mul[v] < lambdalv].
>> for v from 1 to 10 do
searchrange:= 1/10710 .. lambdal[v]:
mulv] := numeric::realroot(diff (besselJ(v, x), x), x = searchrange):
end_for:
>> mu;
table(
10 = 11.77087667,
9 = 10.71143397,
.647421652,
.57783649,
.501266145,
.415616376,
.317553126,
.201188941,
.054236928,
.841183781

[00]
]
©

=N W oo N
1
= Wb oo N

// Die Grundenergien:
>> mulk]"2 $ k = 1..10

3.389957717, 9.328363213, 17.64998852, 28.27637125,
41.16013348, 56.26899377, 73.57927884, 93.07274453,

114.7348177, 138.5535377




