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Ubungsblatt 1

Abgabe von * Aufgaben am 28.10.2002 in der Ubung.

Aufgabe 1*: (Skalarprodukte und Normen. 10 Bonuspunkte)

Eine Menge von nicht-verschwindenden Elementen {Fp, F1,...} eines Raums L mit einem
Skalarprodukt heifit “Orthogonalsystem”, wenn (F;, F;) = 0 gilt fiir alle ¢ # j. Zu f € L
definiere

(F, [)

cp = ,
F (Fk, Fy)

Zeige: Fiir jede Wahl von Koeffizienten oy € C gilt die “allgemeine Besselsche Glei-
chung”

k=0,1,2,...

2

n
Hf —> ;- Fy
k=0

Folgere: Der Abstand zwischen f und ZZ:O ay, - Fi, wird minimal, wenn man oy = ¢, wihlt.

n n
=113 = D lenl® - IFl3 + D e — el - [[Fx 13-
2 k=0 k=0

Musterlosung:

<ffziai'Fiaf*ZjO‘j'Fj>
= () — i@ (F f) = 2 a5 (L F) + 22 2006 - o - (F3, Fy)
=(L0) =2k ak - (Fr f) = 2opon - (f Fr) + 20, @ - o - (Fi, F)
=(f, f) =2k - cr - (Fi, Fr) — D op k- Cr - (F, Fr) + > 0 - o - (Fg, Fy)
=(f,f) =D rtr-ck- (Fu,Fp)+ >, (@'Ck—a_k'ck—ak'@-i-a_k'ak)'(Fka)

=(f,f) =2 rtkcr (Fp,Fr) + > (ck — o) - (e — ar) - (Fk, Fr)
=1£, £15 = g lewl? - (Fr, Fi) + 225 lex — o l® - (Fi, Fi).

Nur die letzte Summe hingt von den «y, ab. Sie wird offensichtlich genau fiir oy = ¢ minimal (némlich
0).

Aufgabe 2*: (Der R" als Hilbert-Raum. 10 Bonuspunkte)

Berechne den minimalen Euklidischen Abstand des Punktes f = (1,2,3,4)7 € R* zu den
Punkten der von den (orthogonalen) Vektoren Fy = (1,0,1,0)” und F; = (0,1,0,1)7
aufgespannten 2-dimensionalen Ebene im R*. Hinweis: Beachte Aufgabe 1.



Musterlosung:
Nach Aufgabe 1) ist

g:

—— - Iy +
(Fo, Fo)

der Ebenenpunkt mit dem geringsten Abstand zu f

1 0
= ((1,0,1,0)7,(1,2,3,4)T) 0 ((0,1,0,1)",(1,2,3,4)) 1
- {(1,0,1,0)7,(1,0,1,0)7) | 1 ((0,1,0,1)7,(0,1,0,1)T) | ©
0 1
1 0 2 0 2
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Der Abstand ist || f — S|z = _11 =Vi=2.
1

2

Aufgabe 3: (MuPAD, 0 Bonuspunkte)
Lies die MuPAD-Hilfeseite zu int (anzufordern z.B. per 7int). Berechne

1
/Sin(x) €57 d, / 27 e da.
0

Lies die MuPAD-Hilfeseite zu float, DIGITS und infinity. Berechne eine auf 30 Dezimal-
stellen genaue Gleitpunktniherung von

o0 2
/ 7% e 4,
0

Lies die MuPAD-Hilfeseite zu plotfunc2d. Stelle die beiden Funktionen cos(20 - ) und
sin(40 - 22) fiir z € [0, 2] in einer gemeinsamen (brauchbaren) Graphik dar.

Finde heraus, iiber welches Symbol in MuPAD die Kreiszahl 7 ~ 3.1415. .. dargestellt wird.
Finde die 65-te Nachkommastelle von 7.

Musterlésung:
2.5.0 > int(sin(x)*exp(5*x), x)

5 5
5 sin(x) exp(x) cos(x) exp(x)



2.5.0 > int(x"7*xexp(-x~2), x = 0..1)
3 - 8 exp(-1)

> DIGITS:= 30:

2.5.0
2.5.0 > float(int(x~(7/2)*exp(-x"2), x = 0..infinity))

0.566501548159673173739169555604
2.5.0 > DIGITS:= 10:

In der Graphik muss man die Grid-Option benutzen, um die schnell oszillierenden Bereiche hinrei-
chend genau aufzulosen. Mit etwa 1000 Stiitzstellen hat man die maximal sinnvolle AuflSoung erreicht
(der Bildschirm hat eine Gréenordnung von 1000 Pixeln in z-Richtung):

2.5.0 > plotfunc2d(cos(20%x~2), sin(40%x"2), x = 0 .. 2, Grid = 1000)
Mit

2.5.0 > 7pi

Sorry, no help page available for ’pi’ !

Try: PI psi numlib::phi

wird man auf das Symbol PI hingewiesen. Der Aufruf

2.5.0 > 7PI

liefert die Ubersichtsseite der in MuPAD definierten Konstanten und speziellen Funktionen. Wir be-
rechnen PI auf 70 Stellen genau. Nach Multiplikation mit 10°° ist die 65-te Nachkommastelle die erste
Stelle vor dem Dezimalpunkt, die leicht zu finden ist. Es ist eine 0:

.0 > DIGITS:= 70:
.0 > float(PI)

2.5
2.5
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751056820974944592307816
2.5.0 > 10765*float (PI)

314159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230.7816
et

Aufgabe 4%*: (Skalarprodukte auf Funktionenrdumen. 10 Bonuspunkte)

Berechne den Abstand zwischen den Funktionen f(z) = x und g(z) = sin(x) beziiglich des
Skalarprodukts (f,g) = [ f(x) - g(z) dz.



Musterlosung:

2.5.0 > sqrt(int((x - sin(x))"2, x = -PI..PI))
/ 3 \1/2
| 2 PI |
| ————- - 3 PI |
\ 3 /

2.5.0 > float (%)

3.353516536

Aufgabe 5*: (Approximation durch einfache Basisfunktionen. 5 + 5 + 0 Bonuspunkte)

Betrachte den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen iiber dem Intervall [—1,1] mit
dem Skalarprodukt

1
(f,9) = /_1f(:r) -g(x) du.

a) Verifiziere, dass die Funktionen Fy(z) = 1, Fi(z) = =z, Fy(z) = cos(m - z) orthogonal
sind.

b) Berechne die Koeffizienten cg, ¢1, c2, die den Abstand zwischen der Funktion f(z) = e™*
und

S(x)=co+ci-x+cy-cos(m-x)

minimieren. (Siehe Aufgabe 1.)
c) Plotte f(z) und S(z) in einer gemeinsamen Graphik.

Es sind etliche Integrale zu berechnen, fiir die sich MuPAD anbietet. Relevante MuPAD-
Funktionen und Objekte: sin, cos, exp, PI, int, plotfunc2d.

Musterlosung:
Zur Berechnung wird MuPAD benutzt:
a) Die Entwicklungsfunktionen werden definiert

2.5.0 > F[0]:= 1:
2.5.0 > F[1]:= x:
2.5.0 > F[2]:= cos(PI*x):

Aus Bequemlichkeit definieren wir das Skalarprodukt als Prozedur sc und lassen MuPAD die Skalar-
produkte zwischen den 3 Basisfunktionen F[k] berechnen. Sie stellen sich in der Tat als orthogonal
heraus:



2.5.0 > sp:= (f, g) -> int(f*xg, x = -1..1):
2.5.0 > sp(F[0], F[11)

0
2.5.0 > sp(F[0], F[2])

0
2.5.0 > sp(F[1]1, F[2])

0

b) Die zu entwickelnde Funktion f wird definiert. Die Fourier—Approximation ist durch die Koeffizi-
enten ¢, = (Fy, f)/{Fk, Fi) gegeben:

2.5.0 > f:= exp(-x):
2.5.0 > c[0]:= sp(F[0], £) / sp(F[0], F[0])

2 2
2.5.0 > c[1]:= sp(F[1], £) / sp(F[1], F[1])
-3 exp(-1)
2.5.0 > c[2]:= sp(F[2], £) / sp(F[2], F[2])
1 1
___________ e

exp(1) + PI exp(1) exp(-1) + PI exp(-1)
Die Fourier—Approximation:

2.5.0 > S:= c[0]*F[0] + c[1]*F[1] + c[2]*F[2]

exp(1)  exp(-1)
-------------- - 3 x exp(-1) -
2 2

cos(PI x) | ——=====————————— = |
| 2 2 |
\ exp(-1) + PI exp(-1) exp(l) + PI exp(1) /

¢) Die Graphik zeigt, dass die Approximation von £ durch S recht gut ist, obwohl nur 3 Basisfunktionen
benutzt wurden:

2.5.0 > plotfunc2d(f, S, x = -1..1)




Aufgabe 6*: (Die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung. 10 Bonuspunkte)
Beweise

(F > < (f, f)-(g.9)

fiir beliebiges f, g in einem Raum mit Skalarprodukt. Wann gilt das Gleichheitszeichen?
Anleitung: Starte mit 0 < (f —«a - g, f — a - g) und wihle ein geeignetes aw € C. Man erinnere
sich auch an Aufgabe 4 von Blatt 2 der “Mathe fiir Physiker I”.

Musterlésung:
Fiir jedes Skalarprodukt gilt

0<(f-a-gf-a g =(f-a{fg)—a (g, f)+a a (g9

fiir jedes f, g und jedes o € C. Fiir g = 0 ist Cauchy—Schwarz sicherlich erfiillt, betrachte also g # 0.
Fiir den Wert

a = (9, /) also @= (f.9)
(9,9) (9,9)
folgt
0 ()= 0L (g LD gy LD GT) g gy - L) ]

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn
f—a-g=0

gilt, d.h., wenn f und g proportional sind.




