FEINFUHRUNG IN DIE STOCHASTIK Sommersemester 07
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Ubungsblatt 8

Mit % und ** gekennzeichnete Aufgaben kénnen zum Sammeln von Bonuspunkten verwendet
werden. Losungen von *-Aufgaben sind schriftlich abzugeben im Zettelkasten Nr. 5 auf dem
D1 bis Mittwoch, 6.6.07, 11:00 Uhr. Losungen von sx-Aufgaben sind per Web-Formular
unter http://www.math.upb.de/ walter (— Lehre SS 07 — Ubungen) abzuliefern bis
spétestens Mittwoch, 6.6.07, 2322 Uhr.

Aufgabe 44: (Verteilungen von Zufallsvariablen, Erwartungswerte)

Bei dreimaligem Wurf mit einem fairen Wiirfel sei X die Anzahl der Wiirfe, bei denen die
Augenzahl mindestens 5 betrigt. Bestimme die Verteilungsfunktion Fx und den Erwar-
tungswert E(X).

Musterlésung:

Der umstéindliche Weg: Der Stichprobenraum sei Q = {(1,1,1),...,(6,6,6)}. Betrachte die Va-
riable X = ,Anzahl der Wiirfe mit mindestens 5 Augen“: Q — {0,1,2,3}. Mit explizitem Abzihlen
folgt:

P(X=0) = P({(1,11) (4,4,4}) =555 =2 >
PX=1) = P{(,1,1),...,(5,4,4),(1,5,1),...,(4,5,4),(1,1,5),...,(4,4,5),
(6,1,1),...,(6,4,4),(1,6,1),...,(4,6,4),(1,1,6),...,(4,4,6)})
_ 644 4
6:6-6 9
P(X =2) = ...abzéhlen...=33% =2,
P(X=3) = P{(5,5,5),(6,5,5),(5,6,5),(5,5,6),
(5,6,6),(6,5,6),(6,6,5),(6,6,6)}) = sos =5 .

Der einfache Weg: Das kann man auch wesentlich einfacher haben. Betrachte den 3-fachen Wurf
als 3-fache Wiederholung des Bernoulli-Experiments ,,einfacher Wurf“ mit ,,Erfolg” = ,das Ergebnis
ist > 5%, also p = P(Erfolg) = P({5,6}) = 2/6 = 1/3. Fiir die Anzahl der Erfolge X bei n = 3-facher
Wiederholung gilt

== (1) ro-ori= () @G- () 5 enrs,

also

- —_— = frd 2 = —_— = —
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Durch Aufsummieren dieser Wahrscheinlichkeiten ergibt sich die Verteilungsfunktion:

0firr<O,
%fﬁr0§r<1,
Fx(r)=¢ 2 =2firl<r<2,

841246 _ 26 ¢
5 = 5 fir2<r <3,

8+1246+1 _ 1 fis
% =1fir3<r,

Der Erwartungswert ist

8 2 1
Z k P(X :0-—+1-—+2-§+3-—:1.
keX(Q)



In der Interpretation als X = ,Anzahl der Erfolge bei n-facher Wiederholung eines Bernoulli-
Experiments® erhiilt man Erwartungswert auch direkt als E(X) =np =3-(1/3) = 1.

Aufgabe 45: (Erwartungswerte iiber diskreten Modellen)

Sei Q = {wy,w2,...} ein diskretes Modell, X : Q — {ry,r2,...} C R eine beliebige Zufalls-
variable. Zeige formal, dass aus der Definition 2.22 bzw. 2.24.a) des Skripts die alternative

Formel
=) X(w) P({w})

weN

aus Bemerkung 2.25 des Skripts folgt.

Musterlésung:
Seien E; = X7 r) ={w e Q; X(w)=r;} CQ die Urbilder der diskreten Werte, die X annehmen
kann. Uber dem diskreten Modell €2 gilt

P(X =r;)=P(E) =) P{w}).

weE;

Nach Definition 2.22/2.24.a) ist E(X) = Z r; P(X =r;). Es folgt

rEeX(Q)
E(X)= Y nPE)= Y rn Y P({w})
r, €X(Q) r, €X(Q) weE;
= 2 LnPlwh= Y D X P{.
r€X(Q)weE; r€X(Q)weE;

Diese Doppelsumme entspricht einer Summe iiber alle w in 2, denn jedes w gehért in genau ein E;:

Y. D X PHw}) =) X(w) P(w}).

reX(Q)weE; weN

Aufgabe 46*: (Erwartungswerte. 10 + 10 Punkte)

In einem Gebiet wird Ol vermutet. Es werden nacheinander unabhiingige Versuchsbohrungen
durchgefiihrt, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit p zum Erfolg fithren. Jede Einzelbohrung
verursacht die Kosten K. Welche Gesamtkosten muss man im Mittel aufwenden, bis man
zum ersten Mal auf Ol sto8t,

(a) wenn man bereit ist, den Versuch beliebig oft zu wiederholen,

(b) wenn man zu hiéchstens 5 Versuchen bereit ist?

Musterlésung:
a) Die Moglichkeiten sind: eine beliebige Anzahl von Miflerfolgen ,,—“ mit P(—) =1 — p =: g, gefolgt
von einem Erfolg ,,+“ mit P(+) = p, also:

Q=14 4 —— 4, ... Pl—...—)=(1-pkp=qgkp.
{+, —+, +,...0,  P( +H)=0-p)"p=q"p
k



Sei X die Kosten, also X(+) = K, X(—+) = 2K, X(— — +) = 3K usw. Der Erwartungswert ist
E(X) = KP(+) + 2KP(—+) + 3KP(——+) + ---
= Kp(1+2¢+3¢@+4¢+-) = Kpdiq(1+q+q2+q3+---)
d 1 Kp K

Pagi=q — =92 ~ 7~

b) Bei maximal n Versuchen (gefragt ist n = 5) sind die Moglichkeiten:

Q={+,—"4+,—-——4,...,— - —+,—...—}.
n—1 n
Fiir die Kosten X folgt:
E(X) = KP(+) +2KP(—+) + - +nKP(=...—+) + nKP(—...—)
~—— ~——
n—1 n

n d n
_ k—1 n o __ k n
= K> k¢"'p + nKq" = Kpd—qu + nKgq
k=1 k=1
L—g¢" (n4+1)g"
(1—q)? S

K
—-K(n+1)¢" + nKq" = ; (1—qn+1—pqn)

pil_qn-&-l

dg 1—q
1_qn+1
p

(1—(q+p)q”) = % (1—q") :

4+ nKq" = Kp

+ nKq"

K
K
p

Aufgabe 47*: (Erwartungswerte, wiederholte Bernoulli-Experimente. 10 + 10 Punkte)

(a) Ein Bernoulli-Experiment wird solange wiederholt, bis zum ersten Mal Erfolg eintritt.
Wieviele Versuche wird man bendtigen? (Also zum Beispiel: wann stellen sich beim
Lotto zum ersten Mal sechs Richtige ein?) Beachte auch Aufgabe 46.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit reichen maximal n Versuche zum Erfolg?

Musterlésung;:
Betrachte zur Beschreibung der Wiederholungen den Stichprobenraum

Q={+—++,——+,———+,...}
mit + = ,Erfolg”, — = ,Miflerfolg”.

a) Die Anzahl der Versuche X bis zum ersten Erfolg
X(+):1 ) X(_+>:27 X(__+):37
hat offensichtlich die Verteilung

P(X=k)=P(—...—+)=P(=)-...-P(-)P(H)=¢""'p, k=12,....
k-1 k—1

Probe: - -
Sp(x=k = Y=Y ¢ = % = 1 (ok).

k=1 k=1 k=0



Der Erwartungswert ist:

E(X) =Y kP(X =k) =3 kel p=pt S grmpt L P 1
k=1 —

Zusatz: zur Berechnung der Streuung erhélt man zunéchst:

BE(X?) = Y BPX=k = Y kKpd!
k=1 k=1
dg? p
k=1 k=1 k=0
—_———
E(X)
2z 1 1 2 1 2¢q 1 1+¢
= Pdo5T— + - =Py t o=+ - =
d?1—q p (l-=q¢® » p» p p?
Mit E(X) = 1/p ergibt sich die Streuung
1+q¢ 1 q
2 _ 2 2 _ _
o?(X) = B(X?) - B(X) = ol =
b) Betrachte das Ereignis E = | es reichen maximal n Versuche zum Erolg“:
E={+—+——4+,...,—...—F+} CQ.
——
n—1
Es folgt
P(E)=P(+) + P(—+) + + P(—...—4)
n n—1
_ ( trische Rethe) 1 — ¢" "
YopdtTt=p Y gt ETTEE Ty~
k=1 k=0 I=q

Aufgabe 48**: (Erwartungswerte, wiederholte Bernoulli-Experimente. 20 Punkte)
Dies ist eine Online-Aufgabe, die bis zum 6.6.07, 235 Uhr, abzuliefern ist.

Aus der folgenden Urne (die vom Aufgabenserver zufillig abgedndert wird) darf eine beliebige
Anzahl von Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen werden. Am Ende erhélt man das Produkt der
gezogenen Werte in Euro. Wieviele Kugeln sollte man ziehen, um den erwarteten Gewinn zu

maximieren?

Musterlésung:

Seien X1,X5, X3 die Gewinne, die man erhélt, wenn man eine, zwei bzw. drei Kugeln zieht (bei allen
weiteren Ziigen zieht man notwendigerweise mindestens eine Null und erhilt kein Geld). Es sind die




Erwartungswerte von X7, X5, X3 zu bestimmen:

E(X1) =0 -P(X;1=0) + 2-P(X;=2) + 3-P(X;=3) + 4-P(X; =4)
—— —— —— ———

egal 1/5 1/5 1/5
1 1 1 9
—92. - 4 3. +4.-=2-=18
5 + 5 + 5 5 ’

E(X;) =0-P(X;=0) + 6-P(X3=6) + 8- P(Xy=8) + 12- P(X, = 12)
—_—— —_—— ~——— ————

egal 2(1/5)-(1/4) 2:(1/5)-(1/4) 2:(1/5)-(1/4)
11 11 11
—0-P(X2=0) + 6~(2.5~1) + 8.<2~5~1) + 12-(2.5.1)
1 26
(6+8+12)- 15 =15 :
111 24
B(Xs) =0-P(X2=0) + 2 P(X;=6) =2-(6-7-53) = 1o =
—_——— —— 5 4 3 10
egal 6-(1/5)-(1/4)-(1/3)

Damit ist das zweimalige Ziehen pro Spiel die giinstigste Variante.

2.4.




