EINFUHRUNG IN DIE STOCHASTIK Sommersemester 07
DRrR. WALTER OEVEL 21. 5. 2007

Ubungsblatt 7

Mit % und **x gekennzeichnete Aufgaben kénnen zum Sammeln von Bonuspunkten verwendet
werden. Losungen von *-Aufgaben sind schriftlich abzugeben im Zettelkasten Nr. 5 auf dem
D1 bis Mittwoch, 30.5.07, 11:00 Uhr. Losungen von **-Aufgaben sind per Web-Formular
unter http://www.math.upb.de/ walter (— Lehre SS 07 — Ubungen) abzuliefern bis
spétestens Mittwoch, 30.5.07, 2352 Uhr.

Aufgabe 39*: (Zufallsvariablen, Verteilungsfunktionen, 20 Punkte)

Sei F' eine beliebige monoton steigende Funktion von R nach R. Beweise formal, dass an
jedem Punkt r € R der rechts- und linksseitige Grenzwert von F' existiert und

lim F(r —€) < F(r) < im F(r +¢)
>0 >0

gilt.

Musterlésung:
Wir zeigen
Fp=if{F(z);z>r}=1lim F(r+e¢),
e>0
wobei das Infimum sicherlich existiert, da die Menge aufgrund der Monotonie von F' durch F(r) nach
unten beschrankt ist. Als Infimum ist fiir jedes € > 0 der Wert F; + € keine untere Schranke der Menge
mehr, es gibt also ein r > r mit F(re) < Fy + e. Mit der Monotonie von F gilt damit fiir alle 2 mit
r<r<Tre
|F(x) — Fy|=F(z) — Fy < F(r) — Fy <e.
Damit ist F der rechtsseitige Limes von F' an der Stelle 7, fiir den F(r) < Fy gilt, da F(r) eine
untere Schranke der Menge {F'(x); x > r} ist und F} als Infimum die grofite untere Schranke ist.

Wir zeigen
F_:=sup {F(z);z <r}=lim F(r — ),
€e>0
wobei das Supremum sicherlich existiert, da die Menge aufgrund der Monotonie von F' durch F(r)
nach oben beschriankt ist. Als Supremum ist fiir jedes € > 0 der Wert F_ — ¢ keine obere Schranke der
Menge mehr, es gibt also ein re < r mit F(r.) > F_ — e. Mit der Monotonie von F gilt damit fiir alle
rmit r. <ax <r:
|F. — F(x)|=F- —F(z) < F_ — F(r.) <e.
Damit ist F_— der linksseitige Limes von F' an der Stelle r, fiir den F_ < F(r) gilt, da F(r) eine
obere Schranke der Menge {F'(x);x < r} ist und F_ als Supremum die kleinste obere Schranke ist.

Aufgabe 40*: (Zufallsvariablen, Verteilungsfunktionen, 20 Punkte)

Beweise formal Satz 2.9.3) des Skripts: Fiir jede Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion
Fx gilt
lim Fx(r)=0.

rT——00



Musterlésung:
Sei X : Q — R. Betrachte die disjunkten Ereignisse B; = {w € Q; —i—1 < X(w) < =i} firi =1,2,...
und Ep = {w € ;-1 < X (w) < oco}. Es gilt

Fiir unendliche abzéhlbare Vereinigungen disjunkter Ereignisse gilt mit der ,,o-Additivitdt“ in Defini-
tion 1.2.iii.2 des Skripts:

1=P(Q)=P(JE)=> P(E).
1=0 =0

n—oo

Da die Reihe konvergiert, gilt fiir die 'Reihenreste’ lim Z P(E;) = 0. Andererseits gilt
n

Fx(-n)=P(—co < X < —n)=P(|  E) =) _ P(E)).

Also: lim Fx(—n) = 0. Der gefragte Grenzwert von Fx(r) ist also 0, falls r auf den ganzen Zahlen

n—oo

gegen —oo strebt. Allgemein: Sei r,, eine beliebige gegen —oo konvergierende Folge reeller Zahlen.
Wegen der Monotonie von Fx gilt mit [r] = kleinste ganze Zahl giéfler oder gleich r:

0 < Fx(ry) < Fx([ra]).

Mit lim Fx([r,]) = 0 folgt die Existenz des Grenzwertes von Fx (r,), der wegen

n—oo

0< lim Fx(r,) < lim Fx([r,]) =0

n—oo

verschwinden muss.

Aufgabe 41**: (Zufallsvariablen, Verteilungsfunktionen, 10 Punkte)
Dies ist eine Online-Aufgabe, die bis zum 30.5.07, 2359 Uhr, abzuliefern ist.
Betrachte die Verteilungsfunktion

0 fir r <0,
/2 fir 0 <r <1,
(3-r+1)/10 fir 2 <r <3,
1 fir 3 <.

\

einer Zufallsvariablen X. Bestimme die Wahrscheinlichkeit P(X € [3,1) U [3,7] U (3,1)).
(Die Daten werden vom Aufgabenserver zufillig abgeédndert).



Musterlésung:
Es gilt:

PlxefpnulzilvGa)) -rlxepy)+rlxe5a)) +P(xe(5.9))

Nach Vorlesung gilt

P(ri <X <r) = Fx(r2)— Fx(r),
P(Tl SXSTZ) = Fx(TQ—E)—liH(}FX(Tl_e),
€e>0
P(ri <X <ry) = limFx(ry —€) — Fx(r),
e>0
P(ri <X <ry) = limFx(r;—¢€) — lim Fx(r1 — ).
e>0 €e>0

Hiermit ergibt sich:

1 111
P(1§X<1):hmFX(1—e))—limFX(——e»:7_7:77
? f o T2 2 4 4
7 3 3 3
S X< T)y= ) — 1 T )= 2=
P <X <P =Fx(y) - lim (5 ) 575
. 7 5 17 3
P <X<P=lmpx(3-c) - Ix(3) =1-5= 5

€e>0

Plrefp)ulzpluGa))-itn -5

Aufgabe 42: (Zufallsvariablen, Verteilungsfunktionen)

Betrachte den 3-fachen Wurf einer fairen Miinze. Sei X der Absolutbetrag der Differenz
zwischen der Anzahl der geworfenen ,Kopfe“ und der Anzahl der geworfenen ,Zahlen*.
Bestimme die Wahrscheinlichkeiten P(X = k) sowie die Verteilungsfunktion Fly.

also

Musterlésung:
Das unterliegende kombinatorische Modell des 3-fachen Miinzwurfs sei

Q = {(w1,ws,w3); wi,wa, w3 € {K, Z}}.

Die Zufallsvariable X kann nur die Werte k = 1 oder k = 3 annehmen:

6 3
P(X =1) = P{(K, K, 2),(K, 2, K),(Z, K, K), (K, 2, 2),(Z, K, 2),(2, 2, K)} = ¢ = 7,
2 1
P(X =3) = PU(K. K, K).(2,2,2)} = < = .
Die Verteilungsfunktion Fx(r) = Z P(X = k) ist damit die Treppenfunktion

k<r
0 fiur r < 1,
Fx(r)= s fir 1 <r <3,
1=1 fir3<r



Aufgabe 43: (Zufallsvariablen, spezielle Verteilungsfunktionen)
Eine kontinuierliche Zufallsvariable X : 2 — R mit der Verteilungsdichte

1 _(r=w?
20

p(T)ZU 5o

heifit normalverteilt mit den Parametern p (, Erwartungswert“) und o (,,Streuung*).
Eine diskrete Zufallsvariable Y : Q — {0,1,2,...} mit der durch

AFe=A
TR
gegebenen Verteilung heifit Poisson-verteilt zum Parameter A (,, Erwartungswert®).

P(Y =k) k=0,1,2,...

(a) Fiir welches  nimmt die Dichte p(r) ihr Maximum an?
(b) Fiir welches k£ nehmen die Wahrscheinlichkeiten P(Y = k) ihr Maximum an?

(¢) Vergleiche p(r) und P(Y = |r]) fiir 4 = A, ¢ = V/A. Plotte dazu mit einem Graphik-Tool
deiner Wahl p(r) und f(r) = P(Y = |r]) als Funktionen von r in einer gemeinsamen
Graphik. Betrachte dabei die Werte A = 2, A = 5, A = 100. Was passiert fiir A — 0o?
Wir werden dieses wichtige Phénomen im Kapitel 4 (Grenzwertsétze) der Vorlesung
genauer untersuchen.

Zu (c): ab MuPAD 3.0 kann beispielsweise die Funktion p(r) zusammen mit den Punkten
(k, P(Y = k)) tuber die folgenden Befehle in einer gemeinsamen Graphik dargestellt werden.
Als plot-Bereich fiir 7 wird A+4-v/\ gewiihlt, da sich die interessanten Werte im Wesentlichen
in diesem Bereich befinden:

// Die Wahrscheinlichkeitsdichte/-werte:

lambda:= 5;

rhoX:= r -> 1/sqrt(2+«PI*lambda) * exp(-(r - lambda) 2/(2*lambda));
PY:= k -> lambda"k/k!*exp(-lambda) ;

// Der plot-Bereich
left:= max(0, lambda - 4*sqrt(lambda)):
right:= lambda + 4*sqrt(lambda):

// Erzeuge die plot-Objekte
plotobjectX:=
plot::PointList2d([[k, PY(k)] $ k = ceil(left) .. trunc(right)],
Color = RGB::Black):
plotobjectY:=
plot::Function2d(rhoX(x), x = left .. right, Color = RGB::Red):

// Die Objekte werden gezeichnet:
plot(plotobjectX, plotobjectY);



Musterlosung: ,
a) Sei p(r) = ¢ e (=" mit den Abkiirzungen c1, ¢y fiir die entsprechenden Parameterkombinatio-
nen:

d

ar p
Das Maximum der Dichte liegt also beim Erwartungswert pu.

(7‘)2202(7‘—#)616@&7#)2ZO = =

b) Betrachte
PY =k+1) Mtl.eA k! A k! A
PY =k  (k+1)! M.ed (k+1)! k+1
Die Wahrscheinlichkeiten steigen mit wachsendem k, solange dieser Quotient > 1 ist. Sobald k+1 > A
gilt, ist der Quotient < 1, und die Wahrscheinlichkeiten fallen ab. Dies passiert zum ersten Mal bei
k+1 = [)], d.h., das Maximum wird angenommen fiir k = [A]—1 ( = | A], falls A nicht ganzzahlig ist).

¢) Man beobachtet graphisch, dass fiir grosse Werte von A alle Punkte (k, P(Y = k)) approximativ
auf dem Graphen (r, p(r)) liegen, d.h., die Poisson-Verteilung konvergiert gegen die Normalverteilung.




