EINFUHRUNG IN DIE STOCHASTIK Sommersemester 07
DRrR. WALTER OEVEL 7. 5. 2007

Ubungsblatt 5

Mit % und #* gekennzeichnete Aufgaben kénnen zum Sammeln von Bonuspunkten verwendet
werden. Losungen von x-Aufgaben sind schriftlich abzugeben im Zettelkasten Nr. 5 auf dem
D1 bis Mittwoch, 16.5.07, 11:00 Uhr. Losungen von *x-Aufgaben sind per Web-Formular
unter http://www.math.upb.de/“walter (— Lehre SS 07 — Ubungen) abzuliefern bis
spitestens Mittwoch, 16.5.07, 2322 Uhr.

Aufgabe 26*: (Wahrscheinlichkeitsgraphen, 15 + 15 Punkte)
Aus der Urne ’ SAVE OUR SOULS ‘ werden

a) mit Zuriicklegen
b) ohne Zuriicklegen

drei Buchstaben gezogen. Mit welcher W’keit kann aus den gezogenen Buchstaben das Wort
SOS gebildet werden? Berechne die gefragten Wahrscheinlichkeiten iiber einen geeigneten
Wahrscheinlichkeitsgraphen!

Musterlésung:

Zu Beginn ist die Urne ] SAVE OUR SOULS ‘ = ] AELOORSSSUUV ‘ . Wir betrachten als Einzel-
experimente die drei einzelnen Ziige.

a) Der entsprechende W’keitsbaum mit Zuriicklegen ist:

| AELOORSSSUUV |

3/12 2/12 /12
erster gezogener Buch-

| AELOORSSSUUV |S | AELOORSSSUUV |O  “gtabe weder S noch O%

7/12 513 2/12 N

»zZweiter gezogener Buch- | AELOORSSSUUV ‘SS | AELOORSSSUUV ‘SO »Zweiter gezogener

stabe weder S noch O Buchstabe kein S*
10/12 2/12 3/12  9/12

ndritter gezogener l AELOORSSSUUV ‘ SOS ndritter gezogener
Buchstabe kein O Buchstabe kein S¢

Die Ubergangsw’keiten ergeben sich dabei leicht folgendermaBen aus den Einzelexperimenten:

Zug 1: Die Wahrscheinlichkeit ist 3/12, aus einer Urne mit 12 Buchstaben, von denen 3 ein S sind,
ein S zu ziehen.

Zug 1: Die Wahrscheinlichkeit ist 2/12, aus einer Urne mit 12 Buchstaben, von denen 2 ein O sind,
ein S zu ziehen.

Zug 2: entspricht Zug 1.
Zug 3: entspricht Zug 1.

Die Pfadwahrscheinlichkeiten sind:
3 3 2 1 3 2 3 1 2 3 3 1

P =2 .2 .2 -
S50 = 19712712 7 96



Als Endergebnis erhélt man iiber die Pfadregel 2:

1 1 1 1
P “y = p P P, = — an 0F 29"
(,S0S“) sso + Fsos + Loss 96 + 96 + 96 32

b) Der entsprechende Wkeitsbaum ohne Zuriicklegen ist:

| AELOORSSSUUV ‘
3/12 2/12 7/12
»erster gezogener Buch-
| AELOORSSUUV ‘ S | AELORSSSUUV ‘ O stabe weder S noch O%
7/11 2/11 2/11 3/11 8/11
»zweiter gezogener Buch- | AELOORSUUV |SS | AELORSSUUV |SO »zweiter gezogener
stabe weder S noch O Buchstabe kein S
8/10  2/10 2/10 8/10
,dritter gezogener AELORSUUV |SOS »dritter gezogener

Buchstabe kein O¢ Buchstabe kein S*

Die Ubergangsw’keiten ergeben sich dabei leicht folgendermaBen aus den Einzelexperimenten:

Zug 1: Die Wahrscheinlichkeit ist 3/12, aus einer Urne mit 12 Buchstaben, von denen 3 ein S sind,
ein S zu ziehen.

Zug 1: Die Wahrscheinlichkeit ist 2/12, aus einer Urne mit 12 Buchstaben, von denen 2 ein O sind,
ein S zu ziehen.

Zug 2: Die Wahrscheinlichkeit ist 2/11, aus einer Urne mit 11 Buchstaben, von denen 2 ein S sind,
ein S zu ziehen.

Zug 2: Die Wahrscheinlichkeit ist 2/11, aus einer Urne mit 11 Buchstaben, von denen 2 ein O sind,
ein O zu ziehen.

Zug 2: Die Wahrscheinlichkeit ist 3/11, aus einer Urne mit 11 Buchstaben, von denen 3 ein S sind,
ein S zu ziehen.

Zug 3: Die Wahrscheinlichkeit ist 2/10, aus einer Urne mit 10 Buchstaben, von denen 2 ein O sind,
ein O zu ziehen.

Zug 3: Die Wahrscheinlichkeit ist 2/10, aus einer Urne mit 10 Buchstaben, von denen 2 ein S sind,
ein S zu ziehen.

Die Pfadwahrscheinlichkeiten sind:

3 2 2 1 3 2 2 1 2 3 2 1

2. 2.2 _ - p Proe = — .2 .2
12 11 10 1100 % 055

P = = — — — = — e
550 12 11 10 110° 12 11 10 110

Als Endergebnis erhélt man iiber die Pfadregel 2:

1 1 1 3
P « _ P P P —_ R _— =,
(,508%) = Psso + Psos + Poss 110 " 110 10~ 110

Aufgabe 27: (Produktmodelle)

Lose Aufgabe 26.a) (drei Urnenziige mit Zuriicklegen) iiber ein entsprechendes Produktmo-
dell.



Musterlésung:

Wegen des Zuriicklegens gezogener Buchstaben sind die 3 Urnenziige unabhéngig, so dass sich das
Produktmodell

Q= {(w17w27w3);wi € {Av E,L,O,R,S,U, V}}
mit
PUSH =2, PO} ==
12’ 12

anbietet. Mit
“SOSs“ ={(S,S,0),(5,0,5),(0,5,5)}

und
P({S,5,0)) = PUSY) - PUSH - PUOY = 15 - 2 2 = o
P({S,0,5)) = P({SY) - PUOY) - PUSY) = 15 - = o =
2 3 3 1

P({0,8,5}) = PUON - PUSY - PUSY = 5+ 5+ 5= o

ergibt sich wieder
3 1

P(“SOS*) = P({S,5.0}) + P({5,0,5}) + P{O,5.5}) = o = 5.

Aufgabe 28**: (Unabhéngige Wiederholungen, Produktmodelle, 10 Punkte)

Dies ist eine Online-Aufgabe, die bis zum 16.5.06, 23%° Uhr, abzuliefern ist. Der Aufga-
benserver dndert die Aufgabenstellung dabei zufillig ab.

Aus der folgenden Urne werden nacheinander Kugeln gezogen und wieder zuriickgelegt. Mit

welcher Wahrscheinlichkeit addieren sich die Nummern auf den gezogenen Kugeln nach 3
Ziigen zu 7 auf?

OIOIOIO10,
®@@®@@®@@

Musterlésung:
Die Urne hat 14 Kugeln, bei einem einzelnen Zug gilt damit
5
P(1) = 7l (5 Kugeln mit der Nummer 1 in der Urne)
4 . .
P2) = 1 (4 Kugeln mit der Nummer 2 in der Urne)
5 . .
P@3) = T (5 Kugeln mit der Nummer 3 in der Urne)

Wegen der Unabhéngigkeit der Ziehungen (die Kugeln werden zuriickgelegt) ist das Produktmaf
P({(a1,az2,a3)}) = P(a1) P(az) P(as) auf

Q= {(a1,a2,a3) ; a1,a2,a3 € {1,2,3}}



zu wéhlen. Fiir das Ereigniss
E =, die Summe ist 7 = {(3,3,1),(3,1,3),(1,3,3),(3,2,2),(2,3,2),(2,2,3)}

folgt
P(E)= P{G3,3, 1)} + PGB 1,3)}) + P{(1,3,3)})

+P({(3,2,2)}) + P({(2,3,2)}) + P({(2,2,3)})
_3. (%)2-(15—4)+3~ (%) : (%)2:%-5-(52+42):%~0.224.

Aufgabe 29: (Unabhingigkeit)

Man wirft zweimal mit einem fairen Wiirfel. Welche Paare der folgenden FEreignisse sind
unabhéngig?

FEy := ,man wirft eine ungerade und eine gerade Zahl“,

FE5 ;= ,man wirft zunéchst eine ungerade, danach eine gerade Zahl“,
Es5 := ,die Augensumme ist mindestens 11¢.

Musterlésung:

Der Stichprobenraum ist

Q={(a1,a2) ; ar,a2 € {1,...,6}} ,P({(a1,a2)}) = % .

Gefragt sind die Ereignisse

E, = {(172) (1 4) ( 6) (3 2)7(3 4)7(376),<572)7(574)’(5a6)7

(2,1),(4,1),(6,1),(2,3),(4,3),(6,3),(2,5),(4,5),(6,5)},
Ey ={(1,2),(1,4),(1,6),(3,2),(3,4),(3,6),(5,2), (5,4), (5,6)},
E3 ={(6,5), (5,6), (6,6)},

EiNEy,=FEy,, E1NE3= {(6 5),(5,6)}, EsnN Eg :{(5,6)}
Damit folgt P(E;) = 18/36 = 1/2, P(F3) =9/36 = 1/4, P(E3) = 3/36 = 1/12, also:
1 1
P(El N Eg) Z # P(El) . P(EQ) = g = F4, E5 sind abhanglg,
2 1 . R
P(E1NE3) = 36 # P(Ey) - P(Es) = 21 =  Fj, F3 sind abhingig,
1 1
P(E2N E3) = 36 # P(E;) - P(E3) g Es, E5 sind abhéngig.

Aufgabe 30: (Unabhingigkeit)
Zeige, dass fiir zwei Ereignisse A, B in einem beliebigen Modell (2, &, P) die 4 folgenden
Aussagen dquivalent sind:

a) A und B sind unabhingig, b) A und Q \ B sind unabhingig.
c) 2\ A und B sind unabhéngig, d) Q\ A und Q\ B sind unabhéngig.



Musterlésung:
Aussage a) bedeutet P(AN B) = P(A) - P(B). Aussage b) ist dquivalent dazu:

P(AN(Q\B)) = P(A)-P(Q\B)
&  P(A\(ANB)) = P(A)-(1-P(B))
& P(A)-P(ANB) = P(A)— P(A)- P(B)
& P(AN B) - P(A) - P(B)

Analog ist Aussage ¢) dquivalent zu a):

PBN(Q\A4)) = P(B)-PQ\A)
& PB\(BNA) = PB) (1-P4))
& P(B)—P(ANA) = P(B)- P(B)- P(A)
& P(BnNA) = P(B) - P(A)

Aussage d) ist ebenfalls dquivalent zu a):

P((Q\NA)N@Q\B) = P@Q\A)-P(Q\ B)
& P(Q\ (AUB) - (1-P(4)-(1-P(B))
o — P(AUB)) — 1-P(A)— P(B)+ P(A)- P(B)
& P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(A)- P(B)
& P(A)+P(B)-P(ANB) = P(A)+P(B) - P(A)- P(B)
P P(ANB) - P(A) - P(B)

Im vorletzten Schritt wurde die allgemeingiiltige Eigenschaft P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
verwendet.

Aufgabe 31*: (Unabhingigkeit, 15 Punkte)

Die Bevolkerung wird einerseits nach Geschlecht, andererseits nach Korpergrofie aufgeteilt:

‘ méannlich  weiblich

grof3 Pgm Pgw
klein Pkm Pkw
Unter welcher (Determinanten—)Bedingung an die Bevolkerungsanteile pgy,,...,pgy sind

Geschlecht und Grofle unabhéngig?

Musterlosung:
Nach Aufgabe 30) reicht es, die Unabhiingigkeit von ,gro“ und ,ménnlich“ zu untersuchen:

P(gnm) = P(g)  P(m)
< Pgm = (pgm ergw) : (pgm + pkm)
~ Pgm = Pgm* (pgm + pkm) +pgw : (pgm +pkm)-
—_———

1—pgw —Pkw



Es gilt pgm + Pgw + Pkm + Pkw = 1, 8180 Pgm + Pkm = 1 — Dgw — Prw. Damit ist die Unabhéngigkeit
dquivalent zu

Pgm = Pgm* (1 — Pgw — pkw) + Pgw - (pgm erkm)

Pgm — Pgm * Pgw — Pgm * Pkw + Pgw * Pgm + Pgw * Pkm
—Pgm * Pkw T Pgw - Pkm

< Pgm Pkw = Pgw ' Pkm-

& 0

Dies heiflt, dass die ,,Determinante” pgrm, - Prw — Pgw - Pkm der Tabelle verschwinden muf.




