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Ubungsblatt 15

Hier ist zusétzliches Ubungsmaterial zur Klausurvorbereitung quer durch die Inhalte der
Vorlesung. Eine Korrektur ist nicht vorgesehen. Es handelt sich nicht um eine Probeklausur
in dem Sinne, dass der Schwierigkeitsgrad/Bearbeitungsaufwand aller Aufgaben ,typisch®
fiir Klausuraufgaben sind.

Aufgabe 80: (Kombinatorik)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man beim Skat (10 aus 32 Karten) genau 3 Asse und
genau einen Buben?

Musterlésung:
Es gibt

32
( 1 O) Moglichkeiten, 10 aus 32 Karten zu bekommen,

3

4

1

4
( ) Moglichkeiten, 3 der 4 Asse zu bekommen,
( > Moglichkeiten, einen der 4 Buben zu bekommen,

24
( 6 ) Moglichkeiten, die restlichen 6 Karten aus den verbleibenden
24 Karten (32 minus 4 Asse minus 4 Buben) zu bekommen.

4-4-(%) 5852

4.
(?3) = T75305 ~ 0.0334 .

Dies ergibt eine W’keit von

Aufgabe 81: (Wahrscheinlichkeit von Ereignissen)

Die Koeffizienten a,b € {1,2,...,6} der quadratischen Gleichung 2% + az + b = 0 werden
(fair) gewiirfelt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind die Losungen i) reell, ii) reell und
rational?

Musterlésung:
Die beiden Losungen der quadratischen Gleichung sind % (a £ Va2 —40).
i) Die Losungen sind reell, wenn a? > 4b gilt. Dies sind die folgenden Fille:

b=1, a=23,4,56
b=2, a=3,4,5,6
b=3, a=4,5,6
b=4, a=4,56
b=5 a=5,6
b=6, a="5,6

In 19 von 36 Fallen ergeben sich also reelle Losungen.



ii) Die Losungen sind genau dann rational, wenn a? —4 b eine Quadratzahl ist. Spielt man die Moglich-
keiten in i) durch, so findet man die 7 Fille

(a,b) = (2,1),(3,2),(4,3),(4,4), (5,4),(5,6), (6,5) .

Die gefragt Wahrscheinlichkeit ist also 7/36.

Aufgabe 82: (Unabhingigkeit von Ereignissen)

Es werden 2 faire Wiirfel geworfen. Sind die Ereignisse ,,die Augensumme ist durch 4 teilbar*
und ,,die Differenz der Augen ist gerade“ unabhéngig?

Musterlésung:
Der sich anbietende Stichprobenraum ist Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}. Die durch 4 teilbaren Augen-
summen 4, 8, 12 entsprechen dem Ereignis

A=1{(1,3),(2,2),(3,1), (2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2), (6,6)} .

Die durch 2 teilbaren Differenzen entsprechen dem halben Stichprobenraum:

B = {(1,1),(173),(1,5)7 (2,2),(2,4),(2,6), (3,1),(3,3),(3,5),
Es gilt A C B, also AN B = A. Dies ist auch ohne explizites Aufschreiben klar: gilt fiir eine Summe

ganzer Zahlen x +y = 4k mit k € Z, so ist die Differenz t —y = o — (dk—2) =2x—4k=2(x —2k)
eine gerade Zahl. Mit

P(ANB) = P(A) # P(A)- P(B) = P(A) -

sind die Ereignisse abhéngig.

Aufgabe 83: (Rechenregeln fiir Erwartungswerte/Streuungen)

Es wird 2 Mal fair gewdiirfelt. Sie X die Differenz zwischen dem ersten und dem zweiten
Wurf. Bestimme (auf moglichst einfache Weise) Erwartungswert und Streuung von X!

Musterlosung:
Sei Y das Ergebnis eines Wurfes. Es gilt

14+24+... 14+4+--- 1
B(y) = LT2T +6:Z,E(Y2): +4+---+36 91

6 2 6 6
und damit 0?(Y) = E(Y?) — E(Y)? = 35/12. Sei X = X; — Xo, wo X; das Ergebnis des i-ten
Wurfs ist. X 2 sind unabhéngig und haben beide den Erwartungswert E(X;) = 7/2 und die Varianz
0%(X;) = 35/12. Es folgt
E(X)=E(X; - X)) =E(X;) —E(X2)=0
und wegen der Unabhéingigkeit

03 (X) = 0* (X1 — X2) = 0*(X1) + (= X2) = 0*(X1) + 0 (X2) = % .



Aufgabe 84: (Linearitéit von Erwartungswerten)
Gegeben ist eine willkiirlich ausgewéhlte Gruppe von 500 Personen. Sei

a) X die Anzahl aller Tage des Jahres, an denen mindestens eine dieser Personen Geburts-
tag hat,

b) Y die Anzahl aller Tage des Jahres, an denen mindestens zwei dieser Personen Geburts-
tag haben.

Bestimme den Erwartungswert von X und Y'!

Musterlosung:
Fixiere k € {1,2,...,365} (ein vorgegebener Tag des Jahres).

a) Sei
X, — 1, falls mindestens eine der Personen an diesem Tag Geburtstag hat,
¥~ 0, falls keine der Personen an diesem Tag Geburtstag hat.

Offensichtlich gilt

864
365

damit ist der Erwartungswert

500
P(X), = 0) = ( ) ~0.2537, P(Xp=1)=1- P(X; = 0) ~ 0.7463,

Mit X = 527% X, folgt

365

4 500

E(X) =) E(Xi) =365 (1 = (%) ) ~ 2724 .
k=1

b) Sei nun

Vi — 1, falls mindestens zwei der Personen an diesem Tag Geburtstag haben,
k 0, falls hochstens eine der Personen an diesem Tag Geburtstag hat.

Das Ereignis ,, Y = 0“ entspricht ,keine oder genau eine Person hat am Tag k Geburtstag*:

364)500

P(,keine Person hat am Tag k Geburtstag®) = (ﬁ

. N 500\ 1 /364\499
P(,genau eine Person hat am Tag k Geburtstag®) = ( 1 )365 (%>
364 500 500 /364 499
%) o lae)
Man beachte hierzu, dass das Ereignis Y = j als j Erfolge bei 500-facher Wiederholungedes Bernoulli-
Experiments ,,wéhle eine Person, ist ihr Geburtstag k7* interpretiert werden kann.
Wie in a) gilt

= P =0) = (

E(y) = P(Yi=1) = 1-P(Y;,=0) = 1 — (@)SOO =

4 499
365 500 (36 )

365 \ 365



Mit Y = 322% v, folgt

365
364 500 500 /364499

Aufgabe 85: (Bedingte Erwartungswerte)

Sei X eine Zufallsvariable iiber einem diskreten Stichprobenraum 2, sei A C €) ein beliebiges
Ereignis. Zeige formal mit der Definition 2.58 der Vorlesung;:

E(f(X)]A) = Zf (w) -

w€eA

Musterlésung:
Fiir diskretes X mit Q(X) = {r1,72,...} gilt nach Definition 2.58 der Vorlesung:

E(f(X)|A) = > fr)P(X=r|A).

reX(Q)
Fiir einen diskreten Stichprobenraum Q = {wy,ws, ...} gilt
B _P(XTYrnd4) 1
P(X =r|A) = BUA) = 5 > P({w}) = Z P{w}) .
weX~1(r)NA wEA

X(w)=r

Es folgt

E(f(X)[4)= > f0) 5 Z P({w}) = ( > ) Pw))

rex(Q) XTE)A rex(Q) (ot
Z > [(X () P({w}) = ( ] > (X (@) P({w}) -
rGX(Q) S weA

Aufgabe 86: (Moivre-Laplace)

Es ist bekannt, dass Knabengeburten héaufiger sind als Mé#dchengeburten. In der Tat hat
man durch langjéhrige statistische Untersuchungen festgestellt, dass durchschnittlich bei
1000 Geburten 514 Jungen geboren werden (also etwa 5.76% mehr Knaben als Médchen).
Mit welcher Sicherheit ist die Aussage ,,es werden mindestens 5% mehr Knaben als Médchen
geboren* richtig, wenn beim Erstellen dieser Statistik 1000 000 Geburten betrachtet wurden?

Musterlésung:

Dies ist dieselbe Uberlegung wie in Aufgabe 55, lediglich etwas anders formuliert:

Betrachte ,Knabe“ als Erfolg des Bernoulli-Experiments ,Geburt“, das n = 10%-fach wiederholt
wurde. Sei p = P(,Knabe“). Die Aussage ,,mindestens 5% mehr Knaben als Madchen* entspricht
p > 1.05(1 — p), also p > 0.5122. Gesucht ist die Sicherheit

P(0.5122 <p) = P(0.5122 <p < o0) .



Fiir die mittlere Hiufigkeit X,, der Knabengeburten gilt nach MoivrefLaplace:

P(A<X, — e "2 dy

vV 27T /
Wir rechnen zuriick, welche Werte fiir A und B wir Wahlen miissen, damit wir diese W’keit als

Sicherheit fiir die Aussage 0.5122 < ¢ interpretieren kénnen. Setzen wir dazu geméi8 Interpretation 2,
4.3 des Skripts den Messwert X,, = 514/1000 ein, gilt

P(Aanfpr):P(A< b14 7p<B):P(ﬁ—B< <ﬁﬂ4).

= = 1000 =P=7000
—_——
=0.5122 =00

Wihlen wir also B = 514/1000 — 0.5122 = 0.0018, A = —o0, so folgt
P(0.5122<p<o0)=P(A< X, —p<B)

B /3
%L / e_m2/2dx=1(1+‘1)(3 n )) .
V2T Jooo 2 V pq
Mit pq = 1/4 ergibt sich die Sicherheit
1 1
P(0.5122 < p) ~ 3 (1 n <I><0.0018 V1106 )) -2 (1 + @(3.6))

1+ 0.99968

=0. 4.
> 0.9998

Aufgabe 87: (Moivre-Laplace)

In einer Fabrik will man den Ausschussanteil der Produktion statistisch mit der Genauigkeit
von +1% und der Sicherheit von 95.4% schitzen. Wieviele Stichproben miissen dafiir
vorgenommen werden?

Musterlésung:
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Bernoulli-Experiment

p = P(,ein untersuchtes Teil ist Ausschuss®)

soll bis auf die absolute Genauigkeit ¢ = 0.01 festgelegt werden. Fiir die relative Haufigkeit X,, der als
Ausschuss festgestellten untersuchten Objekte bei n-facher Wiederholung des Bernoulli-Experiments
gilt nach Moivre-Laplace (Bemerkung 4.11 der Vorlesung):

e/ gy = <I>(e £>
bq

P(—e< X, —p<e) ~ —
\/271’ /,6 g
Pq

Mit S = P(—e < X,, —p <€) = 0.954, ®71(0.954) ~ 2.0 muss fiir n gelten:

-4.0
~d (S8 = ~ P4 p-1(9) ~ P4
pq (5) = (%) 0.012

Da keinerlei Information iiber die Gréflenordnung von p und ¢ = 1 — p vorliegen, verwenden wir die
allgemein giiltige Abschitzung pg < 1/4. Damit sind fir

n

€

1
> — 10000
"= 0012

Stichproben die Anforderungen auf jeden Fall erfiillt.



Aufgabe 88: (Moivre-Laplace, zentraler Grenzwertsatz)

In Aufgabe 43.c) war graphisch beobachtet worden, dass die Poisson—Verteilung Pois(\) ei-
ner Variable X wie eine Normalverteilung aussieht, wenn A sehr gross ist. Begriinde dieses
Phé&nomen iiber Moivre-Laplace bzw. den zentralen Grenzwertsatz! Genauer: zeige, dass fiir
beliebiges «, 3 gilt:

P(A+a.ﬁ§X§A+ﬂ-ﬁ)=\/% /ﬁ e /2 d$+0<\15\).

Musterlésung:

Wir wissen, dass die Poisson—Verteilung Pois(\) die Grenzverteilung der Binomial-Verteilung Bi(n, p)
ist, wenn n grofl und gleichzeitig p klein ist: im Grenziibergang n — oo wird A = n - p konstant
gehalten, also p = p(n) = A/n (siche Abschnitt 2.3.2 des Skripts).

Halte nun p <« 1 fest, setze n = n(\) = A/p und lasse A gegen oo laufen. Damit lduft auch n
gegen oco. Nach Moivre-Laplace konvergiert Bi(n,p) = Bi(\/p,p) im folgenden Sinne gegen eine
Normalverteilung: Fiir Bi(A/p, p) verteiltes X gilt nach den Folgerungen 4.10 des Skripts

"Pq 1
Pl <X <V) = ‘Iz/zdx+0<—)
(@<X< N NG
b —)
; /m fwzdﬁo( L)
a’ =\
27r Nexee /\/p
. _ b_ .
Setzen wir nun noch o = \/)\(1 5 6= WeYeen , so folgt mit
Pld <X<b)y=P( d-) <X-2< V-X )
—— ——
o AT 5 /A7)

das Ergebnis

P(a~ A(l—p)SX—Agﬂ-\/W)
g 2/2
_ \/%/a e/ da:—i—O(i/p).

Fiir A > p konnen wir O(1/+/A/p) vernachlissigen. Mit p < 1 gilt 1 — p ~ 1 und es folgt

PlaAT=p) <X =A< 5 VAT -p)) =

e~ /2 4y

P(A+a VA<X <A+3- \F)

L

Alternative Begriindung: Die Idee ist: nach Aufgabe 72 ist die Summe unabhéngiger Pois();)—
verteilter Variabler wieder Poisson-verteilt zum Parameter A\ = >, A;. Damit kann jede Poisson—
verteilte Variable aufgefasst werden als Summe von Poisson—Variablen. Hiermit kommt der zentrale
Grenzwertsatz ins Spiel:




Gegeben ein Pois(\g)—verteiltes Einzelexperiment X, das n-fach unabhingig wiederholt wird. Die
Wiederholungen seien X7, ..., X,. Der gemeinsame Erwartungswert ist 4 = Ao, die Streuung ist
o = +/)o. Fixiere )¢ im Folgenden.

Betrachte die Summenvariable X = X; + --- 4+ X,, zum Poisson—Parameter A = n \g. Nach den
Folgerungen 4.15 des Skripts gilt fiir die Summenvariable

' —n "

1 Vno 2 1
Pld <X<V) = 7/ ef"”/2dx+0(—)
WEXEN = Je vn
1 7 1
- A _zQ/Qd )
= — e r + Ol—).
NOX a,:&/\ (ﬁ

Es geht nun analog zur ersten Begriindung iiber Moivre—Laplace weiter. Setzen wir o = a/*)‘, 8=

blﬁ)‘, so folgt mit

Pl <X <V)=Pld -A<X-A<V 1)
N~ S~
=a VA =6VAx

das Ergebnis

P(A+a-ﬁngA+ﬁ-fA) - \/%7 /ﬁ e dy + 0(\/;/7).
«@ 0

Nun betrachte A > )¢ fiir ein beliebig vorgegebenes Ag.




