EINFUHRUNG IN DIE STOCHASTIK Sommersemester 06
DRrR. WALTER OEVEL 25. 6. 2006

Ubungsblatt 13

Mit % und ** gekennzeichnete Aufgaben kénnen zum Sammeln von Bonuspunkten verwendet
werden. Losungen von *-Aufgaben sind schriftlich abzugeben im Zettelkasten Nr. 5 auf dem
D1 bis Mittwoch, 4.7.07, 11:00 Uhr. Losungen von sx-Aufgaben sind per Web-Formular
unter http://www.math.upb.de/ walter (— Lehre SS 07 — Ubungen) abzuliefern bis
spitestens Mittwoch, 4.7.07, 2322 Uhr.

Aufgabe 70: (Unabhingigkeit von Zufallsvariablen)

Aus der untenstehenden Urne wird ein Objekt gezogen. Sei X die Zahl auf dem Objekt, sei
Y die Anzahl der Ecken. Bestimme E(X), ¢(Y) und E(XY). Sind X und Y unabhingig?

A [2]
WA

Musterlésung:
Die Verteilung von X bzw. Y ist gegeben durch
1 2 2 3 2

Die gemeinsame Verteilung von X und Y ist gegeben durch
PX=0undY =3) =
PX=1undY =3) =

PX=2undY =3) =
P(X=0undY =4) =
PX=1lundY =4) =

PX=2undY =4) =

G =l = O Ul = Ot =t =

Die Verteilung der Produktvariable XY ist gegeben durch
1
PXY=0)=P(X=0undY =3)+P(X=0und Y =4) = >
1
PXY=3)=P(X=1und Y =3) = R
1
PXY=4)=PX=1undY =4) = 5
1
P(XY=6)=P(X=2und Y =3) = £
1
5

P(XY =8)=P(X=2und Y =4) =



Hiermit lasst sich alles berechnen, z.B.:

E(X):oéﬂ.%m%:g:m,
E(Y):3%+4-§:%7:3.4,
E(Y2):9~§+l6~§:%:11.87

59 17 6
UQ(Y):E(YQ)—E(Y)QZg—(€)2: 5 =0.24 .

Der Erwartungswert der Produktvariable XY kann auf mehrere Arten berechnet werden:

B(XY)=) i-j-P(X =iudY =)
]

1 1 1 0 1 1 21
—0-3-241-3-24+4929-3-240-4-—-4+1-4--42.4.- =22,
5 + 5 * 5 * 5 * 5 + 5 5
Alternative Rechnung:
1 1 1 1 1 21
E(XY) = k-P(XY=k)=0--+3--4+4--+6--+8--=
( ) g ( ) 5 + 5 + 5 * 5 + 5
Die Variablen X und Y sind abhéngig, z.B. gilt
1 3
P(X=0udY=3) = - #P(X=0)-P(Y=3)= .
Aufgabe 71: (Erwartungswerte, Unabhéngigkeit)
Es seien X7,...,X, unabhingige Zufallsvariable mit dem gemeinsamen Erwartungswert

p = BE(X;) und der gemeinsamen Streuung o = o(X;). Setze X = 13" X; und
V = Til Z?zl(Xi — X)2. Zeige: E(X) = pu, E(V) = o2

Musterlésung: -
Der Erwartungswert des ,,Mittelwerts® X ist offensichtlich der gemeinsame Erwartungswert:

- 1 1
EX) == EXi) == n=mn.
n n
Fiir die , Abweichungsquadratsumme® V' gilt:
(=1 V = ¥,(X; - X = ¥,(X? ~2X,X + X?)
= (ZZX12> -2 (Zin)X-i-an = (Zle) —2n XX +nX?

= (ZZXZQ) —nX?.

Fiir den Erwartungswert folgt hieraus

B(Z,(Xi - X)?) = (L, E(X2)) —nE(X?)



und mit

E(X?) =E(X?) -EX)*+E(X:)? =0 +*

K2

ergibt sich
B(Si(Xi - X)) = (S4(0% + %)) = nE(X?) =no® +np? —nE(X?) . (#)

Fiir den letzten Term berechnet man:
e = Le((26)) = Le((5.0)(5, ) = £ sy

Fiir i # j gilt wegen der Unabhiingigkeit E(X;X;) = E(X;)E(X;) = p?, wihrend E(X?) = 02 + p?
fiir die Summanden mit ¢ = j gilt. Es folgt

nE(X?)

fZEXQ ZEXX
't?éj
1 1
= gzi(02+ﬂ2)+g Z/i2

n
_ 02—1—”2—}—7;1 — o2 4
Aus (#) ergibt sich

(n—1)E(V) = E(Zi(Xi —X)Q) —no?+nu®—nEX?) =(n—-1)0>

Aufgabe 72: (Unabhingige Poisson-Variablen)

Zeige, dass die Summe von zwei unabhéngigen Poisson-verteilten Zufallsvariablen wieder
Poisson-verteilt ist.

Musterlésung:
Seien X, X5 die Zufallsvariablen:

A1 g A2 g2

P(Xlzkl): kll ’ P(X2:k2): k2| ’ k17k2:051727"' .

Die Summenvariable Y = X; + X3 nimmt offensichtlich wieder Werte k& € {0,1,2,...,} an:

P(Y=k) =PX1+Xo=k)= > > P(X;=k und X, = k).
k1:0k2:0
——
k1+ko=k
k
= Z P(Xl :]{31 unngzk—kl).
k1=0

Wegen der Unabhéngigkeit von X; und X5 faktorisiert die gemeinsame Verteilung;:

P(Xlzkl undXQZk'—k’l):P(Xl:/ﬁ)'P(XQZk—k'l)



k—k k1
_ /\Ifl Ag v A=Az _ )\k e—>\1—>\2 A1 L
2 Ep!(

N o k— k)l
Es folgt
ke (M) 1
P X X :k = )\ TALTA2 -
(K + Xz =k) k; 2 ¢ ()\2> Tl (k— )]
k k

, A\ 1

— )\k e—)\1—>\2 () .
2 klzzo )\2 Ifl' (k*kl)'

Es gilt, die verbleibende Summe zu vereinfachen. Wir erweitern zunéchst mit k!:

1~ /a\™ k!
— _\k =1 :
PG+ Xa =k =27 5 ) (x) Tl (k= k)l
1=0

k k
1 k A !
vk _—A1—X2 1
=X e o kE:O (kl) ()\2) .

Die verbleibende Summe lisst sich nach Binomi (a + b)* = 3¢ (¥) o’ 0¥~ vereinfachen:

i

k k
X i LA s LA+
P( 1 + —((2 = k) = Aé: e A=Az kf' ()\; + 1) = )\é e A=Az 7]{}' 7( ! )\k 2)
. . 2

_ (M + /\Q)k o~ (it2)
k! '
Dies ist wieder eine Poisson-Verteilung zum Parameter A1 + As.

Anmerkung: Der \-Parameter der Poisson-Verteilung ist der Erwartungswert. Wegen E(X; + X5) =
E(X,) + E(X3) war es von vornherein klar, dass der Poisson-Parameter der Summe die Summe der
Poisson-Parameter sein muss (sobald man weif, dass die Summe Poisson-verteilt ist).

Aufgabe 73: (Faltung, Normalverteilung)

Es seien X und Y unabhéngige kontinuierliche Zufallsvariablen mit den Dichten px und py.

a) Zeige, dass die Dichtefunktion px, 1y, der Variablen X; + X2 durch die ,Faltung®

P = [ T oxi (@) - pxyl — y) da

—00

gegeben ist. Verwende hierzu (ohne Beweis):
P(Xl + X9 < T) = // PX, (1'1) . pXQ({L'Q) dxy dxo.
r14z2<r

b) Zeige, dass die Summe zweier unabhéngiger normalverteilter Zufallsvariablen wieder
normalverteilt ist. (Vorsicht: Rechnerei!)



Musterlésung:
a) Wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit der Variablen ist die gemeinsame Verteilungsfunktion

Fx, x,(r1,r2) = P(X1 <1, Xo <m3) = // px,(x1) - px, (v2) doy das.
@1 <r1,22<rs
Mit
P((X1,X5) € E) = //E px,(x1) - px,(x2) day daso
ergibt sich:
P(X;+ X, <r)= // e px,(x1) - px, (x2) day das.
w1422 <r

Mit der Variablentransformation (z1,z2) — (y1,¥y2) mit y1 = x1,y2 = 21 + x2 folgt (die Jakobi-
Determinante ist 1):

PXi+Xo<r)= // px, (Y1) - px, (Y2 — y1) dyr dyz
z14a2<r

:/ / px: (Y1) - px, (Y2 — y1) dyr dyz:/ p(y2) dys
y2<r Jy;€R ya<r

mit -
p(y2) = / px, (1) - px, (Y2 — 1) dyr.
b) Mit
1 _(m—py)?
px,(x) = e 27 ,1=1,2

ergibt sich aus a) die Dichte
. X Lo lemm)? (y—r— )
o) = [ @) pxly—mde = [ 200 e 20 4

— 00 0'1'0'2'2'7‘( — o0

der Summenvariable X; + X5. Mit ewas Miihsal stell man fest, dass die Identitéit

Cwem)® - w—m)?  (y—pm—pe)?  ((oftod)-x—of-y+ps-of —m-03)?

207 203 2- (07 + 3) 2003 - (07 + 03)

gilt, mit der

, ymm—mw)? o ((oftod)-w—ot-ytps-of —pm-03)?
p(y :72.6 2(0—%—’_0%) / e 2'0%'0—3'(0—%—’_0—%) dx

0109 4T — 00

folgt. Das verbleibende Integral liefert mit der Substitution
(oot oty ot o}
\/§~01~02~\/0%+0§

den Wert

o leteoh e otuimeotomeddR «

/ e 2'0%'0%'(0%4—0%) dxzﬁ'/ 6_‘52d§.

— 00 \/O'%—FO'% —o0
—_———



Damit ergibt sich
—(y = — p2)®
! e 2 (07 +03)

= e
p(y) Tl Vo

Dies ist wieder die Dichte einer Normalverteilung, dessen Parameter durch

E(X1 4+ X2) = p1 + po, Var(X; + Xo) :Jf-i—ag

gegeben sind (bekannterweise addieren sich bei Summen von unabhéingigen Variablen die Erwartungs-
werte und die Varianzen).

Aufgabe 74**: (Normalverteilung. 20 Punkte)
Dies ist eine Online-Aufgabe, die bis zum 4.7.06, 235 Uhr, abzuliefern ist.

In einer Anlage wird Milch in 1-Liter Flaschen abgefiillt. Die Abfiillmenge X variiert
dabei etwas: Sie sei normalverteilt mit dem Erwartungswert 1.01 (Liter) und der Stan-
dardabweichung 0.01. Die Flaschengofle variiert unabhéngig davon ebenfalls gemé&f einer
Normalverteilung: Der Erwartungswert ist 1.06 (Liter), die Standabweichung ist 0.02.
(Erwartungswerte und Standardabweichungen werden vom Aufgabenserver zuféllig variiert.)
Mit welcher Wahrscheinlichkeit 1duft eine Flasche beim Befiillen iiber?

Anleitung: Betrachte die Variable ,Flaschengréfie minus Einfiillmenge“. Diese ist nach
Aufgabe 73.b) normalverteilt.

Musterlésung:
Die Musterlosung gibt’s demnéchst. Sei X; die Flaschengrofe, sei Xy die Einfiillmenge. Die Variable
Y = X; — X5 ist wiederum normalverteilt mit dem Erwartungswert

p=E(Y) = E(X)) — E(Xz) = 1.06 — 1.01 = 0.05
und der Varianz
0? = Var(Y) = Var(X;) + Var(—X5) = Var(X;) + Var(X,) = 0.01% + 0.022,

also
5
o =+/0.012 +0.022 = % ~ 0.02236067977.

Es geht um die Wahrscheinlichkeit, dass Y < 0 gilt (dann lduft die Flasche iiber). Mit der Substitution
y= (@ - p)/o:
(@=p)? 1 “ule e

1 0
PY<0)= —— T 2o dr =
(¥'=0) a-\/2-ﬂ'/70<>6 ’ v V2-1mJ oo

1 0 11 wle e 1 1 _/u
- . gy — . = :,,,.q)(,)’
N /WG 4 2 ﬁ.ﬂ/we =573 %\,

=1/2 ®(u/0)

wobei eine Wertetabelle fiir

o)== [ 7y



auf Seite 81 des Skripts angegeben ist. Mit

m 0.05 VB
g =5~ 2236
o +/5/100

findet man aus der Tabelle:

1—-0.9747

1
P(Y <0) =5 — 5 - ®(2.236) » ———— ~ 0.0127.

DO =

Alternativ (und einfacher) mit MuPAD:
>> stats::normalCDF(1.06 - 1.01, 0.0172 + 0.0272)(0.0)

0.01267365934

Aufgabe 75: (Bedingte Erwartungswerte)

Mein Lotto,system* besteht darin, dass ich mir ein zufilliges k£ € {1,...,49} vorgebe und
dann in Zukunft jede Woche k (unabhéngige) Lottotips abgebe. Nach wievielen Wochen darf
ich das erste Mal mit ,,6 Richtigen“ rechnen? (Vergleiche das Ergebnis mit dem Ergebnis
von Aufgabe 51 auf Blatt 9.)

Musterlosung:

Der Stichprobenraum wird in das Ursachensystem Uy (k = 1,...,49) zerlegt: Q = Uigzl Uy. Nach-
dem Uy = ,ich habe k gewahlt“ festgelegt ist, folgt eine Wiederholung des Bernoulli-Experiments
,Lottospiel mit k Tips“ mit der Erfolgswahrscheinlichkeit

P(,mindestens einmal 6 Richtige bei k Tips*)
= 1— P(,keine 6 Richtige bei k Tips“)

= 1-—¢g*
=1-(1-p",
wobei
g = P(,keine 6 Richtige bei einem Tip*) = 1 —p,
p = P(,6 Richtige bei einem Tip*) = 1/(}) .
Nach Aufgabe 47.a) ist der Erwartungswert der Anzahl X der Spiele bis zum ersten Erfolg:
E(X| V) - 1

- Erfolgswahrscheinlichkeit,, T 1- (1—p)k~
Wihle ich heute ein beliebiges k € {1,...,49}, so ergibt sich nach Satz 2.59 der Vorlesung

49 49
1

1
E(X) = E(X|U,) P(Uy) = — _ .
k=1 k=1
Der numerische Wert ist
E(X) =1278293.991... 2 1278294 (Versuche) .

Vergleich: der Erwartungswert fiir die Anzahl der Versuche des Lotto,systems* aus Aufgabe 51 (mit
stdndig wechselndem k) war:

1 /49
% ( 6 ) = 559 352.64 = 559 353 (Versuche) .



Aufgabe 76: (Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte, der Satz von Bayes,
Chebyshev, Normalverteilung und all das . ..)

Bei einem neuen Automodell stellt der Hersteller fest, dass 10% aller bis jetzt eingebauten
Kurbelwellen mit Materialfehlern behaftet sind. Die Konstruktion der Kurbelwellen ist auf
eine mittlere Laufleistung von 150000 km ausgelegt mit einer Streuung von 50000 km, die
fehlerhaften Wellen halten in der Regel nur 20000 km mit einer Streuung von 10000 km.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein von mir gekauftes Auto dieses Modells die
ersten 50000 km iiberstehen?

b) Nach etwa 50000 km bleibt mein Wagen mit defekter Kurbelwelle liegen. Sollte ich
gerechterweise erwarten, dass der Schaden auf Kulanz behoben wird?

Anmerkungen: a) kann ohne Zusatzannahmen per Formel der totalen W’keit und Chebyshev
abgeschiitzt werden. Fiir b) braucht man Zusatzannahmen, z.B., die Verteilung fiir die Lebensdauer
der Kurbelwellen: wihle eine Normalverteilung. Schéiitze das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten
fiir eine gute/schlechte Kurbelwelle bei dem vorgegebenen Ereignis, dass die Kurbelwelle in einem
kleinen Intervall um die Laufleistung 50 000 km ihren Dienst einstellt.

Musterlésung:
Sei X die Laufleistung (in km) iiber einem unbekannten Stichprobenraum, der sich zerlegt in 2 = 2, U
Q_ (Q4= gute/schlechte Kurbelwelle). Gegeben sind die bedingten Erwartungswerte/Streuungen:

py = E(X |+) =150000, o4 =0o(X|+)=>50000,
pu— =E(X|-)= 20000, o_ =0(X]|-)=10000 .
a) Mit der ,,Formel der totalen Wahrscheinlichkeit* gilt:
P(X >50000) = P(X >50000|+) P(+) + P(X >50000|-) P(—)

= 0.9 P(X >50000|4) + 0.1 P(X >50000|—) . (#)
Nach Chebyshev gilt die Abschitzung:

P(X >50000|+) = P(X — py > —100000]+)

> P(100000 > X — py > —100000]| +)

OQ(X |+) 1
= P(|X —p4| £100000 | +) > 1— =1- = 0.75 .

Fiir die andere bedingte Wahrscheinlichkeit erhélt man per Chebyshev keine sinnvolle Abschitzung
nach unten, wir kénnen hochstens folgern, dass dieser Wert nicht allzu grof} ist:

P(X >50000|—) = P(X —p_ >30000|—)

< P(X — p_ > 30000 oder X — p_ < —30000 | —)

AX|5)  (1y2
— P(IX — | >30000|—) < 22120 (2 Z g
(X =p-2 =) = 50002 (3)



Damit kénnen wir in (#) getrost den zweiten Term vernachléssigen:
P(X >50000) > 0.9 P(X >50000|+) > 0.9-0.75 = 0.675 .

Setzt man fiir die Kurbelwellen jeweils eine N(u4, 03 )-Verteilung voraus, so ergeben sich konkretere
Werte:
1 oo _ (wf;LQi)Q
P(X >50000|£) = ——— e % dx.
o+ V271 Js0000

Die Substitution y = (v — py) /oy liefert:

1 o0
P(X 2 50000] %) = —— /MOMi V2 gy

o+

_ 1 (1_Sign<50000*ui> @(‘50000;&
2

o o+
also 14 &2
P(X > 50000 +) = %() ~ 0977,
1—P(3
P(X >50000]—) = % ~ 0.00135
und damit

P(X >50000) ~ 0.9-0.97740.1-0.00135 = 0.879 .
b) Das Ereignis A = , Kurbelwellendefekt bei genau 50 000 km* hat fiir eine kontinuierliche Variable
die Wahrscheinlichkeit 0, man sollte also nach der Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
A = | Defekt bei einer Laufleistung im Bereich von 50 000 — € bis 50 000 + €*
(mit kleinem €) fragen. Nach Bayes gilt
P(A]+) P(£)
P(4)

Die Kulanzfrage sollte man danach messen, mit welcher Wahrscheinlichkeit man sagen kann, ob der
Defekt auf den Werksfehler zuriickgeht. Die Frage ist also P(—|A) > P(+|A)? Mit Bayes folgt

P(+|A) P(A|+)P(+) P(A|+)-0.9

P(—[A) — PA|-)P(-)  P(A[-)-01"

P(+]A) =

Um die benétigten P(A|=+) berechnen zu konnen, nehmen wir an (da wir nichts Besseres wissen),
dass die Lebensdauer der Kurbelwellen N (u+, 0% )-verteilt ist. Fiir sehr kleines € ergibt sich

1 50 000+€ _(I*uzi)z 2¢ _(50000;#i)2
PA|+) = —— / e *F drm ———e 2ok
o+ V2T J50000—¢ or V2T
Im Quotienten fallt € heraus:
_(500007M+)2
P(+|A4) _ 9P(A|+) _ o e 202 9 e—2 ~ 910
P(—|A) T PA|-) o 7“’002(’7;"‘)2 T 5 g9z T 4T
e 7=

Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um einen ,,iiblichen* Kurbelwellenschaden handelt, ist damit we-
sentlich grofler als die Wahrscheinlichkeit, dass in meinen Wagen eine schlechte Kurbelwelle eingebaut
worden war.




