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Kapitel 1

Grundstrukturen

1.1 Motivation

Ziel: Losung folgender Problemtypen: 12.4.07

1) Einfache (kombinatorische) Modelle: Mit welcher W’keit (Wahrscheinlich-
keit) ist die Augenzahl beim Wurf von drei Wiirfeln grofier als 107 Was
ist die W’keit fiir 6 Richtige im Lotto?

Bedingte W’keiten: Von zwei Miinzen ist eine manipuliert. Man nimmt
eine und wirft sie IV mal, wobei k& mal ,,Kopf“ auftritt. Mit welcher W’keit
handelt es sich um die manipulierte Miinze?

2) Zufallsvariablen, Erwartungswerte etc: Ein Gesamtsystem besteht aus
N unabhéngigen Teilsystemen, die pro Arbeitszyklus mit den W'keiten
P1,--.,pn ausfallen. Das Gesamtsystem ist funktionsfdhig, wenn minde-
stens 90% seiner Teile arbeiten. Wieviele Zyklen wird das System ,im
Durchschnitt” funktionsfahig bleiben?

3) Grenzwertsitze: Am Wahltag haben die Parteien bislang 42%, 40%, 7%,
6% der Stimmen erhalten (Hochrechnung vor Ende der Auszihlung),
der Nachrichtensprecher behauptet, die Stimmverteilung wiirden mit dem
Endergebnis bis auf 1% {ibereinstimmen. Macht so eine Aussage Sinn (kri-
tisches Bewusstsein)? Konnen die Griinen noch die absolute Mehrheit er-
lagen? Wenn ja, mit welcher W’keit? (Das Problem hierbei ist, dass das
Wahlverhalten des Einzelw#hlers unbekannt ist. Durch Grenzwertséitze
kann man dennoch Aussagen machen.)

Motivation zur Definition eines ,,stochastischen Modells*:
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Beispiel 1.1: Bei einem ,fairen® Wiirfel sind die Ergebnisse 1,...,6 eines Wurfs
»gleichwahrscheinlich“. Betrachte die Ereignisse:

1) Ich wiirfle eine gerade Zahl.
2) Ich wiirfle mindestens eine 3.
3) Ich wiirfle 2 mal, die Augensumme ist 10.

Wie wahrscheinlich sind diese Ereignisse? Intutitiv (bei gleichwahrscheinlichen ,Ele-
mentarereignissen®):

Anzahl aller positiven Félle
Anzahl aller moglichen Félle

P(Ereignis) =
Das Symbol P (engl: probability) steht in dieser Veranstaltung immer fiir ,, W’keit*“.

Mathematisierung:

1) Menge aller moglichen Fille @y = {1,2,...,6}.
Ereignis F1 = Menge aller positiven Fiille = {2,4,6}:

= P(B)=1H=2=2

2) Menge aller moglichen Fille Qo = {1,2,...,6}.
Ereignis Fo = Menge aller positiven Fille = {3,4,5,6}:

|Ea| 4 2

3) Menge aller moglichen Fille Q3 = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}.
Ereignis F3 = Menge aller positiven Fille = {(5,5), (6,4), (4,6)}:

= P(B3)= (m2i = oo = == .

Strukturen, die diesen Beispielen gemeinsam sind:
i) Eine Menge €, die ,,alle moglichen Félle* beschreibt.
ii) Ein Ereignis F ist eine Teilmenge der Menge Q) aller moglichen Fille.

iii) Es ist ein , Wkeitsmaf}“ P gegeben, welches jedem Ereignis E eine W’keit
P(FE) € [0, 1] zuordnet.

In den Beispielen 1.1 war das W’keitsmaf} jeweils P(E) = |E|/|Q| (das ,kom-
binatorische W’keitsmaf}“), es hat die Eigenschaft

P(EUE)=P(E)+P(E)-P(ENE).
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1.2 Grundlegende Definitionen (Modelle)

Zunéchst eine ganz formale Definition der mathematischen Situation, mit der
Wkeitsaufgaben modelliert werden. Diese abstrakte Definition wird dann in
den folgenden Teilabschnitten (,,kombinatorische Modelle* etc.) mit konkreten
Inhalten und Beispielen gefiillt.

Definition 1.2: (Stochastisches Modell)

Ein stochastisches Modell (oder auch ,W’keitsraum “ oder auch , Ex-
periment ) ist ein Tripel (2, £, P) bestehend aus

i) einer beliebigen Menge €2 # () (der Stichprobenraum),

ii) einer Menge £ C P(2) von Teilmengen von ) (die Menge aller
moglichen Ereignisse). Die Elemente von £ (Teilmengen von ()
heien Ereignisse. £ muss die folgenden Figenschaften haben:

1) Zu jedem Ereignis in £ liegt auch das Komplementereignis in
E:
Ecé = Q\Ee&.

2) Die leere Menge () (und wegen 1. auch Q) sind Ereignisse:
() = ,das unmdogliche Ereignis®, ) = ,das sichere Ereignis*.

3) Die Vereinigung endlich vieler oder auch abzéhlbar oo vieler Er-
eignisse ist wieder ein Ereignis:

Ei,BEy,...€€& = UFE, k.

iii) einer Abbildung P : £ — [0,1] (das W’keitsmaf}) mit den Eigen-
schaften
1) P(0) =0, P(Q) =1
2) Seien E, Es, ... € € disjunkt, d.h. E; N E; = () fiir i # j. Dann
gilt (auch fiir abzéhlbar oo viele Ereignisse):

P(UlE,L) = Zz P(EZ) Lo-Additivitit “).



4 KAPITEL 1. GRUNDSTRUKTUREN

Bemerkung 1.3: In der mathematischen Literatur und in weiterfiihrenden
Vorlesungen zur Stochastik wird eine Menge £ C P(2) mit den Eigenschaften
1.2.ii.1 - 1.2.ii.3 eine Sigma-Algebra in der Menge () genannt.

Bemerkung 1.4: In dieser Vorlesung reicht es meist aus, sich unter &£ die
Potenzmenge P(2) (also die Menge aller Teilmengen) von ) vorzustellen, d.h.,
jede Teilmenge von §) ist ein zuléssiges Ereignis. Trivialerweise erfiillt £ = P(£2)
die in Definition 1.2.ii geforderten Eigenschaften.

In einigen Modellen ist die FEinschridnkung auf gewisse Teilmengen aus
rein technischen Griinden nétig: wenn W’keiten durch Integrale gegeben sind,
diirfen nur Teilmengen betrachtet werden, iiber denen Integrale definiert werden
kénnen.

Mit den in Definition 1.2.ii geforderten Eigenschaften von £ folgen automatisch
zahlreiche weitere Eigenschaften, z.B.:

Fi,Eb e = Q\ElundQ\EQEE = (Q\El)U(Q\Eg)Eg

= Q) <(Q\E1)U(Q\Eg)) =0\ (Q\(ElﬂE2)> —EiINEcE.
Damit sind nicht nur Vereinigungen, sondern auch Durchschnitte von (endlich

vielen oder abzéhlbar unendlich vielen) Ereignissen wieder Ereignisse.

Bemerkung 1.5: Das W’keitsmafl P werden wir (im ersten Teil der Vorlesung)
stets explizit vorgeben (z.B. durch kombinatorisches Abzéihlen oder als Modell-
vorgabe). Spéter werden wir iiber Grenzwertsétze auch Aussagen bekommen,
ohne das Maf genau zu kennen.

Folgerung (einige allgemeingiiltige Rechenregeln) 1.6:

Aus den in Definition 1.2.iii gegebenen FEigenschaften von P folgen un-
mittelbar einige allgemeingiiltige Regeln fiir das Rechnen mit W’keiten:

a) Fiir disjunkte Ereignisse (E1 N Ey = () gilt in jedem Modell:
P(E, U Ey) = P(Ey) + P(Bs) .
b) Allgemein gilt in jedem Modell:
P(E, U Ey) = P(Ey) + P(Ey) — P(Ey N Ey) .
c¢) Fiir komplementére Ereignisse E und 2\ E gilt in jedem Modell:
PQ\E)=1-P(E).
d) Fiir By C E5 gilt' in jedem Modell P(E;) < P(E»).

1Achtung: es gilt nicht P(E1) < P(E) fir E1 C E2, E1 # E>. Gegenbeispiel: Ich entscheide
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Beweis: a) Folgt unmittelbar aus der Definition 1.2.
b) Benutze die disjunkten Zerlegungen

EiUFEy, = (El \EQ)U(ElmEQ)U(EQ\El),
Eq = (El N EQ) U (El \ EQ),
Es = (ElﬂEQ)U(EQ\El).

Mit a) folgt
P(E1UE2) = P(E1\E2)+P(E10E2)+P(E2\E1),
P(Ey) = P(EiNEy)+ P(E\ Ey),
P(EQ) P(ElﬂEQ)-l-P(EQ\El).

Subtrahiert man die zweite und dritte Gleichung von der ersten, erhélt man
P(El U EQ) - P(El) - P(Eg) = —P(El N Ez).

c) folgt mittels

QO=EUQ\E) 2 1=PQ)=PE)+PQ\E).
d) folgt mittels

E\CE = Ey=E U (B\E) 2L P(Ey) = P(E))+ P(Es\ E1) > P(Ey) .

Q.ED.

1.2.1 Kombinatorische Modelle

Eine kombinatorische Betrachtungsweise bietet sich fiir Probleme an, die aus
endlich vielen gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen bestehen (Beispie-
le 1.1):

Definition 1.7: (Kombinatorisches Modell)

Ein kombinatorisches Modell (Q,&, P), auch ,,Laplace-Experi-
ment* genannt, besteht aus

i) einer endlichen Menge ) = {w1,...,wy},
ii) den Ereignissen & = P(§) = Potenzmenge von 2,
iii) dem W’keitsmafl P(E) = |E|/|| (das ,Zihlmaf3“).

Die Elemente w; des Stichprobenraums ) (genauer: die einelementigen
Teilmengen {w;}) heiflen ,Elementarereignisse “.

mich, einen Wiirfel durch Q = {1,...,7} zu modellieren (das ist meine legitime Entscheidung;:
ist zwar unnotig kompliziert, aber zuldssig). Damit dieses Modell realistisch ist, muss ich
P({7}) = 0 setzen, es gilt P({1,...,6})=P({1,...,7}) =1
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Man kann sich unschwer iiberlegen, dass dies in der Tat ein stochastisches
Modell im Sinne der Definition 1.2 ist: die Ereignismenge & = P(£2) und das
Maf3 P erfiillen die in 1.2.ii und 1.2.iii geforderten Eigenschaften.

Die Definition 1.7.iii) liefert den sauberen mathematischen Kontext fiir das in-
tuitive Konzept

Anzahl aller positiven Félle

P(Ereignis) = .
(Ereignis) Anzahl aller moglichen Félle

In konkreten Aufgabenstellungen gilt es, in der ,,Modellierungsphase® ein geeig-
netes 2 und ein Ereignis F C ) zu konstruieren, das der Aufgabe entspricht.
Die ,,mathematische“ Herausforderung ist dann, die Anzahl der Elemente |E|
und || zu bestimmen, um die W’keit des Ereignisses zu berechnen.

Beispiel 1.8: Lottoziehung: Ich mache einen Tip T' = {t1,...,ts} von 6 unterschiedli-
chen Zahlen ¢; aus {1,...,49}. Eine Ziehung ist die Auswahl einer 6-elementigen Teil-
menge der Menge {1,...,49}, also:

2 = Menge aller Ziehungen ,,6 aus 49 = {Z C {1,...,49}; |Z| =6} .

Alle Ziehungen sind intuitiv gleichwahrscheinlich. Das Ereignis E' = ,6 Richtige“ be-
deutet, dass die Ziehung mit meinem Tip T iibereinstimmt, also: E = {T'}. Mit

Q| = (¥) = 59 = 13 983 816 folgt P(E) = 1/13 983 816.

Hierbei ist die Aussage || = (469) direkt dem folgenden Hilfssatz zu entnehmen:
Hilfssatz 1.9: (Hilfsmittel fiir kombinatorische Aufgaben)

a) Es gibt n! unterschiedliche Anordnungen (,Permutationen®) von n

unterscheidbaren Objekten.
b) Es gibt (Z) = #Lm)' verschiedene m-elementige Teilmengen einer
Menge mit n Elementen.

c) (Verallgemeinerung von b)) Es gibt

n!

ny! - ng! - oL ny!

verschiedene Mdoglichkeiten, eine Menge mit n = ny + - - - + ny, Ele-
menten in m durchnummerierte Teilmengen zu jeweils ni, ...,y
Elementen zu zerlegen (die n; diirfen dabei auch 0 sein, wobei 0! = 1
gesetzt wird).

d) Es gibt ("+:':_1) Moéglichkeiten, n nicht unterscheidbare Objekte auf
m durchnummerierte Boxen aufzuteilen (wobei Boxen leer bleiben
kénnen).
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Beweisskizze: a) Es gibt n Moglichkeiten, das ,erste Element* der Anordnung
zu wihlen. Dann gibt es n — 1 Moglichkeiten, das ,,zweite Element* der Anord-
nung aus den verbleibenden Objekten zu wihlen. Danach n — 2 Moglichkeiten
fiir das néchste Element usw. Macht zusammen n-(n —1)-(n —2) - --- = n!
Moglichkeiten.

c) Die n Elemente werden in eine Reihe gelegt, die an den ersten n; Stellen
liegenden Elemente kommen in die erste Teilmenge, die néchsten ny Elemente
in die zweite Teilmenge usw. Es gibt nach a) insgesamt n! Moglichkeiten, eine
solche Reihe zu erzeugen. Werden die ersten n; Elemente als Menge interpre-
tiert, so ist ihre Reihenfolge egal, d.h., nach a) sind n;! der Anordnungen zu
identifizieren. Werden auch die néchsten no Elemente als Menge interpretiert,
so sind jeweils 11! no! der Anordnung zu identifizieren. Usw.

b) Spezialfall von c): zerlege die Menge in zwei Teilmengen mit jeweils ny = m
und ny = n — m Elementen. Nach c) gibt es n!/m!/(n — m)! Méglichkeiten.

d) Ich lege die Objekte in eine Reihe, lege ganz links und ganz rechts einen
,» Trennbalken®“ und sortiere m — 1 weitere Trennbalken zwischen den Objekten
ein. Der Raum zwischen zwei Trennbalken wird als Box angesehen (es liegen nun
m Boxen vor). Da ich die Objekte nicht unterscheiden kann, ist die Aufteilung
auf die Boxen eindeutig durch die Lage der Trennbalken gegeben. Es gibt nach
a) ("IL"ZII) Moglichkeiten, die Lage der ,inneren® m — 1 Trennbalken aus den
insgesamt n + m — 1 moglichen Positionen in der Reihe von n Objekten und
m — 1 Trennbalken zu wéhlen. Damit ist die Anzahl der Boxenaufteilungen

() )

Q.E.D.

Beispiel 1.10:
Eine Urne enthélt N Kugeln, davon S schwarz und W = N — S weif. Es werden n
(< N) Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Mit welcher Wkeit sind s der gezogenen
Kugeln schwarz und w = n — s weif3?
Lésung: Seien

W:{wl,...,ww}, 82{51,...,35}

die weiflen bzw. schwarzen Kugeln. Der Stichprobenraum sei die Menge aller Ziehungen
einer n-elementigen Teilmenge aus der Urmne Y = SUW:

Q={ZCSUW; |Z|=n}.

Das Ereignis F = ,,s Kugeln sind schwarz, w = n — s Kugeln sind wei}* besteht aus
den folgenden Ziehungen:

E={ZcSUW; Z=SUW; SCS; [S|=s; WCW; [W|=w}.
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Nach 1.9.b) gilt |Q| = (g) Es gibt es (f ) Moglichkeiten, die s-elementige Teilmenge
S aus der S-elementigen Menge S zu wihlen. Es gibt es (Vu‘)/) Moglichkeiten, die w-
elementige Teilmenge W aus der W-elementigen Menge W zu wihlen. Damit folgt

B1= ()(%) abo o
ey - O,
n
Statt von einer ,,Urne“ redet man auch von einer ,Gesamtpopulation“ von N Ele-
menten, die sich in eine ,, Erfolgs(teil)population“ von S Elementen und eine kom-
plementire ,, Misserfolgs(teil)population® von W = N — S Elementen zerlegt. Wéhlt

man n Elemente ohne Zuriicklegen aus, so ist die Wkeit, dabei genau s Erfolge und
w =n — s Misserfolge zu ziehen, gegeben durch

(2) G2
~ )
()
Man nennt die Abbildung s — P(,,genau s Erfolge bei n Ziehungen“) die ,hypergeo-

metrische Verteilung“ mit den vorgegebenen Parametern N (Populationsgréfie), S
(Erfolgspopulationsgrofe), n (Anzahl der Ziehungen).

P(,genau s Erfolge bei n Ziehungen“) =

Z.B.: Mit welcher W’keit erhélt man beim Skat s Asse? Es werden n = 10 Karten aus
N = 32 Karten an mich verteilt. Unter den 32 Karten befinden sich S = 4 Asse. Die
Wkeit, s Asse zu erhalten, ist durch die hypergeometrische Verteilung gegeben:

(9) (o=2)
(3%)

Intuitiv: es gibt (;l) Maoglichkeiten, von den 4 Assen s zu erhalten, es gibt (1333) Moglich-

keiten, die restlichen 10 — s Karten meiner Hand aus den verbleibenden 28 Karten zu
erhalten, es gibt (?g) Moglichkeiten, insgesamt 10 Karten aus 32 zu erhalten.

P(,s Asse*) =

Beispiel 1.11: Mit mir haben sich insgesamt 22 Leute fiir ein Turnier gemeldet. Es
werden willkiirlich 4 Gruppen Gy, ..., G4 mit |G1| = |G2| = 5, |G3| = |G4| = 6 gebildet,
die nacheinander die 1-te Runde austragen sollen. Es beginnt G; um 8°°. Mit welcher
W-keit muss ich frith aufstehen?
Lésung: a) Intuitiv und einfach: ich stelle mir vor, ich ziehe eine Kugel aus einer Urne
mit 22 Kugeln, auf denen die Ziffern 1 bis 22 stehen. Die Ziffern 1 bis 5 bedeuten Gj,
die Ziffern 6 bis 10 bedeuten G5 usw.:

0 ={1,2 22}, E={1,2 5} = P(E):@:3

2, ..., 22} 22,0, o "2

b) Alternative (formalere) Lésung. Der Stichprobenraum sei die Menge aller méglichen
Gruppeneinteilungen

O ={(G1,G2,G3,G4); G1U-- UGy ={1,...,22}, |G1| = |G2| =5, |G3| = |G4| = 6} .
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Nach 1.9.c) gilt |©] = % = 150 570 227 808. In wievielen dieser Moglichkeiten
ist eine bestimmte Person (ich, mit der Nummer 22, sagen wir) in der Gruppe G;?
Dies entspricht den Moglichkeiten, die anderen 21 Leute in Gruppen G1,Gs,G3,Gy
mit |Gy| = 4, |G| = 5, |Gs| = |G4| = 6 aufzuteilen. Das Ereignis ,ich werde in Gy

eingeteilt* entspricht damit

FE = {(Gl U {22},G2,G3,G4); Gl U---UGy = {1,...,21},
|G1| = 4,[G2| = 5,|G3| = |G4| = 6} .

Nach 1.9.c) gilt |E| = ﬁ%lﬁ! = 34 220 506 320. Die W’keit, dass ich frith aufstehen
muss, ist damit
|E| 211 5I516060 211 51 5
P(E) == = = — — = — =~ 0.227....
E) =g =~ @566 2 ar 221 22

Beispiel 1.12: Eine Abzéhlitbung: Wieviele Moglichkeiten gibt es, eine ganze Zahl n in
genau m verschiedene Summanden n = ny +- - -+ n,, mit n; € {0,1,2,...} zu zerlegen?
Die Reihenfolge der Summanden soll dabei beriicksichtigt werden.

Z.B. n =3, m = 2: 4 Moglichkeiten 3=0+3=14+2=2+1=3+0.
Z2.B.n=4,m = 2: 5 Moglichkeiten 4 =0+4=14+3=2+2=3+4=4+40.
Loésung: Dies ldsst sich unmittelbar auf den Hilfssatz 1.9.d) zuriickfithren. Wir wieder-
holen das Argument:

Symbolisiere jeden Summanden n; durch n; aufgereihte Einsen. Diese ,,Einser-Reihen*
werden dann mit Pluszeichen verbunden. Es bleibt damit das Problem, alle M6glich-
keiten zu finden, eine Kette aus n Einsen und m — 1 Pluszeichen anzuordnen. Da weder
die Einsen noch die Pluszeichen unterschieden werden konnen, ist die Aufteilung durch
die Position der m — 1 Pluszeichen in der Gesamtkette von n+m —1 Objekten gegeben.
Die Position der Pluszeichen entspricht einer Auswahl von n— 1 Platznummern aus den
moglichen Pldtzen 1,2,...,n 4+ m — 1. Nach 1.9.b) ist die Anzahl der Méoglichkeiten

()= )

Merke (Zusammenfassung) 1.13:

Ein kombinatorische Modell bietet sich in Situationen an, in denen
alle Elementarereignisse des Zufallsexperimentes gleichwahrscheinlich
sind: das Modell besteht aus einer Menge §2 endlich vieler Elemente, denen
jeweils die gleiche W’keit 1/|Q}| zugeschrieben wird. Fiir ein Ereignis E C
Q gilt
_ |El

Q]
Sobald Q) und E vom Modellierer festgelegt sind, besteht die Herausfor-
derung darin, durch geschicktes Abzéhlen |E| und || zu ermitteln.

P(E)
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1.2.2 Diskrete (nicht-kombinatorische) Modelle

Bei endlich vielen (oder abzéhlbar unendlich vielen) Elementarereignissen, die
nicht gleichwahrscheinlich sind, bietet sich folgendes diskrete Modell an:
Definition 1.14: (Diskretes Modell)

FEin diskretes Modell (2, £, P) besteht aus

i) einer endlichen oder abzéhlbar unendlichen Menge Menge ) =
{w1,wa, ...} (die w; heiBen wieder ,Elementarereignisse”),

ii) den Ereignissen & = P(§) = Potenzmenge von 2,

iii) dem folgenden W’keitsmaf3: Es sind W’keitswerte P({w;}) fiir die
Elementarereignisse vorgegeben, fiir die ) .o P(w) = 1 gilt. Dann
wird fiir ein Ereignis F C Q) die folgende W’keit definiert:

P(E)=)_ Pw).

weFE

Die kombinatorischen Modelle 1.7 sind der Spezialfall, wo fiir alle w € €2 dieselbe
Wkeit P({w}) = 1/|92| gewéhlt wird.

Beispiel 1.15: Ein Wiirfel ist manipuliert, die W’keiten p;, die Zahl i zu wiirfeln, seien

i1 2 3 4 5 6
pi|01 01 01 02 02 03

Mit welcher Wkeit wiirfle ich mindestens eine 47 Antwort:

Q={1,...,6}; E={4,56}; P(F)=ps+ps+ps=0.7.

Beispiel 1.16: Ich werfe zweimal mit einem Wiirfel. Mit welcher W’keit erhalte ich die
Augensumme 107
a) Ich behandle dies kombinatorisch:

Q={(1,1),1,2),...,(6,5),(6,6)}, E=1{(4,6),(5,5),(6,4)}
_JE] 3 1
= ﬁ =% =1

b) Alternativ kann ich die Augensumme (eine Zahl zwischen 2 und 12) direkt als Er-
gebnis des Experiments ,,Doppelwurf* ansehen, also

=  P(,Augensumme 10%)

Q=1{23,...,12}.

Dieser Stichprobenraum ist mit 11 Elementen wesentlich kleiner als der in a) gewéihlte
Stichprobenraum mit 36 Elementen. Allerdings habe ich hier nun das Problem, dass die
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Elementarereignisse nicht mehr gleichwahrscheinlich sind. Ich muss mir die W’keiten

D2, ...,p12 aus der kombinatorischen Sicht a) startend konstruieren, damit das Modell
realistisch ist:

pa = P(,Augensumme 2) = P({(1,1)}) = %,

ps = P(,Augensumme 3%) = P({(1,2),(2,1)}) = 32—6 = %87

y2 = el

pro = P(,Augensumme 10%) = P({(4,6), (5,5),(6,4)}) = & = &,

Es folgt P(,Augensumme 10“) = P({10}) = p1o = 75.

Merke (Zusammenfassung) 1.17:

Ein diskretes Modell entspricht einem Experiment mit endlich vielen
oder abzdhlbar unendlich vielen Ausgéingen, die unterschiedliche W’keiten
haben kénnen. Kennt man die W’keiten der Elementarereignisse (die
moglichen Ausgéinge des Experiments), so ergibt sich die Wkeit eines Er-
eignisses als die Summe der W’keiten aller Elementarereignisse, aus denen
das FEreignis zusammengesetzt ist:

P(E) = Y P({w}).

weFE

1.2.3 Kontinuierliche Modelle

Bei nicht diskreten Situationen werden W’keiten typischerweise iiber Integrale
definiert:
Definition 1.18: (Kontinuierliches Modell)

Fin kontinuierliches Modell (2, £, P) besteht aus

i) einer Teilmenge Q2 von R oder R? oder ...,
ii) den Ereignissen £ = {E C €; ,man kann iiber E integrieren*},

iii) dem folgenden W’keitsmafB: es ist eine Funktion p : © +— [0, 00)
gegeben: die W’keitsdichte. Sie muss [, p(x) dx = 1 erfiillen.
Dann wird fiir ein Ereignis E € £ die folgende W’keit definiert:

P(E) = /EE p(x) de = /eQ xe(z) - p(x) dx

wobei
1 firzxeFE

x5() :{ 0 firegF
die charakteristische Funktion der Teilmenge E C € ist.
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Bemerkung 1.19: In dieser Situation darf man in der Tat nicht alle Teil-
mengen von 2 als Ereignisse zulassen, da es sonst mathematische Schwierigkei-
ten beim Integrieren gibt. Hierauf werden wir uns aber nicht einlassen. Man
stelle sich fiir Q@ = R als zuldssige Ereignisse die Intervalle sowie Vereini-
gungen bzw. Schnitte von Intervallen vor. Bei uns werden nur Vereinigungen
bzw. Schnitte endlich vieler disjunkter Intervalle vorkommen. Dann gilt fiir
E = [al,bl]U[ag,bg]U...:

/er pla) do = /: plz) dz + /;2 p(z) dz +

Bemerkung 1.20: Damit iiber die Dichte p integriert werden kann, muss sie ge-
wisse Glattheitseigenschaften erfiillen, worauf hier aber nicht eingegangen wird.
Man beachte aber, dass in Anwendungen unstetige Dichten mit Spriingen eine
wichtige Rolle spielen. Es reicht hier, sich p als ,stiickweise stetig” mit endlich
vielen Sprungstellen vorzustellen.

Beispiel 1.21: Die Wkeit, eine Maus im Abstand r € = [0, 00) von ihrem Mauseloch
zu finden, sei durch die Dichte
2

p(r)=2cre "
mit einem positiven Parameter ¢ > 0 gegeben. Der konstante Faktor 2 ¢ sorgt dafiir,
dass die Normierung [ _, p(r)dr = [ p(r) dr = 1 gilt. Fiir das Ereignis [r1, 73] (,,die
Maus befindet sich in einem Abstand zwischen 71 und ro von ihrem Loch*) ergibt sich
die W'keit vy

P(rrs) = [ ptr)ar = e enerd
r1

Kleine Werte von c¢ entsprechen einer ,,mutigen Maus“, die mit grofler W’keit weit weg
von ihrem Loch zu finden ist: die Wkeit

2

P([r,00)) =e™¢"

dass sie sich im Abstand > r vom Loch aufhilt, ist monoton fallend in c.

Beispiel 1.22: (Hier muss man wissen, wie man im R? integriert).
Ein Schiitze schieBt auf eine im Ursprung von € = R? zentrierte Schiefscheibe vom

Radius R:
Y
NI
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Die W’keit, dass ein kleines Flichenstiick an der Stelle (z,y) getroffen wird, sei durch

die Dichte c .
plx,y) = — e o+
T

gegeben. Er trifft die Zielscheibe mit der W’keit

P(Treffer) = / p(z,y) dz dy
I(z.w)|<R

Polarkoordinat oz
(Polar oor maen)/ / Ee_”Zrdrdqb:l—e_CR2.
o Jo T

Merke (Zusammenfassung) 1.23:

Ein kontinuierliches Modell besteht aus einer Teilmenge €2 des R™ (in
Zukunft bei uns i.W. n = 1), auf dem eine W’keitsdichte p(z) > 0

gegeben ist, die
/ p(z) de =1
z€e)

erfiillen muss. Die W’keit eines Ereignisses F ist dann

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

1.3.1 Definitionen

Zur Motivation:

Beispiel 1.24: Ich werfe ein Miinze: das Ergebnis ist ,Kopf“ oder ,,Zahl“ mit den
Wkeiten P(K) = P(Z) =1/2.

a) Mit welcher Wkeit habe ich nach n Wiirfen n mal das Ergebnis ,, Kopf“?

b) Ich habe schon n — 1 mal ,Kopf“ geworfen. Mit welcher W’keit werfe ich bei
néichsten mal , Kopf“?

Frage a) hat offensichtlich die kombinatorische Antwort P(n mal ,Kopf*) = 1/2™: es
gibt bei n Wiirfen 2" mogliche verschiedene Ergebnisse

Q={(w1,...,wn); wi €{K,Z}},

davon beschreibt nur ein einziges mein Ereignis F = {(K,..., K)}. Diese W’keit wird
fiir wachsendes n sehr schnell sehr klein.
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Frage b) ist offensichtlich intuitiv unabhéngig von n mit P(K) = 1/2 zu beantworten,
denn die ersten n—1 Wiirfe haben nichts mit dem n-ten Wurf zu tun (Unabhéingigkeit).

Es wird innerhalb desselben Experiments nach unterschiedlichen Dingen gefragt:
a) P(Ereignis: n mal ,Kopf*)

b) P(Ereignis: n mal ,,Kopf“; Zusatzinformation:
»Kopf* ist schon n — 1 mal aufgetreten)

Frage: wie kann ich b) im Rahmen des fiir a) benutzten Modells §2 beschreiben? Das Ex-
periment ist ja dasselbe, also sollte die Modellierung (2, £, P) fiir beide Fiille benutzbar
sein.

Wir betrachten die allgemeine Situation eines Modells (2, €, P). Es geht darum:
ich weif, dass ein Ereignis eingetreten ist. Was niitzt diese Information, wenn
ich nach der W’keit fiir ein anderes Ereignis frage?
Definition 1.25: (bedingte W’keit)

Seien A, B € £. Setze

P(ANB) ..
P(B|A) = Nz fiir P(A) #0
0 fiir P(A) =0

und nenne es die bedingte W’keit fiir das Ereignis B bei gegebenem
Ereignis A.

Interpretation (wichtige Modellierungshilfe) 1.26:

Dieser Begriff modelliert in der Tat die Situation, dass das Ereignis A
eingetreten ist. Wenn ich nun nach der W’keit von B frage, so ist die
Antwort das soeben definierte P(B|A). Der Gedanke ist:

a=D
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Ist A eingetreten, so befinden wir uns nicht mehr irgendwo in §2, sondern in
der Teilmenge A. Wenn B eintritt, so wissen wir, dass in Wirklichkeit das
Ereignis BN A eingetreten ist. Daher kénnen wir A als neuen W’keitsraum
interpretieren, welches jedem B C Q die ,reduzierte“ W’keit P(B N A)
zuschreibt. Dabei miissen wir diese W’keit aber noch mit einem Faktor f
multiplizieren, damit das neue W’keitsmafi P4o(B) = f - P(BN A) auf A
wieder normiert ist. Da P4(A) = 1 gelten muss, folgt f = 1/P(A). Also:

Po(B)=——— - P(BNA)=P(BJ|A) .

Merke:

Die bedingte W’keit P(B|A) entspricht einer ,normalen® W’keit
P4(B) auf einem geénderten (reduzierten) Modell Q4 = A, das nur
aus Teilereignissen des ,als eingetreten vorausgesetzten“ Ereignisses
A besteht.

Bemerkung 1.27: Diese Interpretation ist auch mathematisch stichhaltig. Es
gilt der leicht beweisbare Satz (Ubungsaufgabe):

Fiir einen Wkeitsraum (2, E, P) und gegebenes A € € mit P(A) >0
1St (QA,SA,PA) mit Q4 = A, E4 = {EﬁA; FE e 5} und PA(B) =
P(B|A) wieder ein W’keitsraum nach Definition 1.2.

Beispiel 1.28: Zuriick zu Beispiel 1.24: n-facher Wurf einer Miinze, Q =
{(wi,...,wn); w; € {K,Z}} mit dem Zahlma$g.

a) Das Ereignis B = ,es wurde n mal K geworfen“ = {(K,..., K)} hat die W’keit
———

P(B) = |B|/|) =1/2".
b) Das Ereignis A = ,in den ersten n — 1 Wirfen wurde K geworfen“ ist A =
{(K,...,K,wp); wyp € {K,Z}}. In b) wird nach P(B|A) gefragt:
n—1
p(sa) - PANE) _PB) B9l 1B 1
P(4) pP(A) A1) Al 2
Hier habe ich A als Teilmenge von ) aufgefasst. Ich kann mich auch auf den
Standpunkt stellen, dass ich, wenn A eingetreten ist, A als neuen Stichproben-
raum auffasse, den ich vereinfachen wiirde:

Qa=A={(K,....,K,w,); wp € {K,Z}} = Q= {wn; wne{K, Z}}.

n—1

Hier wird nun auch formal deutlich, dass unter der Zusatzinformation ,,A ist
eingetreten“ das Gesamtexperiment ,,n-facher Miinzwurf* dquivalent zu einem
einzelnen Miinzwurf Q wird.
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1.3.2 Folgerungen, ,,totale W’keit*“ und der ,,Satz von Bayes*

Es gibt einige einfache Rechenregeln fiir bedingte W’keiten:
Satz 1.29: (Eine Rechenregel fiir bedingte W’keiten)
Seien Fy, Es, ... Ereignisse in einem Modell (Q2,&, P). Dann gilt
PEiN---NE,) =
P(E1) P(Es|Eq) P(E3|Ea N Ey) -+ P(Ep|Ep—1 0N EY)

Beweis: Einsetzen der Definition 1.25 liefert
P(El) P(E2|E1) P(E3|E2 N El) <. P(En|En,1 n---N El) =
P(E)P(EgﬂEl) P(EgﬂEQﬂEl) P(EnﬂEn,lrW--ﬁEl)
Y P(EY) P(EyN Ey) P(Ep_1N---NEy)
Fast alles kiirzt sich heraus, es verbleibt P(E, N---N Ey).

Q.E.D.

Beispiel 1.30: Mit welcher W’keit hat jeder der 3 Spieler beim Skat genau ein As?
Losung: Beim Skat werden von 32 Karten jeweils 10 an die drei Spieler und 2 an den
»okat* verteilt. Sei E; das Ereignis ,,der i-te Spieler hat genau ein As*. Gefragt ist nach
FEy N EyN E3. Die Wkeit, dass der 1-te Spieler genau ein As hat, ist

W) (5)
P(Ey) = 1(32)9
10
(wéhle 10 Karten aus den 32, davon eine aus den 4 Assen und 9 aus den restlichen 28
Karten). Die Wkeit, dass der 2-te Spieler ebenfalls genau ein As hat, ist

3\ (19
G ()
22
(10)
(withle 10 Karten aus den 22, die nicht an den ersten Spieler verteilt wurden. Davon

eine aus den verbleibenden 3 Assen und 9 aus den restlichen 19 Karten). Die W’keit,
dass der 3-te Spieler ebenfalls genau ein As hat, ist

P(Es|Eq) = P(E1 N Es|Ey) =

2 10
P(E3|E2 ﬂEl) = P(El ﬂ-E2 ﬂE3|E2 N El) = (1)159)

(10)

(wéhle 10 Karten aus den 12, die nicht an die beiden ersten Spieler verteilt wurden.
Davon eine aus den verbleibenden 2 Assen und 9 aus den restlichen 10 Karten). Damit
folgt fiir B4 N Ey N E3 = ,jeder der 3 Spieler hat genau ein As®:

P(Ey N Ey N E3) = P(Ey) P(Ey|Ey) P(Es|Ey N Ey)

_WE) O QG) 50 e

G G Go) 899
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Satz 1.31: (,,Formel der totalen W’keit*)

Seien Uy, ...,U, € & disjunkte Ereignisse in einem Modell (2, &, P), also
U; NU; =0 fiir i # j. Dann gilt fiir jedes Ereignis E C Uy U--- U Uy,:

P(E) =} P(E|U) P(U).

Beweis:
n

P(E)=P(EN(Ju)) = P(

i=1 %

-

(EN UZ-)>

WSO S™ pE ) = Y P(E|U) PU) -
i=1 i=1
Hierbei wird benutzt, dass sich nach Folgerung 1.6.a) die W’keiten der disjunk-
ten Mengen F N U; addieren.
Q.E.D.

Interpretation 1.32:

Fir E C Uy U---UU, kénnen die U; als vollstidndiges System dis-
junkter Ursachen interpretiert werden: das Ereignis E kann aus unter-
schiedlichen Griinden U; eintreten. Ist bekannt, mit welcher W’keit das
Ereignis E bei gegebenen Ursachen jeweils eintritt, so liefert die Formel
der totalen W’keit die W’keit fiir E, wenn die W’keiten P(U;) bekannt
sind, mit denen die Ursachen eintreten.

Eine typische Anwendung dieses Satzes ist die Situation, wo mehrere Experi-
mente hintereinandergeschaltet werden, wobei die moglichen Ausgénge U; des
ersten Experiments einen Einfluss auf das Ergebnis des zweiten Experiments
haben.

Beispiel 1.33: Ich habe einen Topf mit 7 fairen Miinzen und 3 Miinzen mit 2 Koépfen.
Erstes Experiment: Ich entnehme dem Topf eine Miinze.

Zweites Experiment: Ich nehme die gezogene Miinze und werfe sie 3 Mal.

Frage: Mit welcher W’keit werfe ich im Gesamtexperiment 3 mal ,, Kopf*“?

Losung: Ich zerlege den Stichprobenraum 2 des zweiten Experiments in die beiden
Teile Uy und Us, wobei U; die Situation beschreibt, dass ich im ersten Experiment eine
faire Miinze gezogen habe, wihrend Us einer ,, Doppelkopf“-Miinze entspricht. Offen-
sichtlich gilt P(Uy) = 7/10, P(Usz) = 3/10.
Die W’keit, bei 3 Wiirfen 3 Kopfe zu werfen, ist fiir eine faire Miinze 1/8 (E =
{(K, K, K)} bei insgesamt 8 Moglichkeiten (K, K, K),(K,K,Z),...,(Z,Z,Z)), also

1

P(,,3 Kopfe in 3 Wiirfen® | Up) = g



18 KAPITEL 1. GRUNDSTRUKTUREN

Fiir eine ,,Doppelkopf“-Miinze ist die W’keit fiir 3 Koépfe bei 3 Wiirfen natiirlich 1:
P(,,3 Kopfe in 3 Wiirfen | Us) = 1.
Die Formel der totalen W’keit liefert fiir das Gesamtexperiment
P(,,3 Kopfe in 3 Wiirfen®)
= P(,,3 Kopfe in 3 Wiirfen“ | Uy) P(U;) + P(,,3 Kopfe in 3 Wiirfen® | Uz) P(Usz)
1 7 1 3 31

=5 qp+1 1= 55 = 03875

Der folgende Satz beantwortet ,,die Schuldfrage®. Ein Ereignis F kann aus unter-
schiedlichen Ursachen Uy, Us, ... heraus eintreten. Das Ereignis ist eingetreten.
Mit welcher W’keit ist die Ursache U; verantwortlich gewesen?
Satz 1.34: (Thomas Bayes, 1702-1761)
Seien Uy, ...,U, € & disjunkte Ereignisse in einem Modell (2, &, P), also
U;NU; =0 fiir i # j. Dann gilt fiir jedes Ereignis E C Uy U+ U Uy:

P(E|U;) P(U;) 31y P(E|U;) P(Us)

P(ULIE) = - -
P S P(E|U;) P(Uy)
j=1

Beweis: Es gilt
_ PWU;NnE) PU) PU;NE)/PWU;) PU) P(E|U;)
PO = =5y = P(E) TP

P(F) ist iiber die Formel der totalen W’keit 1.31 durch P(E | U;) und P(U;)
ausdriickbar.

Q.E.D.

Interpretation 1.35:

Bayes beantwortet folgende Frage: das Ereignis E ist eingetreten. Mit
welcher W’keit war die Ursache U fiir das Eintreten von E verantwortlich?

Bemerkung 1.36: Es gilt:

" = PWU) PEIU) 1 , '
;P(UiIE) =3 PE) = P(E);P(Uz) P(E|U;)

i=1

1 PE)
PE)

Intuitiv: eine der Ursachen war mit Sicherheit fiir das Fintreten von E ver-

antwortlich. Obige Formel ist oft eine nette Kontrollméglichkeit, ob man in

konkreten Aufgaben richtig gerechnet hat.
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Beispiel 1.37: Ein Test auf eine Krankheit ist mit der W’keit 0.9 positiv, wenn ein
Kranker getestet wird. Bei Gesunden fillt der Test mit der W’keit 0.1 positiv aus. Es
ist bekannt, dass jeder 1450-te der Bevolkerung diese Krankheit hat. Eine Person wird

getestet.
a) Mit welcher Wkeit ist der Test positiv?
b) Der Test ist positiv. Mit welcher Wkeit ist die Person krank? Mit welcher Wkeit
ist sie gesund?
¢) Wird die Krankenkasse fiir diesen Test zahlen?

Loésung: Sei + das Ereignis ,,der Test ist positiv¢. Das Ursachensystem fiir + ist k&
= ,die Person ist krank“ und g = ,die Person ist gesund“. Es gilt P(k) = 1/1450,

P(g) = 1449/1450. Weiterhin ist bekannt P(+ | k) = 0.9 und P(+|g) = 0.1.
a) Nach Satz 1.31 gilt

1 1449
P(+)=P(+|k) P(k) + P(+]g) P(g) =0.9- Ti50 +0.1- Taeo ~ 0.10055... .
b) Nach Satz 1.34 gilt
P(k) P(+ | k) 1 0.9
P(k|+) = - ~  0.0062...
(k1+) P(+) 1450 0.10055...
P(g) P(+|g) 1449 0.1
P = = 0.9938... .
(g]+) P(¥) 1450 0.10055...
1.0000...

Das wirkt iiberraschend. Die Tatsache, dass die Wahr’scheinlichkeit einer positiv
getesteten Person, gesund zu sein, ungleich viel hoher ist, als krank zu sein, liegt
daran, dass ohne Test die W’keit, gesund zu sein, fast 1 ist.

¢) Der Test erhoht die Wkeit P(k) = 1/1450 = 0.00069 nur um den recht kleinen
Faktor P(+ |k)/P(+) = 0.9/0.10055... = 9.0 auf die Wkeit P(k|+) = 0.0062.

Die Wkeit P(g) = 1449/1450 ~ 0.99931... wird bei einem positiven Tests nur
um den dicht bei 1 liegenden Faktor P(+|g)/P(+) = 0.1/0.10055 ~ 0.9945...
auf die Wkeit P(g|+) =~ 0.9938 erniedrigt.

Der Test ist damit vollig wertlos.

Beispiel 1.38: Folgende Tabelle ist eine fiktive Aufschliisselung der 1980er Bundes-
tagswahl nach Konfessionen:

Bevélke?ung— CDU SPD FDP Griine Sonstige
anteil
46% katholisch | 54% 41% 3% 1% 1%
44% evangelisch | 45% 45% 6% 3% 1%

10% sonstig 30%  38% 15%  10% 7%
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Welcher Anteil der CDU-W#hler ist katholisch?
Losung: Die gegebenen Informationen sind
P(kath) = 0.46, P(ev) =0.44, P(sonst) =0.10

sowie

P(CDU |kath) = 0.54 , P(CDU |ev) = 0.45 , etc.
Nach Satz 1.34 gilt

P(kath |CDU) = © (kath;fé%?ftj'kath) _

P(kath) P(CDU | kath)

P(kath) P(CDU | kath) + P(ev) P(CDU |ev) 4+ P(sonst) P(CDU | sonst)
- 0.46 - 0.54 ~0.248...
©0.46-0.54+0.44-0.45+0.1-0.3  0.476...

Der Nenner P(CDU) = 0.476... entspricht dem damaligen Wahlergebnis der CDU von
47.6%.

~ 52% .

Merke (Zusammenfassung) 1.39:

Die Formel der totalen W’keit und der Satz von Bayes fiihren Ereig-
nisse E auf unterschiedliche (disjunkte) Ursachen U; zuriick. Kennt man
P(E|U;) sowie die W’keiten P(U;) der einzelen Ursachen, so kann mit der
Formel der totalen W’keit P(E) berechnet werden. Bayes beantwortet die
»Schuldfrage“: welche Ursache war mit welcher Wkeit fiir das Fintreten
eines beobachteten Ereignisses verantwortlich?

Typischer Einsatz: Modellierung mehrerer nicht unabhéngiger Einzelex-
perimente.

1.4 Irrfahrten auf Graphen

Man kann viele W’keitsexperimente, die aus der Hintereinanderschaltung von
Einzelexperimenten bestehen, als Irrfahrt auf einem (gerichteten gewichteten)
Graphen interpretieren. Dies liefert eine niitzliche Visualisierungsmoglichkeit,
mit der W’keiten oft leicht graphisch zusammengesetzt werden kénnen.

1.4.1 Wahrscheinlichkeitsbiume

Zunéchst zur formalen Definition der speziellen Graphen, um die es hier geht:
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Definition 1.40: (Wurzelbdume)

FEin nummerierter Wurzelbaum (€2, V, K') mit Wurzel Q besteht aus
einer Knotenmenge V = {Q, Fy, Es,...} und einer Kantenmenge
K cVxV ={(vs); v,s € V}, so dass zu jedem v € V\{Q} genau
eine Kantenfolge k1, ks, ..., ki € K der Form

ki=(Q,v1),.... ki = (vi1,v), ..., ki, = (Vk—1,v)

existiert (ein eindeutiger Pfad der Lange k von der Wurzel 2 nach v).

®
° °
® °
U1 / U3

)

Q ) v
Bemerkung 1.41: Gewurzelte Bdume sind gerichtete (Kanten sind geordnete
Paare) zusammenhéngende (. .. es existiert ein Pfad . ..) Graphen ohne geschlos-
sene Wege (... genau ein Pfad ...). In einer Kante (v,s) € K heiit v ,Vater*

und s ,,Sohn“ (der Abstand des Vaters zur Wurzel ist um 1 kleiner als der
Abstand des Sohns zur Wurzel).

Beispiel:

Es bietet sich an, einen Wurzelbaum graphisch so darzustellen, dass alle Knoten
mit dem selben Abstand zur Wurzel €2 jeweils eine ,,Schicht“ bilden. Die Wurzeln
von Béumen sind bei den Informatikern typischerweise oben ;-(:

EsEgEr -+
Eine wichtige Tatsache ist:

Per Definition der Wurzelbdume gehort zu jedem Knoten genau ein
Pfad von der Wurzel zum Knoten. Jeder Knoten kann also auch als
Pfad auf dem Graphen interpretiert werden!

Beispiel: Der Knoten E1g im Baum oben kann als der Pfad

(2, E2), (E2, E7), (E7, Ers))

mit den dicker eingezeichneten Kanten interpretiert werden:
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Q

E /©\E2
By N\E:  Es A/EJ\&
ANANEY 7N

EsEoEqg --- """Ezz

Nun die Interpretation eines aus Teilexperimenten zusammengesetzten Gesamt-
experiments durch einen solchen Baum:

Modellierungsregeln 1.42:

a) Q ist der Stichprobenraum des Gesamtexperiments.

b) Alle weiteren Knoten sind Ereignisse des Gesamtexperiments, also
Teilmengen von 2.

c) Eine Kante von einem Knoten v (,,Vater”) zum Knoten s (,,Sohn“)
wird als Durchfithrung eines Einzelexperiments interpretiert, das auf
dem Stichprobenraum v C ) ausgefiihrt wird und das Ergebnis (Er-
eignis) s C v C ) liefert:

’Jeder Sohn ist Teilmenge seines Vaters. ‘

d) Die Kanten werden gewichtet mit den Ubergangsw’keiten

P(snw) (sCv) P(s)

Pl =50y = Py

wobei P das W’keitsmafl auf dem Stichprobenraum ) des Gesamt-
experiments ist. Nach Interpretation 1.26 diirfen wir diese bedingten
Wkeiten (in ) in der Tat als normale Wkeiten im Stichprobenraum
v C Q ansehen, d.h., zur Berechnung der Ubergangsw’keiten P(s|v)
kénnen wir ein (in der Regel einfacher zu beschreibendes Einzelex-
periment) v benutzen.

Die Durchfiihrungen des Gesamtexperiments (Hintereinanderschaltung
von n Teilexperimenten) sind die von der Wurzel des W’keitsbaums ausge-
henden Pfade. Der Pfad (2,v1,v9,...,vn—1,vy) lber die Kanten (2, v1),
(v1,v2), ..., (Un—1,v,) hat die Interpretation:

,Das auf dem Stichprobenraum () durchgefiihrte erste Einzelex-
periment liefert das Ergebnis v1 C 2. Das dann auf dem Stich-
probenraum vy durchgefiihrte zweite Einzelxperiment liefert das
Ergebnis vo C v1 C Q. Usw.“
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In der Interpretation der Knoten des W'keitsbaums als Ereignisse im Gesamtex-
periment gelten fiir jeden Pfad (2, vy, va,. .., v,) von der Wurzel Q zum Knoten
v, die Inklusionen

VUp CUp1 C - Cwvp CCQ,

also
VUp = Up NUp_1 =Vp N VUp—1MNUp_9g="-"=0, N VUp_1MN---MNuv1.
Damit berechnet sich nach Satz 1.29 die W’keit des Ereignisses v, C {2 durch

P(vy) =Py Nup—1N...Nwp) =

P(vy) -P(ve|v1) - P(vglvaNoy) - ... P(og|vp—1N---Nwyp),
N—— — ——
=P(v1|Q) =v2 =Up_1

also:
P(v,) = P(v1|Q) P(va]vy) P(vs|va) -+ P(vp|vp—1).
——

=P(v1)

Die Berechnung der W’keiten P(v,) geschieht also rein iiber die Uber-
gangsw’keiten aller Kanten langs des Pfads von €2 nach v,,. Dies ergibt die erste
,Pfadregel“:

Satz 1.43: (Pfadregel 1)

Die W’keit eines Knoten in einem W’keitsbaum, der den Modellierungs-
regeln 1.42 gentigt, ist das Produkt aller Ubergangsw’keiten der Kanten
des Pfades, der von der Wurzel zu dem Knoten fiihrt.

Die Erleichterung in der Modellierung von W’keitsexperimenten ist, dass die
W-keit eines Ereignisses im Gesamtexperiment vollstéindig durch die Wkeiten
von Ereignissen in den (einfacher zu beschreibenden) Teilexperimenten bere-
chenbar ist.

Beispiel 1.44: Gabriel und Neumann betrachteten im Quarterly Journal of the Royal | |23.4.07
Meteorological Society, vol. 83, pp 375-380 (1957), folgendes einfache stochastische
Modell fiir das Wetter in Israel in den Wintermonaten Dezember, Januar, Februar:

a) Ist es in einem Monat iiberwiegend trocken (T), so ist der Folgemonat mit der
W'keit 3/4 tiberwiegend trocken und mit der Wkeit 1/4 iiberwiegend nass (N).

b) Ist es in einem Monat nass, so ist der Folgemonat mit der W’keit 1/3 iiberwiegend
trocken und mit der W’keit 2/3 {iberwiegend nass.

Wir haben einen trockenen Dezember. Mit welcher Wkeit ist das Wetter im Februar
trocken?
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Der Stichprobenraum sei Q = {(Dez, Jan, Feb); Dez = T; Jan, Feb € {T, N}}. Er be-
schreibt einen trockenen Dezember und die vier unterschiedlichen Wetterkombinationen
fiir Januar und Februar. Wir betrachten den Baum

Q= {(T, Jan, Feb); Jan, Feb € {T,N}}
3/4 1/4

Tjan = {(T,T,Feb); Feb € {T,N}} Njan = {(T,N, Feb); Feb € {T,N}}

31&////”\\\\\114 ;ié/////\\\\\gz3

T, = {(T.T,T)}y Nuy, ={(T.T.N)} T ={(T.N,T)} NZ\={(T,N,N)}

Die eingetragenen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind dabei die vorgegebenen Daten.

Aus der Pfadregel 1 ergeben sich sofort die Wahrscheinlichkeiten fiir die Februar-
Knoten, die die Pfade kodieren:

Hﬂﬂﬂﬂbzzézfg HﬂﬂﬂNm:é.i:%,
PH{(T,N,T)}) = i : % = % P({(T,N,N)}) = i : % = %

Das Ereignis ,der Februar ist trocken“ besteht aus den Ereignissen {(7,7,7T)} und

{(T, N,T)}. Da diese disjunkt sind, sind die Wahrscheinlichkeiten fiir die Vereinigungs-
menge zu addieren:

—~

P(,,der Februar ist trocken*) = P({(T,T,T} U {T,N,T})

= PU(TT.TY) + PUT N, TY) = oo+ 75 = 4o

Bei einem nassen Dezember wiirde sich ergeben:

Q= {(N,Jan, Feb); Jan, Feb € {T,N}}
1/3 2/3

Tjan = {(N,T,Feb); Feb € {T,N}} Njan = {(N,N,Feb); Feb € {T,N}}

3£§////“\\\\314 ;ﬁé////A\\\\EZS

T, = {(N,T,T)} Ny ={(N,T,N)} T ={(N,N.T)} N\ ={(N,N,N)}

Hiermit folgt

PH{(N,T,T)}) =

P{(N,N,T)}) =
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und somit:
P(,der Februar ist trocken“) = P({(N,T,T} U{N,N,T})

=PWNﬂJ®+waMTD:i g:%'

Beispiel 1.45: Aus der Urne ] SAVE OUR SOULS ‘ (= ] AELOORSSSUUV ‘)
werden ohne Zuriicklegen drei Buchstaben gezogen. Mit welcher W’keit bilden diese
Buchstaben in der gezogenen Reihenfolge das Wort SOS?

Wir betrachten als Einzelexperimente die drei einzelnen Ziige. Der entsprechende
W’keitsbaum ist:

| AELOORSSSUUV |

/

3/12
’ AELOORSSUUV ‘S yerster gezogener Buchstabe kein S¢

/

2/11
] AELORSSUUV ‘ SO ,zweiter gezogener Buchstabe kein O

/

2/10
] AELORSUUV ‘ SOS ndritter gezogener Buchstabe kein S*

Die Ubergangsw’keiten ergeben sich dabei leicht folgendermaBen aus den Einzelexperi-
menten:

Zug 1: Die Wahrscheinlichkeit ist 3/12, aus einer Urne mit 12 Buchstaben, von denen
3 ein S sind, ein S zu ziehen.

Zug 2: Die Wahrscheinlichkeit ist 2/11, aus einer Urne mit 11 Buchstaben, von denen
2 ein O sind, ein O zu ziehen.

Zug 3: Die Wahrscheinlichkeit ist 2/10, aus einer Urne mit 10 Buchstaben, von denen
2 ein S sind, ein S zu ziehen.

Als Endergebnis erhilt man iiber die Pfadregel 1:

3 2 2 1
P(,808%) = = . = . = = —_
(-SO08) =35 11 % ~ 10

1.4.2 Allgemeinere Wahrscheinlichkeitsgraphen

Wir verallgemeinern nun das graphisches Konzept des letzten Abschnitts, indem
wir allgemeinere Graphen zulassen, die nicht unbedingt Bdume zu sein brauchen.
Als Motivation betrachten wir zunéichst ein zweistufiges Experiment:
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Q
P(Ul) P(Un)
[]1 c. Un
Ell et E1m1 Enl e Enmn

Das interessierende Ereignis E, dessen W’keit berechnet werden soll, sei die
Vereinigung von mehreren der Ereignisse E;; der unteren Schicht des Baums:

Q
P(Uy) P(Un)
U ... U,
Ell E1m1 Enl Enmn
E

Wir wollen das Ereignis E direkt von den U; anfahren, ohne iiber die ,, Teiler-
gebnisse® Fj;; laufen zu miissen:

Q
P(Uq) P(U,)

U, U,
Ey - E oo Eum,
Wir kénnen nun nicht mehr verlangen, dass ein Ereignis auf nur einem Pfad
von der Wurzel aus erreicht werden kann:

Definition 1.46: (W’keitsgraph)
Ein W’keitsgraph (2, V, K) mit Wurzel ) besteht aus einer Knoten-
menge V = {Q, Fy, Es,...} und einer Kantenmenge K C V x V =
{(v,s); v,s € V}, so dass zu jedem s € V\{Q} mindestens eine und
maximal endlich viele Kantenfolgen ki, ko, ...,k € K der Form
kil = (Q,’Ul), ey kil = (Uifl,vi), cey kk = (’Uk_l, S)
existiert (Pfade von der Wurzel §) nach s).
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Die Bedingung ,,maximal endlich viele“ Pfade von €2 nach s impliziert, dass es
keine Zyklen (geschlossene Wege) von einem Punkt s zuriick zu sich selbst geben
darf. Wire ein solcher Zyklus vorhanden, konnte man auf beliebig vielen Pfa-
de von €2 nach s laufen, indem man unterwegs den Zyklus beliebig oft durchléuft.

Beispiel eines W'keitsgraphen:

Hier die Modellierungsanleitung zur Darstellung eines aus der Hintereinan-
derausfithrung von Teilexperimenten zusammengesetzten Gesamtexperiments:

Modellierungsregeln 1.47:
a) Q ist der Stichprobenraum des Gesamtexperiments.
b) Alle weiteren Knoten sind Ereignisse des Gesamtexperiments, also
Teilmengen von 2.
c) Eine Kante von einem Knoten v (,,Vater”) zum Knoten s (,,Sohn“)
wird als Durchfiihrung eines Einzelexperiments interpretiert, das auf

dem Stichprobenraum v C Q) ausgefiihrt wird und das Ergebnis (Er-
eignis) s C § liefert:

’Ein Sohn ist dabei Teilmenge der Vereinigung aller seiner Viter. ‘

d) Die Kanten werden gewichtet mit den Ubergangsw’keiten

P(sNw)

P(sle) = ~pr™

wobei P das W’keitsmaf3 auf dem Stichprobenraum € des Gesamt-
experiments ist.

e) Wir setzen weiterhin voraus:

’ Viter mit einem gemeinsamen Sohn sind disjunkt.
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Hierbei ist 1.47.c) die Verallgemeinerung der Modellierungsregel 1.42.c) (,,Jeder
Sohn ist Teilmenge seines Vaters“) fiir Baume. Beim Punkt d) ist zu beachten,
dass wir (bei Sohnen mit mehreren Vitern) nicht mehr die Inklusion s C v
haben, also nicht P(s Nwv) zu P(s) vereinfachen kénnen. Regel 1.47.e) ist neu
hinzugekommen (fiir Baume, wo jeder Sohn nur genau einen Vater besitzt, ist
dieser Punkt inhaltslos).

Die Regeln ¢) und e) implizieren gewisse Einschrinkungen an die Graphen bzw.
an die Ubergangsw’keiten. Beispielsweise kann es keine ,, Dreiecksbeziehungen®
im Graphen geben (ein Sohn eines Vaters kann nicht gleichzeitig ein Enkel dieses
Vaters sein):

V1
\
S

Im obigen Beispiel miissen v; und vy als gemeinsame Véter von s disjunkte
Teilmengen von 2 sein. Die Ubergangsw’keit ldngs der Kante von v; nach vy
wére damit

P (Ul N UQ) P (@)
P ey = ey O
)= 0y T Pl
Die Kante (v1,v2) ist damit iiberfliisssig und kann entfallen (man kann sie
natiirlich auch formal mit der Ubergangsw’keit 0 stehen lassen).

Definition 1.48: (Pfadw’keit)

Fiir einen Pfad (2,v1,v9,...,v,) von der Wurzel zu einem Knoten defi-
nieren wir die Pfadw’keit:

Pu,,...vn) = P(v1) - P(vz|v1) - P(vs|vz) - ... - P(vg|vn-1)

als das Produkt der Ubergangsw’keiten lings der Kanten des Pfades.

Bemerkung 1.49: Liegen auf einem Pfad (Q,v1,...,v,) nur Knoten, die nur
jeweils einen Vater haben, so gelten wie bei Bdumen die Inklusionen

Up CUp1 C - Cup CK

und damit
P(Q,U17-~-7Un) =PvyNuaN---Nwy) = P(oy).

Hat aber mindestens einer der Knoten im Pfad mehrere Viter, so gilt diese
Interpretation der Pfadw’keit nicht mehr! Es gilt weder P, v,) = P(vn)
noch Py, v, = PvrNva N Nwy).
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Satz 1.50: (Pfadregel 2)

In einem W’keitsgraphen, der den Modellierungsregeln 1.47 geniigt, gilt
fiir jeden Knoten v:

Py= > Ppaa;

Pfade Pfade(v)

wobei Pfade(v) die Menge aller Pfade von € nach v ist und Ppgg die
Pfadw’keit nach Definition 1.48.

Beweis: Induktion nach der Liange der Pfade.

Induktionsstart: Fiir einen direkt an der Wurzel €2 hingenden Knoten v kann
es neben 2 keinen weiteren Vater geben, denn dieser miisste wegen 1.47.e) dis-
junkt von Q sein. Die Kante (©,v) (mit der Ubergangsw’keit (P(v)) ist damit
der einzige Pfad von € nach v und liefert die korrekte Wkeit P(v).

Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir alle Knoten, die von € aus mit
einem Pfade der Linge < n erreichbar sind. Sei nun s ein Knoten, der iiber
einen Pfad der maximalen Lange n + 1 von 2 aus erreichbar ist. Seien die Kno-
ten vy, ..., v die Viter von s:

V1 V2 e Vi
Pl
S

Gemif der Regel 1.47.e) sind die Ereignisse vy,...,v; disjunkt und {iiber-
decken gemafl Regel 1.47.c) das Ereignis s. Damit ist der Satz von der totalen
W'keit 1.31 anwendbar, es gilt:

k

P(s) =Y _ P(s|vi) P(uy).

i=1

Da die Viter v; alle iber Pfade der maximalen Lénge n mit der Wurzel verbun-
den sind, gilt nach Induktionsvoraussetzung

Pw)= > Pepa,
PfadePfade(v;)

also

k

k
P(s)=> P(slvi): Y Peraa=»_ Y P(s|vi) Pppaa

=1 PfadePfade(v;) i=1 PfadePfade(v;)

Fiir jeden Pfad in Pfade(v;) ist das Produkt P(s|v;) - Ppfaq die Pfadw’keit
des erweiterterten Pfades, der von € iiber v; nach s fithrt. Da jeder der Pfade
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von €2 nach s iiber einen der Viter v; fiihrt, erstreckt sich die Doppelsumme
>_i D_PfadePfade(v;) i der Tat Giber alle Pfade von £ nach s, womit die Pfadregel 2

fiir den Knoten s bewiesen ist.
Q.E.D.

Beispiel 1.51: Wir betrachten erneut das Wetter in Israel nach Beispiel 1.44. Wir
benutzen wieder das schon vorher verwendete Modell

Q = {(Dez, Jan, Feb); Dez = T; Jan, Feb € {T,N}} = ,Dez = T¢,
betrachten aber nun die Ereignisse

JJan=T¢ = {(T,T,Feb); Febe {T,N}},
sJan = N“ = {(T,N, Feb);Febe {T,N}},
sFeb =T¢ = {(T,Jan,T);Jan € {T,N}},
JFeb =N¢ = {(T,Jan,N);Jan € {T,N}}

im folgenden Graphen:

Dez =T
3/4 1/4
Jan =T Jan = N
3/4 | 1/4 1/3 | 9/3
Feb=T Feb = N

Dieser Graph erfiillt in der Tat die Modellierungsregeln 1.47. Die W'keit fiir einen
trockenen Februar ergibt sich {iber die Pfadregel 2 unmittelbar zu

3 3 31

o 11

P(,Feb =T =27+ 7 3= 2
als Summe der Pfadw’keiten der beiden Pfade (Dez = T, Jan = T, Feb = T) und (Dez
=T, Jan = N, Feb = T). Man beachte, dass sich der W’keitsgraph hier gegeniiber dem
in Beispiel 1.44 verwendeten W’keitsbaum deutlich vereinfacht hat.

1.5 Unabhingigkeit von Ereignissen

Nun kommt die Formalisierung eines ganz zentralen Begriffs: Unabhéngigkeit.

1.5.1 Definition

Intuitiv sind zwei Ereignisse A, B voneinander unabhéngig, wenn das Eintreten
von A keinerlei Informationen iiber B liefert, d.h., wenn P(B|A) = P(B) gilt,
also P(ANB)/P(A) = P(B), also P(AN B) = P(A) P(B):
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Definition 1.52: (Unabhéngigkeit von Ereignissen)

Zwei Ereignisse A, B € £ in einem Modell (2, &, P) heien unabhingig,
wenn gilt

P(ANB)=P(A) - P(B),
also P(B|A) = P(B) bzw. P(A|B) = P(A).

Die Definition ist offensichtlich symmetrisch, wie es intuitiv auch sein sollte: A
ist genau dann unabhéingig von B, wenn B unabhéngig von A ist. Daher spricht
man von der Unabhéngigkeit eines Paares A, B.

Beispiel 1.53: Ich werfe 2 mal mit einem fairen Wiirfel.

a) Sind die Ereignisse A = ich habe im ersten Wurf eine 6“ und B; = ,ich habe
im zweiten Wurf eine 4“ unabhéngig?

b) Sind die Ereignisse A = ,ich habe im ersten Wurf eine 6“ und By = ,,meine
Augensumme ist 10“ unabhéingig?

Loésung: Seien

Q= ,alle Warfkombinationen* = {(1,1),...,(6,6)},

A = im ersten Wurf eine 6“ = {(6,1),(6,2),...,(6,6)},
By = ,im zweiten Wurf eine 4¢ = {(1,4),(2,4)...,(6,4)} ,
B; = ,Augensumme ist 10 = {(4,6),(5,5),(6,4)} .

a) Mit |Q| = 36, P(A) = |A|/|Q| = 6/36 = 1/6, P(By) = | B1|/|Q| = 6/36 = 1/6 und

ANB ={(6,4)) = PANB)= |A|?f1| = o5 =5 = =P(4) P(B)
sind A und B; unabhéngig (was intitutiv klar war).
b) Mit P(B3) = |Bs|/|Q| = 3/36 = 1/12 und
_JANB| 1 1

ANBy ={(6,4)} = P(ANB,) 357 PA) P(B2) = —

Q] 36 72
sind A und By nicht unabhéngig. Intuitiv: die Chance, eine hohe Augensumme zu

erhalten, hat sich durch die Tatsache erhoht (hier: verdoppelt), dass schon der erste
Waurf ein hohes Ergebnis brachte.

Aus technischen Griinden brauchen wir noch den Begriff der Unabéngigkeit von
mehr als zwei Ereignissen, der spéter in die Definition der Unabhéngigkeit von
Zufallsvariablen eingeht:
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Definition 1.54: (Technische Definition: Unabhéngigkeit von Ereignisfamilien)

Sei A = {A;; i € I} C € eine Familie von Ereignissen (I eine beliebige Index-
menge) in einem Modell (22, &, P).

a) Ein Ereignis B € £ heifit unabhiingig von der Familie A, wenn B un-
abhéngig von jedem Schnitt A; N---N A;, beliebig ausgewédhlter endlich
vieler verschiedener Elemente dieser Familie ist:

P(BNA;,N---NA;,)=P(B)-P(A, N NA,) .

b) Die Familie A selbst heiffit unabhingig, wenn jedes Ereignis A; € A
unabhingig von der Restfamilie A \ {A;} ist. Dies ist der Fall, wenn
fiir jede beliebige Auswahl von endlich vielen verschiedenen Elementen
Ay Ay, € Agilt:

Bemerkung 1.55: (Warnung) Ist B unabhéngig von jedem A; € A, so ist B
damit nicht automatisch unabhéngig von der Familie A. Entsprechend ist eine

Familie A nicht notwendigerweise unabhéngig, wenn jedes Paar A;, A; € A (mit
i # j) unabhéngig ist. Gegenbeispiel:

Q' =1{1,2,3,4} mit dem Zdhlmaf, A; = {1,3}, As ={2,3}, A3 ={3,4}.

Es gilt die paarweise Unabhéngigkeit der Ereignisse in A = {Aj, Ag, As}:

P(AL N Ag) = i — P(A) P(As) , P(A N Ag) — i — P(A)) P(As) |

P(Ay N Ag) = i — P(As) P(A43) |

aber
P41 4> A5) = P({3)) = | # P(A1) P(42) P(43) = ¢

Merke (Zusammenfassung) 1.56:

Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A, B wird modelliert durch

P(,sowohl A als auch B treten ein“) = P(AN B) = P(A) - P(B).
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1.5.2 Modellierung unabhingiger Experimente: Produktmo-
delle

Ein typisches Beispiel fiir unabhéngige Ereignisse ist die ,,unabhéngige Wieder-
holung eines Experiments“ (mehrere Male wiirfeln, mehrere Roulette-Versuche
etc). Wie baut man sich systematisch ein Modell fiir unabhingige Durchfithrun-
gen einzelner Zufallsexperimente?

Wir haben schon mehrfach in den Beispielen unabhéngige Wiederholungen von
Wiirfelexperimenten, Miinzwiirfen etc. durch Modelle der Form

Q = {(erstes Ergebnis, zweites Ergebnis,...)}

behandelt. Dies war mehr intuitiv. Die Tatsache, dass Unabhingigkeit in der
Tat durch geordnete Tupel von Einzelexperimenten beschrieben werden kann,
soll nun formalisiert werden. Zur Erinnerung: das kartesische Produkt zweier
Mengen M, M, ist die Menge aller geordneten Tupel

M1 X M2 = {(ml,mg); miq € Ml, mo € MQ} .
Im Sinne von Definition 1.14 wird ein W’keitsmaf} fiir ein diskretes Produktmo-
dell festgelegt:

Definition 1.57: (Produktmodelle? )

Seien (Q1,&1,P1),...,(Qn,En, Pp) diskrete Modelle (,Einzelexperimen-
te“). Das Produktmodell ist das diskrete Modell (2, &, P) mit

a) Q=Q; x--- xQ ={(w1,...,wp); w1 €5 ... ; wp €A}
b) &€ =P () = Potenzmenge von (2.
c¢) Fiir die Elementarereignisse w = (w1, . ..,wy) € Q wird definiert:
P({(w,...,wn)}) = Pi{wi}) - ... - Pa({wn})
———

w

(das ,Produktw’keitsmaf3“). Hiermit wird fiir beliebige Ereignisse
E C Q definiert:

P(E)= Y P({w}).

weE

?Da die Einzelexperimente hier als diskret vorausgesetzt sind (also: die §2; sind abzéhlbar
und & = P(Q;)), ist der Produktraum wieder diskret. Man kann auch Produkte allgemeiner
(nicht notwendigerweise diskreter) Einzelexperimente (£2;,&;, P;) definieren, was aber etwas
technischer ist. Dann setzt man z.B.

E= dievon {E1 X -+ X Ey; E1 €&,...,E, € E,} erzeugte Sigma-Algebra.

Hierbei wird von einem Mengensystem eine Sigma-Algebra dadurch erzeugt, dass man zum
Mengensystem alle Komplemente und abzéhlbaren Vereinigungen hinzunimmt, dann wiederum
alle Komplemente und abzihlbaren Vereinigungen hinzunimmt, usw.
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2.5.07] | Interpretation und Folgerungen 1.58:

Die Elementarereignisse (w1, .. .,wy) sind folgendermafien zu interpretie-
ren: Das Experiment (21, &1, Py) wird durchgefiihrt und liefert den Wert
w1. Unabhéngig davon wird das Experiment (22, E2, Py) durchgefiihrt und
liefert den Wert ws. Usw.

Das Ereignis E = ,im i-ten Schritt tritt das Ereignis E; C §; ein“ (und es
ist egal, was in den anderen Schritten passiert) ist dann als das Ereignis

Ele><---><Qi,1xEZ-inHx---xQnCQ

innerhalb des Gesamtexperiments zu interpretieren. Es gilt

P(E): Z Z Z Pl(wl)-...-Pj(w]')‘--~‘Pn(wn)

w1 EN wi€FE; wn €N

= (X Aenh) - (X BUwd) - (D Pallwnd) = BB

w1 €€ wi€E; wn€Qn
Py (Q)=1 —Py(E;) Po(Q0)=1
Mit einem weiteren Ereignis E = ,im j-ten Schritt tritt das Ereignis
E; C 2 ein“

EzﬂlX---XQ]',1XE]‘XQJ’+1X-"XQ”CQ

folgt dann
BN — QlX"'XEiX"‘i(~jX"‘XQn fiir i # j
le---x(E,-ﬂ j)x---xQn firi=j
und
(> Adwd) (X AUw)) firi#;
- w;EE; w.EE:
P(ENE) = 1€E
> P({w}) fiir i = j
WEENE;

Py(E;) Pj(E;) fiiri #j P(E) P(E) fiiri#j,
Resultat: zwei Ereignisse E und E sind automatisch unabhéngig, wenn
sie Ereignisse in unterschiedlichen Einzelexperimenten beschreiben. Das

Produktmodell modelliert damit in der Tat unabhingige Ausfithrungen
von Einzelexperimenten.
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Bemerkung 1.59: Eine n-fache unabhingige Wiederholung eines Experiments
(Q1, &1, Py) ist der Spezialfall (01,1, Py) = -+ = (Qn, En, Pr).

Beispiel 1.60: Eine manipulierte Miinze ) = {K, Z} mit P(K) = 0.6, P(Z) = 0.4
wird 3 mal geworfen. Mit welcher Wkeit wird hoéchstens 1 mal Kopf geworfen?

Losung:
Q= {(w1,we,ws); w; € {K,Z}},
E={(K,2.2),(2.K.2),(2,2.K),(Z, 2. Z)}.

Die Elementarw’keiten der Elemente in E sind:

P{(Z,2,2)} =04-04-04 .

Damit folgt:
P(E)=3-06-04-04 + 04-04-04=0.352.

Bemerkung 1.61: Ein Produktmodell 2 = Q1 x Qg X - - X Q,, kann natiirlich
auch dann verwendet werden, wenn die Einzelexperimente )y, ..., €), nicht un-
abhéngig sind. Allerdings ist das Produktmodell dann nicht mit dem Produkt-
Wkeitsmalfl

P(E1 X oo X En) = Pl(El) R Pn(En)

mit Finzelereignissen F; C §); auszustatten.

Eine sehr einfache, in Anwendungen aber sehr wichtige Situation ist das
Bernoulli-Experiment bzw. unabhéingige Wiederholungen eines solchen Expe-
riments:

Definition 1.62:

Ein ,Bernoulli-Experiment* ist ein diskretes Experiment (= Modell)
mit nur 2 méglichen Ausgéngen 1 (,,Erfolg“) und 0 (,,Misserfolg*). Meist
werden die Elementarw’keiten mit p (,,Erfolgsw’keit*) und ¢ = 1 —p
(,Misserfolgsw’keit*) bezeichnet:

Q={0,1}, P{1})=p, P{0})=g=1-p.

In praktischen Aufgaben tauchen oft unabhéingige Wiederholungen von
Bernoulli-Experimenten auf:
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Satz 1.63: (Erfolgsw’keiten in wiederholten Bernoulli-Experimenten)

Ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgsw’keit p wird n mal wiederholt. Die
Wkeit, dabei insgesamt genau k mal Erfolg zu haben (k € {0,1,...,n}),
betragt

P(,,genau k Erfo]ge“) = (Z) pk qnfk )

Beweis: Benutze den Stichprobenraum

Q={(w1,...,wn); wi €{0,1}}

(ein Produktmodell) zur Modellierung der n unabhéngigen Wiederholungen. Je-
des Elementarereignis (w1, .. .,w,) mit genau k Erfolgen hat die W’keit p* ¢"—*
(dies ist die Unabhéngigkeit). Ein solches Elementarereignis unterscheidet je-
doch die Reihenfolgen, in denen die Erfolge und Misserfolge auftreten. Gefragt
ist nach dem Ereignis

n
»genau k Erfolge” = {(wl, ce,Wh); Zwi = k} ,
i=1

in dem die Reihenfolge der Erfolge nicht eingeht. Nach Hilfssatz 1.9.b) gibt
es (Z) verschiedene Reihenfolgen mit genau k& Erfolgen und n — k Misserfolgen.
Damit ist die W’keit fiir genau k Erfolge ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

(i) P" ™"
Q.E.D.

Bezeichnung 1.64:
Die Abbildung

ke{0,1,...,n} — P(,genau k Erfolge®) = <Z> pk gk

heit Binomialverteilung zu den gegebenen Parametern n (Anzahl der
Wiederholungen) und p (Erfolgsw’keit).

Beispiel 1.65: Zuriick zur manipulierten Miinze mit P(K) =p=10.6, P(Z) =¢=10.4
aus Beispiel 1.60. Ein Miinzwurf kann als Bernoulli-Experiment aufgefasst werden. Bei
n Wiirfen ist die W’keit, hochsten 1 mal ,Kopf“ (= ,Erfolg“) zu werfen, gegeben durch

P(,hochstens 1 Erfolg) = P(,genau 0 Erfolge* U ,genau 1 Erfolg®)

—~
*
~

P(,genau 0 Erfolge“) + P(,genau 1 Erfolg®)

n 0 n n 1 n—1
(5) e+ (1) ota

= q¢"+npg"t.
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Hierbei wird in (x) die Additivitdt von W’keiten bei disjunkten Ereignissen benutzt
(Folgerung 1.6.a). Fiir n = 3 ergibt sich (vergleiche mit Beispiel 1.60):

P(,,hochstens 1 Erfolg“) = 0.4% +3 - 0.6 - 0.4*> = 0.352 .

Merke (Zusammenfassung) 1.66:

Ein Produktmodell bietet sich in Situationen an, in denen das Gesamt-
experiment aus mehreren Einzelexperimenten besteht, die unabhingig
voneinander durchgefiihrt werden. Es besteht aus geordneten Tupeln der
Ergebnisse der Einzelexperimente, das W’keitsmaf ist auf den Elementa-
rereignissen durch

P({(w1,..,wn)}) = P({wr}) - P({wa}) - .. - P({wn})

gegeben, was die Unabhéngigkeit der FEinzelexperimente wiederspiegelt.
In diesem Modell sind Ereignisse automatisch unabhéngig, wenn sie sich
auf unterschiedliche Teilexperimente beziehen.

1.6 Einige Beispiele

In diesem Abschnitt werden einige etwas komplexere Beispiele diskutiert, in
denen die meisten der bisherigen Begriffsbildungen und Aussagen zum Einsatz
kommen:

Beispiel 1.67: (Verkniipfung mehrerer Experimente) Man hat 2 Miinzen, eine faire
(P(K) = P(Z) = 1/2) und eine manipulierte (P(K) = 0.3, P(Z) = 0.7), die man
allerdings nicht unterscheiden kann. Man nimmt eine und méchte herausbekommen, ob
es die manipulierte ist. Man wirft sie hierzu n mal und hat k mal ,,Zahl“. Mit welcher
W'keit handelt es sich um die manipulierte Miinze? (Die Idee ist: wenn bei n Wiirfen
etwa n/2 mal ,Zahl“ eintritt, so diirfte es sich wohl um die faire Miinzen handeln. Wird
hingegen etwa 0.7 - n mal ,,Zahl“ beobachtet, so ist die W’keit grof, dass es sich um die
manipulierte Miinze handelt.)

Losung: Zerlege das Experiment des n-fachen Miinzwurfs in das Ursachensystem F'
= ,,die Miinze ist fair* und U = ,,die Miinze ist unfair®. Eine der beiden Miinzen wird
in einem ersten Bernoulli-Experiment mit der W’keit 1/2 gezogen:

Q=FUU, P(F):P(U):%.

Fiir gegebenes F' bzw. U betrachten wir den einfachen Miinzwurf jeweils als Bernoulli-
Experiment mit den Erfolgsw’keiten P(Z) = P(K) = 1/2 bzw. p = P(Z) = 0.7,
g = P(K) = 0.3. Sei beim n-fachen Wurf E} das Ereignis ,es wird k mal ,Zahl*
geworfen“. Mit Satz 1.63 gilt:

e = () () @)= () & s = (e
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Nach Bayes 1.34 gilt:

B P(E,|U)P(U) _ 1
PULED) = 5570 P + P(E: [F) PF) |4 BB F) P(F)
P(E,|U) P(U)
= 12 12 . 1
Y ke 12 (2p)* (2q)"F

Fiir p=0.7, ¢ = 0.3, n = 1000 ergeben sich beispielsweise folgende Werte. Mit Bemer-
kung 1.36 gilt P(F | Ey) =1— P(U | Ey):

k ‘ 596 598 600 602 603 604 606 608
P(U|Ey) | 0.00291.. 0.0156.. 0.0796.. 0.320.. 0.523.. 0.719.. 0.939.. 0.987..
P(F|E) | 0.997.. 0.984.. 0.920.. 0.679.. 0.476.. 0.208.. 0.0668.. 0.0129..

Also: wird 600 mal ,,Zahl“ geworfen, handelt es sich mit groler W’keit um die faire
Miinze. Ab 603 mal ,,Zahl* ist es wahrscheinlicher, dass es sich um die manipulierte
Miinze handelt. Ab 606 mal ,,Zahl* kann man fast sicher davon ausgehen, dass es sich um
die manipulierte Miinze handelt. Bayes liefert damit ein extrem scharfes Kriterium, auf
ymanipuliert“ versus ,fair“ schliefen zu konnen. (Die extreme Schirfe liegt in diesem
Beispiel daran, dass wir die Miinzen sehr genau kennen: fiir die unfaire Miinze ist
P(K) =0.7, P(Z) = 0.3 bekannt).

Beispiel 1.68: Ein System besteht aus 4 Komponenten vom Typ A und 16 Kompo-
nenten vom Typ B.

Typ A ist unzuverldssig: eine Komponente fillt mit der W’keit 0.1 pro Arbeitszyklus
aus. Typ B ist zuverliissiger: eine Komponente fillt mit der W’keit 0.01 pro Arbeitszy-
klus aus.

Das System fillt sicher aus, wenn mindestens 2 Teile vom Typ A ausfallen oder minde-
stens 1 Teil vom Typ B ausfillt. Wenn genau 1 Teil vom Typ A ausfillt und kein Teil
vom Typ B ausfillt, so fillt das Gesamtsystem mit der Wkeit 1/2 aus.

a) Mit welcher Wkeit fillt das Gesamtsystem in einem Arbeitszyklus aus?

b) Ich will das Gesamtsystem sicherer machen. Ist es sinnvoller, Typ A oder Typ B
zu verbessern, oder miissen beide Typen verbessert werden?

Losung: Der Stichprobenraum fiir einen Arbeitszyklus sei

Q = A1X"'><A4><B1><---><B16

= {(al, ceyag, by, blﬁ); ai,...,big € {defekt,ok}} ,
wobei Aq, ..., Big jeweils Bernoulli-Experimente sind mit

pa = Py, (defekt) = 0.1,
pp = Pp,(defekt) = 0.01 ,

qA = PAi(Ok) =0.9 5
qB = PBL(Ok) =0.99.

Frage a): Mit welcher Wkeit fillt das Gesamtsystem in einem Arbeitszyklus aus?
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Bilde zunichst ein disjunktes System von Ursachen fiir das Ereignis £ = ,,das Gesamt-
system fallt aus“:

Uy : kein B fillt aus, kein A fillt aus®,
Uy : ,kein B fillt aus, genau ein A fillt aus®,
Us: ,kein B fallt aus, mindestens zwei A fallen aus“,
U, : ,mindestens ein B fillt aus®.
Das Kriterium fiir die Wahl dieser Zerlegung ist:
i) alle U; miissen disjunkt sein,
ii) alle Ausfallméglichkeiten miissen abgedeckt sein: E C U;U;,
iii) wir miissen P(E |U;) kennen,
iv) P(U;) sollte ohne allzu grofien kombinatorischen Aufwand berechenbar sein.
Die obige Zerlegung erfiillt diese Kriterien:

i): Ist offensichtlich erfiillt.
ii): Es gilt sogar U;U; = .
iii):
1
PE|U) =0, P(E|Uz) =5, P(E|Us)=1, P(E|Us) =1,

Fragen wir nach der W’keit des Ausfalls des Gesamtsystems, so gilt nach der Formel
der totalen W’keit 1.31:

P(B)= " P(E|U) - PWU) = 3 - PU:) + PUS) + P(US) . (#)

iv) Es verbleibt, P(Us), P(Us), P(Uy) zu bestimmen. Dies ist nicht schwierig, da es sich
um unabhingige Wiederholungen von 2 verschiedenen Bernoulli-Experimenten A; =
---= Ay, By = -+ = Byg handelt. Betrachten wir zunéchst die beiden Typen getrennt.
Mit Satz 1.63 gilt:

4
P(,kein A defekt®) = <0> PAGA = ¢4
4
P(,genau ein A defekt*) = <1> Ppadh =4padi

P(,mindestens zwei A defekt“) =1 — P(,kein A defekt“) — P(,genau ein A defekt“)
=1—q4 —4padi

1
P(,kein B defekt*) = (06> PRaE =4p

P(,mindestens ein B defekt“) =1 — P(,kein B defekt*) =1 — ¢i9 .

Da die A- und B-Teile unabhingig voneinander ausfallen kénnen, werden die Bernoulli-
Experimentwiederholungen fiir den Ausfall der A- und B-Teile unabhéngig durch-
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gefithrt. Damit gilt

P(Uy) = P(,kein B defekt, genau ein A defekt*)
= P(,kein B defekt) P(genau ein A defekt*)
= q1136 4pa qi ~ 0.2483 ,

P(Us) = P(,kein B defekt, mindestens zwei A defekt*)
= P(,kein B defekt*) P(,,mindestens zwei A defekt®)
= qf (1—q4 —4paq}) ~ 0.04453,

P(Uy) = P(,mindestens ein B defekt*) =1 — ¢ ~ 0.1485 .

Mit Gleichung (#) folgt die Ausfallw’keit des Gesamtsystems:

1
P(E) = §QB4PAQA +q (1—qh —4pagd) +1—qff

= 1-qiqy —2padiay
Fiir pa = 0.1, g4 = 0.9, pp = 0.01, ¢ = 0.99 ergibt sich der konkrete Wert
P(E)=0.3172.. .

Frage b): Ich will das Gesamtsystem sicherer machen. Ist es sinnvoller, Typ A oder
Typ B zu verbessern, oder miissen beide Typen verbessert werden?

Wir berechnen die W’keiten der Ereignisse

Ua = ,,mindestens ein A-Teil fillt aus, kein B-Teil fillt aus”,
Up = ,mindestens ein B-Teil fillt aus, kein A-Teil fillt aus*,
Uap = ,mindestens ein A-Teil fillt aus und mindestes ein B-Teil fillt aus“

unter dem vorgegebenen Ereignis £ = ,,das Gesamtsystem ist ausgefallen®“. Dann in-
terpretieren wir

P(Ua| E) = P(,nur die A-Teile waren Schuld am Ausfall®),
P(Up| E) = P(,nur die B-Teile waren Schuld am Ausfall®),
P(Uap| E) = P(,,sowohl A- als auch B-Teile waren Schuld am Ausfall®).

Hierbei bilden Ua,Upg,Uap ein neues disjunktes Ursachensystem fiir das Ereignis F.
In Analogie zu den Rechnungen in a) folgt:
P(Us) = P(,mindestens ein A defekt“) P(,kein B defekt*)
- (1 — P(,kein A defekt“)) P(,kein B defekt*)
(1—q%) qf =~ 0.2928 ,

P(Up) = P(,mindestens ein B defekt“) P(,kein A defekt*)
=(1- P(,kein B defekt“)) P(,kein A defekt®)
=(1-q'¥) ¢ ~ 0.09746

P( 7,mmdestens ein B defekt“) P(,,mindestens ein A defekt*))
- ( (,kein B defekt“)) ( — P(,kein A defekt“))
- ) (1—¢%) ~ 0.05108 .
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Wir benutzen den Satz von Bayes 1.34:

P(E|U;) P(Uy)

Die bedingten Wkeiten P(E |Ug) = P(E |Uap) = 1 sind bekannt (siche Formulierung
der Aufgabe). Damit folgt

1. P(Up)

~0.3072, P(Usp|E)=

Es fehlt noch P(Ua | E). Nach Bemerkung 1.36 gilt
P(U4|E)=1— P(Up|E) — P(Uaz | E) ~ 0.5318 .

Zu Ubungszwecken berechnen wir diesen Wert auch noch anders. Da P(E|U,4) nicht
direkt gegeben ist, konnen wir den Satz von Bayes nicht unmittelbar heranziehen. Zur
Berechnung benutzen wir Uy = Uy U Us mit den Ursachen Us, Us aus a). Es gilt

P(E N (U2 U Ug,))

P(UA|E) = P(UQUU3|E): P(E)
_ P(ENUy)U (ENUs)) (diSjEnkt) P(ENUs) + P(ENUs)
B P(E) N P(E)

— P(U|E)+ P(Us|E) .

Die bedingten W’keiten P(E |Us) = 1/2, P(E |Us) = 1 sind aus der Aufgabenstellung

bekannt. Damit folgt per Bayes

1/2- P(Us)
P(E)

1-P(Us)

, P(Us|E) =

und mit den Werten aus a):

P(UA|E) = P(Uy | E) + P(Us | E) = 1/2- P(Uz) + P(Us)

P(E)
0.5-0.2483 + 0.04453
~ ~ 0.5318 .
0.3172 0.5318
Zusammenfassung:
P(,nur A-Teile waren schuld“) = P({Us|FE) =~ 0.5318,
P(,nur B-Teile waren schuld*) = P{Ugl|E) = 0.3072,
P(,sowohl A- als auch B-Teile waren schuld“) = P(Uasp|E) =~ 0.1610.
~1.0000

Wenn ich es mir nur leisten kann, einen Typ zu verbessern, so sollte dies der Typ A
sein. Dies wird aber keine dramatische Verbesserung erbringen: man muss beide Typen
verbessern, um das Gesamtsystem deutlich sicherer zu machen.




42

KAPITEL 1. GRUNDSTRUKTUREN



Kapitel 2

Zufallsvariablen

Motivation: Oft interessiert man sich nicht fiir den kompletten Stichproben-
raum (den man héufig gar nicht genau kennt), sondern nur fiir Teilaspekte.
Beispiel: Wurf mehrerer Wiirfel. Die genaue Aufteilung der Ergebnisse auf die
einzelnen Wiirfel ist irrelevant, interessant ist nur die Augensumme. Dieser Wert
ist reell und verhilt sich zuféllig. Die Idee ist, statt des Gesamtexperiments (bei
n Wiirfeln)

D={w=(wi,...,wpn); wi€{1,...,6}}

nur den Wert X (w) = Y ' ; w; zu betrachen. Wir betrachten die Menge aller
moglichen Werte B
D=XQ)={n,n+1,...,6n}

als neues (aber nicht mehr kombinatorisches) Zufallsexperiment, fiir das wir die
Elementarw’keiten P(X = r) fir r = n,...,6n durch Abzdhlen bestimmen
koénnen.

In diesem Fall ist Q eine endliche Teilmenge von R (notwendigerweise endlich,
da Q schon endlich war). Wir wollen nun eine allgemeine Theorie aufbauen, in
der wir beliebige Abbildungen X : 2 — R iiber beliebigen Modellen betrachten
und allgemein R mit einem ,,Bild-W’keitsmaf3“ ausstatten, das von den W'keiten
des urspriinglichen Experiments stammt:

Q

|
T T T v
r

P(X =r)=P(X"(r))

Wir haben mit dem Konzept kontinuierlicher W’rdume 1.18 bereits eine M&g-
lichkeit vorgestellt, den speziellen Stichprobenraum R iiber eine W’keitsdichte

43
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p(r) mit einem W’keitsmaf} zu versehen:

P(ri < X <) :/mp(r) dr .

1

Ist Q diskret, so nimmt X nur diskrete Werte an. Leider kénnen wir mit Hilfe
einer Dichte keine W’keiten P(X = r) fiir einzelne Punkte definieren, da ein
Integral iiber ein Intervall der Lange 0 immer 0 ist. Hier hilft ein einfacher Trick:
wir geben die W’keiten statt mit einer Dichte mit der Stammfunktion

Fx(r)=P(-oco< X <) (:/r p(T)dr)

—0o0

der Dichte an. Also: wir versehen den Stichprobenraum R mit einem
W'keitsmaf, indem wir die W’keiten P(—oo < X < r) vorgeben. Damit lassen
sich diskrete Modelle (ohne Dichten) und kontinuierliche Modelle (mit Dichten)
einheitlich behandeln.

2.1 Definitionen

Definition 2.1: (Zufallsvariable)
Sei (2, &, P) ein beliebiges stochastisches Modell.

i) Eine (reelle) Zufallsvariable ist eine Abbildung X : Q — R, fiir
welche die Urbilder aller Intervalle der Form (—oo, ] Ereignisse sind:

X (o0, ) ={weQ; X(w)<r}ek&.
ii) Die Abbildung
r — Fx(r)=P(X ! ((—o0,7])) = P(X <)

heiBt (kumulative) Verteilungsfunktion von X (engl: cumulative
distribution function = CDF)

iii) X heifit diskret, wenn die Bildmenge X () abzéhlbar ist. X heifst
kontinuierlich, wenn Fx(r) nach r differenzierbar ist. Die Ablei-
tung p(r) = F%(r) nennt man die Dichte der Verteilungsfunktion
Fx (engl: probability density function = PDF)

Bemerkung 2.2: Ist das Modell (2, &, P) diskret (speziell, kombinatorisch),
so ist wegen £ = P(f2) = Potenzmenge von ) trivialerweise jede Abbildung
X : Q — R eine Zufallsvariable.
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Beispiel 2.3: Betrachten wir noch einmal Beispiel 1.16: werfe 2 mal mit einem fairen
Wiirfel, betrachte die Augensumme X:

0= {(L 1)’ (172)a ceey (675)7 (636)}a X: (wlaw2) € — w + ws.

Das Bild X (R2) = {2,3,...,12} ist eine diskrete Teilmenge von R. Wir hatten in Bei-
spiel 1.16 bereits einige der Wkeiten p, = P(X = k) = P(X ' ({k})) berechnet, wir
vervollstdndigen hier die Rechnung:

p2 = P(X=2) = P{(LL1)}) = g,
p3 = P(X ) = P({(172)7(271)}) = 3273 = %7
by = P(X:4) = P({(173)7(272)7(371)}) = % = 112»
ps = P(X=5) = P({(174)7(2a37 3 = %7
ps = PX=6) = .. :35—6,
pr = PX=T7) = = &
P8 = DPe = %7
Pos = D5 = %’
Pio = P12 = %7
pun = Pp3 = %7
pi2 = P2 = 35

Offensichtlich gilt fiir beliebiges r € R:

Fx(r)| = P(X<r) = P(XY((~00,7]) = P(X }((~00,7]N{2,3,...,12}))

= Yo PR =] Y P(X=k).
ke{2,...,12} ke{2,...,12}
k<r k<r

Beispielsweise ergibt sich damit fiir jedes —oo < r < 2 derselbe Wert
Fx(r)=P(X <r)=0.
Fiir jedes 2 < r < 3 ergibt sich derselbe Wert

_ 1
Fy(r) = P(X <7) = PXH((2)) = po = o
Fiir jedes 3 < r < 4 ergibt sich derselbe Wert
_ 1 1
Fx(r)=P(X <r)=P(X 1({2a3})):P2+P3 %“FE 'Eh

Usw. Fiir jedes 12 < r < oo ergibt sich derselbe Wert
Fx(r)=P(X <r)=P(X'({2,...,12})) =pa+ -+ pr2a = L.

Ergebnis: Fx (r) ist eine Treppenfunktion, die bei r = —oo mit 0 startet und monoton
bis 1 anwéchst. Die Sprungstellen sind dort, wo X Werte annimmt. Die Sprunghthen
(der Zuwachs, wenn man eine Stelle X = k tiberschreitet) sind jeweils pr, = P(X = k):
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o T FPx-13
} P(X =4)
} P(X =3)
e —
0 > I}PI(X_2) T R‘r
2 3 4 12

Beispiel 2.4: (Vergleiche auch mit Beispiel 1.22) Ein Schiitze schieit auf folgende im
Ursprung des R? zentrierte Zielscheibe vom Radius 3 mit 3 kreisformigen Ringen mit
den Punktzahlen 1, 5, 9:

i

an
5Qy5
o)

<

R2

1

Wir geben vor, dass ein Treffer mit der W’keitsdichte
p(t) =2t et

im Abstand t vom Ursprung landet. Betrachte X = , Abstand des Treffers vom Zen-
trum*“

X:teQ=[0,00) — teR

mit der Verteilungsfunktion

0 fiir r <0, 0 firr <0
Fx(r)=P(X <r) = = { ’

/2te*t2dt fiir 0 < r 1—e " fir0o<r
0

Ergebnis: Die Verteilungsfunktion F'x () ist monoton steigend: sie beginnt bei r = —oo

mit 0, bleibt konstant 0 bis » = 0, dann steigt sie monton in der Form 1 — e~ bis 1
an.
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Beispiel 2.5: Betrachte erneut die Zielscheibe des letzten Beispiels mit den Zufallsva-
riablen X = | Abstand des Treffers vom Zentrum“ und Y = | die geschossene Punkt-

zahl*:
0 fir3<t,

1 fiir2<t<3,
5 firl<t<2,
9 fir0<t<l.

Y:teQ=1000)—

Obwohl das unterliegende Modell © = [0, c0) kontinuierlich ist, ist die Zufallsvariable
diskret. Die Variable nimmt nur 4 mogliche Wert an: Y (2) = {0,1,5,9}. Die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die geschossenen Punktzahlen sind

po=P(Y =0)= PB<X) =[Zpt)dt= [— e—tz}i:o: e~ 0 ~0.000123...,
p=PY=1)=P2<X<3) = [Jpt)dt = [— e*ﬂ:z = et — e ~ 0.01819...,
ps=P(Y =5)=P(l<X<2) = [7p(t)dt = [f e*ﬂ:j = e~ et a0 0.3495...,
po=P(Y =9 =PO<X<1)= [ p(t)dt = [— e—fz}: = 1-e! ~0.632L..

1.0000

Die Verteilungsfunktion von Y ist wieder eine Treppenfunktion:

0 fir r < 0,
Po fur 0 <r <1,
Fy(r)= Ppo + p1 fir 1 <r <5,
po+p1+ps fur 5 <r <9,

Po+pr+ps+pe=1 fur9g<r.

Notation 2.6:

Betrachte eine Zufallsvariable X : 2 — R iiber einem beliebigen Modell
(Q,&, P). Fiir A C R benutzen wir die vereinfachte Notation

P(X €A =P X 1A)=PHweQ; Xw)eA}).
Beispiele:

P(X<r) = P(X€(-o0,r]) = PX Y(~o00,1]),
Piri<X<m) = PXE€(rom]) = PX'(ry,r)).
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Rechenregeln 2.7:

Einige wichtige Rechenregeln in dieser Notation sind:
a) fiir disjunkte Mengen Ay, Ay C R, Ay N Ay =), gilt
P(X € AjUAy) = P(X € A1) + P(X € Ay) .
Z.B., fiir ry <o, [r1,r2] = {r1} U (r1,re] = A1 U Ay:
Prm<X<ry)=PX=r)+P(ri<X<r).

(beachte Folgerung 1.6: die Urbilder X '(A;) und X~1(Ay) sind
wieder disjunkt und es gilt X 1(A;) U X1 (Ay) = X 1(A4; U Ay).)

b) Fiir Ay C As C R gilt die disjunkte Zerlegung Ay = Ay U (A2 \ A1)
und damit
P(Az\ A1) = P(Az) — P(A1) .

Z.B., fiirr <r9, A1 = (—OO,’I”l] C Ay = (—OO,TQ].‘

P(Tl<X§T2):P(X§T2)—P(X§T1).

Folgerung 2.8:
Fiir r1 < ro gilt: ’ P(T1<X§7’2):Fx(7’2)—Fx(7’1) ‘

Also: Wkeiten auf Intervallen (zunédchst nur halboffene Intervalle) sind
aus F'x konstruierbar! In der Tat kann aus Fx ein W’keitsmaf3 auf allen
(,verniinftigen®) Teilmengen in R konstruiert werden.

Der néichste Satz beschreibt einige Eigenschaften, die jede Verteilungsfunktion
iiber einem beliebigen Modell hat:
Satz 2.9: (einige technische Eigenschaften von Verteilungsfunktionen)
1) Es gilt 0 < Fx(r) <1 fiir aller € R.
2) Fx(r) ist monoton wachsend: Fx(r1) < Fx(re) fiir ri <rs.
3) lim Fx(r)=0, lim Fx(r)=1.
r— 00

—00
4) Fx(r) ist rechtsseitig stetig: Fx(r) = lim Fix (r+e).
e>0
5) Fx(r) hat hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen, diese sind
Sprungstellen. An einer Sprungstelle r gilt fiir die Sprunghdhe:

Fx(r) — leiir&FX(r—e) =PX=r).

e>0
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Beweis:

1) Klar, da Fx(r) eine Wkeit ist.

2) Klar, da {w € @ X(w) < r} C {w e W X(w) < ro} fiir r; < ro und
die W’keiten nach Folgerung 1.6.c) monoton wachsen, wenn die Mengen grofier
werden.

3) Betrachte die disjunkten Ereignisse Ey = {w € ©;—00 < X(w) < 0} und
Ei={we®i-1<X(w)<i}firi=1,2,.... Es gilt Fx(n) = P(Uj, Ei) =
>oio P(E;). Fiir unendliche abzéhlbare Vereinigungen disjunkter Ereignisse gilt
mit der ,o-Additivitdt“ in Definition 1.2.iii.2):

P(JE) =) _ PE)= nan;oZP(Ei) = lim Fx(n) .
=0 =0 =0

n—oo
Es gilt ;2 Ei = Q und P(Q?) = 1. Da Fx monoton ist, folgt der Grenzwert
auch fiir beliebiges nichtganzzahliges n € R. Mit einem &hnlichen Argument
zeigt man lim,_,_o Fx(r) = 0, indem man die leere Menge als Schnitt der
Mengen X ~!((—o00,1]) (mit negativem i) darstellt.

4) Sei (r;) eine beliebige streng monoton fallende, gegen r konvergierende Folge.
Es gilt:

X7H((=00,7p]) = X (00, 1)) U U XM ((rig,mi]) -

] R
]

-
x
T2

2
3 W
Ly

Mit der o-Additivitat folgt hieraus

P(X <rp) = P(X <7)+ > P(X ! ((rig1, 1))

Fx(rn) Fx(r)

=n

Fiir jede konvergierende Reihe > ° p; gilt aber lim, .o > oo, pi = 0. Damit
folgt limy,, 00 Fix (1) = Fx (7).

5) Sei (r;) eine beliebige streng monoton steigende, gegen r konvergierende Folge.
Es gilt:

X (=00, 7)) = X ((—o00,m1]) U U X (ri,riga]) -
L R

el s el O 3
. I I . D) >
T9 rs3 Tg -+ T
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Mit der o-Additivitat folgt hieraus

o
P(X <r)=P(X <r)+Y Plri <X <rij1).
' =1

Fx(r1) Fx (rit1)—Fx(ri)
Mit Y .= lim » .. folgt
=1 nee =1
n—1
lim Fx(ri) + Y (Fx(ris) = Fx(n)) = P(X <7),
i=1
Fx (rn)

also lim,, o F'x(r,) = P(X < ). Es folgt die Behauptung, dass die Sprunghshe
einer Unstetigkeitsstelle r die Interpretation P(X = r) hat:
PX=r)=P(X<r)—P(X <r)=Fx(r)— lim Fx(r,) .
n—oo
Es kann hochstens abzéhlbar viele solcher Spriinge geben. Sei dazu S C R die
Menge aller Unstetigkeitspunkte von Fx. Sei

1
Sp = {r eR; Fx(r) — lingFX(r—e) > n} cS
e>0

die Menge aller Unstetigkeitsstellen mit einer Sprunghdhe > 1/n. Wegen der
Monotonie von Fy kann diese Menge maximal n Elemente enthalten, da
Fx(r) €[0,1]. Mit S = S;USaU- - - ist S eine abzihlbare Vereinigung endlicher
Mengen und damit abzahlbar.

Q.E.D.

15.5.07] | Interpretation 2.10:

Anstatt sich die technischen Formulierungen des letzten Satzes einzu-
pragen, diirfte es einfacher sein, sich das folgende Bild zu merken. Der
Satz besagt nur, dass dieses Bild typisch ist:

1-3) Fx ist monoton (aber nicht unbedingt streng monoton) von 0 bis 1
wachsend.

4) Jeder Funktionswert stimmt mit dem Grenzwert von rechts iiberein
(Fx ist ,rechtsseitig stetig”).

5) Der Graph von Fx setzt sich aus Stetigkeitsintervallen und héchstens
abzédhlbar vielen Sprungstellen zusammen.

An Sprungstellen r ist die Sprunghéhe gleich P(X =r).
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14 - - -

Fe(r) 4+ — — — — — —

In Verallgemeinerung von Folgerung 2.8 gilt:
Folgerung 2.11:
a) Fiir ry < ro gilt: ’P(Tl<X§T2):Fx(r2)—Fx(’r1) ‘

b) Fiir r1 < ro gilt: P(ri < X <r9) =Fx(re) — lim Fx(r; —e).

e>0

Beweis: a) war schon in Folgerung 2.8 gezeigt worden. b) folgt mit
P(’r‘l SXSTQ) = P(X:T1)+P(T1 <X§7’2)

aus Teil 5) des Satzes 2.9 und a).
Q.E.D.

Bemerkung 2.12: Fiir eine diskrete Variable X (Q2) = {r1,r,...} zerlegt sich
der Stichprobenraum ) = U, E; in disjunkte Urbilder E; = X ~1({r;}) der Werte,
die X annimmt, z.B.:

X(Q) = {T‘l, T, 7’3}

Damit ist Fx fiir diskrete Variable immer eine Treppenfunktion: ‘

Fx(r)=P(X<r)=) P(E)=)_ PX=r).

ri<T ri<T
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1L - - — _
B
} P(X =15) = P(By)
E—

S } P(X 7"2) = P(EQ
0 }P(X—T'l):P(El

> T T T .

rno o 3 T4

Beispiel 2.13: Ein Wurf mit einem fairen Wiirfel: Q = {1,...,6}. Betrachte X : w —
2
w,

also X(Q) = {1,4,9,16,25,36}:

6/6 + _—
5/6 - —

4/6 A E—

3/6 —

2/6 - ]

1/6 £
O R

Zusammenfassung 2.14:

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Zufallsvariable zu interpretieren:

i) Als Abbildung X : Q@ — R. Wenn man das unterliegende Experiment
Q) kennt, hat man vollstindiges Wissen iiber das zufillige Verhalten der
Werte, die X annimmt.

ii) Man kann sich eine Zufallsvariable X : Q +— R mit Verteilungsfunk-
tion Fx auch selbst als ein stochastisches Modell (R, B, P) vorstellen.
Hierbei ist B die Menge aller Teilmengen von R, iiber denen man ei-
ne Integrationstheorie aufbauen kann (die sogenannten ,Borel“-Mengen).
Speziell sind Intervalle (r1,12], [r1,72], (—o0, r|, abzdhlbare Vereinigungen
und Schnitte solcher Intervalle, die Komplemente etc. Ereignisse in B. Die
Angabe der Verteilungsfunktion Fx ist genausogut wie die Vorgabe der
W-keiten auf den Ereignissen: das W’keitsmaf3 P auf den Teilmengen von
R ist aus F'x konstruierbar! Z.B. gilt fiir die ,Basistypen“ von Ereignissen
in B:
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a) P((—o0o,r]) = Fx(r),
b) P((r1,7r2]) = Fx(r2) — Fx(r1),
c¢) P([ri,r]) = Fx(r2) —lim Fix(r1 —¢),

d)  P({r}) = P([r,r]) = Fx(r) = lim Fx(r — ).

e>0

Hierbei ist d) der Spezialfall r = r1 = r9 von c). Fiir disjunkte Vereinigun-
gen, Komplemente etc. von Mengen E, E; € B ergeben sich die Wkeiten
dann durch P(U;E;) =) ,P(E;), PR\ E) =1— P(E) etc.

Mit den obigen Regeln kann P(E) fiir alle ,interessanten
Teilmengen E von R aus Fx konstruiert werden.

Beispielsweise:

P((r1,r2)) = lim Fx (r2 — €) = Fx (1),
e>0
P([ri,m2)) = lel_IE Fx(rg—e) — 1513} Fx(r; —e),

e>0 >0

In der Sichtweise ii) kann man das unterliegende Experiment () eigentlich
vergessen: es diente nur dazu, die W’keiten vom Raum 2 auf die reelle
Achse hiniiberzuziehen und als Verteilungsfunktion Fx zu kodieren. Dies
ergibt ein W’maf3 auf R, welches sich — wie oben beschrieben — auf den
geschlossenen/offenen /halboffenen Intervallen einfach ergibt. Man hat in
dieser Sichtweise aber gewisse Informationen verloren, wenn man das un-
terliegende () vergisst. Zwar kann man alle gewiinschten Aussagen iiber
X machen, aber man kann nicht mehr mehrere Zufallsvariablen X, Xo
iiber demselben ) vergleichen (z.B., weiss man nicht, wie sich die Summe
X1 + Xy verhilt, wenn man nur Fx, und F, kennt).

Bemerkung 2.15: Im wichtigen Spezialfall diskreter Zufallsvariabler mit
X(2) = {r1,72,...} C R ist die Interpretation als Zufallsexperiment auf dem
Stichprobenraum R mit einem durch Fx (Treppenfunktion) gegebenen W’mafi
ziemlich gekiinstelt und unnotig kompliziert. Alle Informationen stecken in
den Sprunghéhen der Unstetigkeitsstellen, und es ist technisch wesentlich be-
quemer, sich die Zufallsvariable direkt als diskretes Modell (Qx,Ex, Px) mit
Qx = X(Q) = {r1,re,...} und Ex = P(Qx) vorzustellen, wobei das W’maB
durch die Elementarw’keiten

Px({ri}) = P(X =r;) = P(X"'({r:}))

eindeutig festgelegt ist.
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Der Vollstédndigkeit halber soll noch ein in der Literatur vielfach verwendeter
Begriff erwahnt werden, der speziell in der Statistik z.B. beim Testen von Hy-
pothesen eine wichtige Rolle spielt: die Quantilfunktion. Sie ist die Inverse der
(kumulativen) Verteilungsfunktion Fx. Fiir nicht streng monotone Verteilungs-
funktionen, die im mathematischen Sinne nicht invertierbar sind, vereinbart
man:

Definition 2.16: (Die Quantilfunktion einer Verteilung)

Sei Fx die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X . Die Quantilfunk-
tion der Verteilung ist:

Qx:pe(0,1] — min{r;p<Fx(r)} eR.

Da Fx rechtsseitig stetig ist, existiert des Minimum fiir jedes p € (0,1) (fiir
p =1 setzt man Qx (1) = oo, falls Fix(r) <1 fiir jedes endliche r € R gilt).

Quantilfunktionen haben allgemein folgende Eigenschaften (Ubungsaufgabe):

a) Sie sind monoton steigend in p.

b) Sie sind linksseitig stetig.

¢) An allen Stellen gilt: Fx(Qx(p)) > p und Qx(Fx(r)) <r.

)
)
)
d) An allen Stellen r = Qx(p), wo Fx(r) beidseitig stetig ist, gilt
Fx(@Qx(p)) =p.

e) An allen Stellen, wo Fx(r) streng monoton ist, gilt Qx(Fx(r)) =r.

In diesem Sinne ist Q) x die Inverse von Fx.

Bemerkung 2.17: Im Computeralgebrasystem MuPAD existiert seit Version
2.5 eine umfangreiche Bibliothek stats, in der etliche Standardverteilungen mit
ihren (kumulativen) Verteilungsfunktionen stats: :nameCDF und den Quantilen
stats: :nameQuantile installiert sind. Weiterhin gibt es die (kontinuierlichen)
Dichten stats: :namePDF bzw. die diskreten W’keitswerte stats: :namePF sowie
Zufallsgeneratoren stats: :nameRandom.

Zahlenwerte der Binomialverteilung (Beispiel 1.64 auf Seite 36 sowie Seite 71)
mit den Parametern n (,,Anzahl der Wiederholungen®) und p (,,Erfolgsw’keit*)
sind beispielsweise folgendermafien zu berechnen:
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>> n:= 10: p:= 1/2:
>> F:= stats::binomialCDF(n, p):
>> F(0), F(1), F(2.5), F(3)

1/1024, 11/1024, 0.0546875, 11/64

>> Q:= stats::binomialQuantile(n, p):

>> Q(0), Q(1/4), Q0.3), Q(9/10), Q(1)
0, 4, 4, 7, 10

Weiterhin stehen z.B. die hypergeometrische Verteilung (Beispiel 1.10 auf Seite
7 und Seite 75) als

stats::hypergeometicCDF, stats: :hypergeometricQuantile,
stats::hypergeometicPF, stats: :hypergeometricRandom
oder die spéter ab Seite 78 diskutierte Normalverteilung als
stats::normalCDF, stats::normalQuantile,
stats::normalPDF, stats: :normalRandom

etc. zur Verfiigung.

2.2 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Wir verallgemeinern den bekannten Begriff der Riemann-Integration, um kon-
tinuierliche Zufallsvariablen (mit Dichten) und diskrete Zufallsvariablen (ohne
Dichten, die Verteilungsfunktion ist eine Treppenfunktion) gemeinsam behan-
deln zu konnen:

Definition 2.18:

Sei F' : [a,b] C R — R eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige,
beschréinkte Funktion. Zerlege das Interval [a,b] in n+ 1 Zwischenpunkte
rn=a+1 bfTa, i =0,...,n, und definiere fiir eine Funktion f : [a,b] — R
die Riemann-Stieltjes-Summe (bzgl. F)

n—1
Ro(f) =3 £i) (Flrisn) = F(ri)) -
=0

Wenn der Grenzwert existiert, definiert man als Riemann-Stieltjes-
Integral (bzgl. F)

L, T AF0) =l Ro().
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In Analogie zur Riemann-Integration kann man sich unschwer iiberlegen, dass
zumindestens fiir (stiickweise) stetiges f dieses Integral existiert.

Bemerkung 2.19: Fiir F(r) = r ergibt sich das iibliche Riemann-Integral.

Bemerkung 2.20: Wie beim iiblichen Riemann-Integral definiert man unei-
gentliche Stieltjes-Integrale (iiber unendlichen Intervallen) iiber

/( F) dF() = Lim [ f(r) dF(r)

—00,b]
/Rf(r) dFE(r) = lim f(r) dE(r) .

Satz 2.21: (einige Eigenschaften von Stieltjes-Integralen)
Es gilt:

1)
/ 1 dF(r) = F(b) — F(a).
(a.]

2) Falls F stetig differenzierbar ist:
b
£0) dF() = [ 0) )
((I,b] a

3) Ist F eine Treppenfunktion mit Sprungstellen 1,79, -- € (a,b] und

Sprunghdéhen
A, = F(r;) — lir%F(ri —€),
0
F M. A7
: NPAVS
c , As
: L Ay
A .
2
S
Ay R

T T T T T T T T -
a 11 T9 T3 T4 5 re b(=rr7)

so gilt fiir stetiges f:

f(r) dF(r) = Z Flr) A;

(a,b]
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4) Ist f stetig differenzierbar, so gilt (,partielle Integration®):

b
f(r) dF(r) = f(b) F(b) = f(a) F(a) —/ fir) F(r) dr .

(a,b]

Beweisskizze: 121.5.07

i) Fiir f(r) = 1 sind alle Stieltjes-Summen ,, Teleskopsummen*:

n—1

Ru(f) = Y (F(risn) = F(1:)) = F(ra) = F(ro) = F(b) = F(a) .

=0

2) Fiir stetig differenzierbares F' gilt der Mittelwertsatz F(r;+1) — F(r;) =
F'(&) (rix1 — r;) mit einem Zwischenwert & € (r;,7;41). Die Stieltjes-Summe
wird damit zu einer Riemann-Summe fiir den Integranden f(r) F'(r):

n—1 n—1
Ro(f) =3 Fri) (F(ris) - F(ra) =" fri) F'(&) (riga —mi) -
=0 1=0

3) Analog zu Riemann-Integralen kann man sich leicht {iberlegen, dass fiir
Stieltjes-Integrale

f(r) dF(r) = fr)dF(r)+ [ f(r) dF(r)
(a,b] (a,c] (¢,b]

mit beliebigem ¢ € (a, b) gilt. Seien 1 < ro < ... die Sprungstellen von F'. Mit
der Setzung rg = a folgt

GRS S NICY IO}

(a,b] i J(rim1ri)

Da F auf (r;_1,7;] konstant ist bis auf den Sprung am rechten Intervallende,
besteht eine Stieltjes-Summe fiir f("'i—lﬂ"i] f(r) dF(r) mit den Stiitzstellen rzm =
ri—1 + j (r; — ri—1)/n nur aus einem einzigen Term:

n—1
_ SO Py @YY — g D) MONEPaYMCES)
Rn(f)—j;f(z)(F(z )= P = £ ) (PO - Fe) )

F(T‘Z) F(T‘ifl)

= " A

(n—1)

Mit n — oo, 7, =r; — (b—a)/n — r; und der Stetigkeit von f folgt

f I aEe) = s A
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4) Durch Umsummation ergibt sich die Darstellung

n—1

Ru(f) =" £(rs) (Flrivn) = F(ry))

i=1
wobei f(ry) F(rn,) = f(b)F(b), f(ro) F(ro) = f(a)F(a). Analog zu 2)
lasst sich die verbleibende Summe als {ibliche Riemann-Summe fiir den In-
tegranden f’(r) F'(r) interpretieren, die gegen das iibliche Riemann-Integral
fab F(r) f'(r) dr konvergiert.
Q.ED.

2.3 Erwartungswert und Streuung

Der Zusammenfassung 2.14 folgend kénnen wir uns nun mit Hilfe des Stieltjes-
Integrals eine Zufallsvariable X mit Verteilung F'x als ein Modell (R, £, P) vor-
stellen, wo die Ereignisse (,Borel-Mengen®) aus Intervallen zusammengesetzt
sind und das W’keitsmaf3 P fiir ein Ereignis £ C R durch

P(X € E) :/ dFx(r)
rck
definiert ist und hierdurch iiber die kumultative Verteilungsfunktion Fx(r) ko-
diert ist. Speziell gilt ndmlich fir E = (r1,72] nach Satz 2.21.1) P(r; < X <
ro]) = Fx(re) — Fx(r1), was nach Folgerung 2.8 genau der Definition von
Wkeiten fiir Zufallsvariable entspricht:

e Fiir eine diskrete Zufallsvariable X (Q) = {r1,re,...} ergibt sich das
W’maf
P(XeE)=) P(X=r)
ri€E

geméf der Definition 1.14 diskreter Modelle, sobald man P(X = r;) kennt.

e Fiir eine kontinuierliche Verteilungsfunktion mit einer Dichte p(r) =
F% (r) ergibt sich die Vorgabe von W’keiten

P(X € (r1,m]) = /W Flo(r) dr = /m o(r) dr

als Integrale iiber Dichten geméfl der Definition 1.18 kontinuierlicher Mo-
delle.
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Was bringt uns nun die Tatsache, dass wir es hier mit Zufallswerten in R zu
tun haben? Wir konnen Arithmetik betreiben! Speziell heifit dies, dass man
Erwartungswerte definieren kann.

Die Stieltjes-Integrale fassen diskrete und kontinuierliche Modelle zusammen.
Wir kénnen damit fiir beliebige Modelle einheitlich definieren:

Definition 2.22: (Erwartungswert)

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx. Dann
nennt man
oo
E (X) :/ r dFx(r)
—0o0

den Erwartungswert von X.

Sprechweise 2.23: 123.5.07

Fassen wir X als Zufallsexperiment (R, E, P) auf, so nimmt X zufillige
Werte in R an. Umgangssprachlich wird das Konzept des Erwartungswerts
so formuliert:

»X nimmt im Mittel den Wert E (X) an.“

Im Rahmen dieser Vorlesung sind nur die folgenden Spezialfélle interessant (d.h.,
man braucht Stieltjes-Integrale nicht wirklich auszuwerten, sondern kann ent-
weder einfach summieren oder ein iibliches Riemann-Integral berechnen):

Spezialfille 2.24:

a) Ist X diskret, also ist die Bildmenge X () = {r1,r2,..., } abzihlbar
(Fx ist eine Treppenfunktion), so gilt mit den Sétzen 2.21.3) und
2.9.5):

E(X)= ) r-P(X=r).

reX(Q)

b) Ist X kontinuierlich mit der Dichte p(r) = % Fx(r), so gilt mit Satz
2.21.2):

Bemerkung 2.25: Nach (Gegen-)Beispiel 2.5 muss fiir eine diskrete Zu-
fallsvariable das unterliegende Modell €} nicht notwendigerweise diskret sein.
Umgekehrt gilt jedoch, dass jede Zufallsvariable iiber einem diskreten ) =
{w1,wa, ...} diskret ist. In diesem Fall ist die obige Definition dquivalent zu

E(X)=) X(w) P({w}).

wef
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Dies ist eine alternative Berechnungsformel fiir den Erwartungswert, die sich
anbietet, wenn man das unterliegende Modell Q) kennt und die Verteilungsdaten
P(X = r) nicht explizit ausgerechnet hat.

Beweisskizze: Siehe Ubungsaufgabe 45.

Beispiel 2.26: (diskret) Wurf mit zwei fairen Wiirfeln:
Q= {(w1,w2); wi,ws € {1,...,6}}.

Sei X die Augensumme X : (w1, ws) — wi + ws. Nach Definition 2.22 braucht man zur
Berechnung des Erwartungswerts die (nichtkombinatorischen) Wkeiten P(X = r) mit

r=2,3,...,12. Diese waren in Beispiel 2.3 angegeben worden:
E(X)= > rPX Zr P(X
reX(Q)
1 1 1
=2-—+3-—+4-— 12- =T.
36 + 18 + 12 ot 36

Nach Bemerkung 2.25 kann der Erwartungswert auch direkt durch Summation iiber
das unterliegende kombinatorische Modell berechnet werden:

6 6
=Y D (wi+w) P({(wr,wn)})

UJ1:1 UJ2:1 1/36

:316<(26:w1).(26:1)+(26:1)'(26:‘”2)>

u)1:1 u)2:1 u)2:1 W2:2

Beispiel 2.27: (kontinuierlich) Ein zum Zeitpunkt ¢ty = 0 existierendes radioaktives
Atom zerfillt mit der Wkeit A e~**dt im Zeitintervall (¢, +dt), t > 0. D.h., die Dichte

der Zerfallsw’keit ist
() = 0 firt <0,
PUI=Y Ne M fiirt>0.

Sei T € [0, oo] der Zerfallszeitpunkt. Die ,,mittlere Lebensdauer* ist der Erwartungswert

E(T):/ tp(t)dt:/o t e Mdt=

— 00
v’

t=00 o0 o0 1 1
t (= —At _ 1 _ At dt:/ 7)\tdt: = At .
[v (He,_l]t:o A \//(J,_l 0 c { X L:o A

v v
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Bemerkung 2.28: (Warnung) Nicht jede Zufallsvariable hat einen Erwar-
tungswert. Betrachte z.B. X : Q +— [0,00) mit der Dichte p(r) = 0 fiir r < 0

und p(r) = % leg fiir r > 0. Das Integral

9 rd Ro rd 1
E(X):/ £ rar 1im/ ST i C (14 R?) = oo
0 7T1+T'2 R—o0 J

existiert nicht.

Wir betrachten nun eine (glatte) Funktion f : R — R. Fiir eine gegebene
Zufallsvariable X : ©Q +— R kann man

X=fX):weQwr f(X(w) eR

als neue Zufallsvariable auffassen, zu der sich eine neue Verteilungsfunktion
Fi(r) = P(X <r)=P(f(X) <r)=P(X € f'((—o0,r])) bestimmen lésst,

mit der dann der Erwartungswert E (X) berechnet werden kann. Aber: wir
brauchen F'g gar nicht! Man kann den Erwartungswert von X direkt mittels der
Verteilung Fx (r) bestimmen. Im folgenden Satz ist F'x im diskreten Fall durch
die Sprunghshen P(X = r) bzw. im kontinuierlichen Fall durch die Ableitung
p(r) = Fi(r) kodiert:
Satz 2.29: (Transformation von Zufallsvariablen)

Sei f : R — R eine glatte Funktion.

a) Fiir eine diskrete Variable X mit X(Q) = {r1,ro,...} gilt

E(f(X)= Y f(r)P(X=r).

reX(Q)

Ist das unterliegende Experiment 2 = {w1,ws, ...} selbst schon dis-
kret, so gilt mit Bemerkung 2.25 auch die alternative Formel:

E(f(X) =) f(X(w) P({w}) -

weN

b) Fiir eine kontinuierliche Variable X mit der Dichte p(r) = F% (r) gilt
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Beweisskizze:
Sei X die Zufallsvariable f(X). Im diskreten Fall gilt mit X (92) = {ry,r2,...}

fiir 7 € X(Q) = {f(r1), f(r2),... }:
P(X=7) = P(Xef'({f})= > PX=r)

reX(Q)
F(r)=r
und damit
E(X) = Y #P(X=f)= > & Y PX=r)
FEX(Q) FEX(Q) rfe(gg)
= Y Y irE=n = Y 1) P(X = 1)
rex@) 750 rex®) 75
= > fr) P(X=r) = E(f(X))

reX(Q)
Im kontinuierlichen Fall fithren wir den Beweis nur fiir streng monoton wach-
sendes [ (der allgemeine Fall ist mit den hier zur Verfiigung stehenden Mitteln
technisch zu aufwendig):

E(X)z/oodeX(f»):/OodeX(f) pn

. dr

(Substituti;n: r=f(r)) /_OO f(T‘) dF‘X’d(;}:(m f/(’f’) dr

(Kettilregel) /oo f(T‘) dFXcgf(T)) dr

Mit

folgt

—00

8@ = [ s D ar = [7 ) are) = Er00)

Q.ED.
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30.5.07] | Beispiel 2.30: Betrachte einen Zufallszahlengenerator X, der (Gleitpunkt-)Zahlen
zwischen —1 und 1 auswirft. Er sei gleichverteilt, d.h., fir —1 <r; <ry <1 gelte

o —T1

T2
P(r1<X§r2):/ p(r) dr = 5

mit der Dichte

1

- fur r € [-1,1],
pr)=q 2 -

0 firré¢[-1,1].

Die Verteilungsfunktion ist
0 firr<-1,
Fx(r) = / p(t) dt = ﬁl fir —1<r<1,

- 1 firr>1.

E(X)z/oorp(r) dr_/l gdr:O.

00 -1

Die Variable X = X2 hat folgende Verteilung (fiir 7 > 0):
Fe(i) = P(X* <7) = P(~ Vi< X <VF) = P(X <V ) = P(X < V7).

Da X = X2 keine Werte 7 < 0 annehmen kann, ergibt sich insgesamt:

0 fir7 <0,
F~(f)=Fx(\/?)—FX(—fF)= Vi fiir 0 <7 <1,
1 fir 7> 1.

Durch Ableiten erhalten wir die Dichtefunktion p(7) fiir X, mit der sich dann der
Erwartungswert ergibt:

11
- fiir 7 € [0, 1],
o= 35 e
0 fiir 7 € [0, 1]
B oo~~~ _ 1~ 1 ~ 1\/? ~ 1
= E(X)z/_oorp(r)dr:‘/orr\/?dr:/o Tdr:?

Das miihselige Bestimmen der Verteilung von X war vollig unnotig. Nach Satz 2.29
geht’s einfacher direkt iiber die Verteilung von X:

o L2 1
E(XQ):/ TQp(r)dr:/ —dr = -.
2 3

—00 —




64 KAPITEL 2. ZUFALLSVARIABLEN

Bemerkung 2.31: Mit Zufallsvariablen X : Q@ — R, Y : ) — R kann man
Arithmetik betreiben. Man kann z.B. Zufallsvariablen addieren oder multipli-
zieren, d.h., man betrachtet die neuen Zufallsvariablen Z = X +Y : Q — R
oder Z =X .Y : Qw— R, die punktweise durch

X4+Y : we —» X(w)+Y(w),
XY : weQ —» Xw) Yw)
definiert sind. Es gilt die Faustregel:

Die Verteilung einer Funktion einer einzigen Zufallsvariablen X
(z.B., Z = X?) ist eindeutig durch die Verteilung Fx bestimmt.

Die Verteilung einer Funktion mehrerer Zufallsvariablen X, Y
(zB., Z = X +Y oder Z = X -Y) ldsst sich i.A. nicht allein
aus den Verteilungen Fx, Fy bestimmen (aufler, wenn die Varia-
blen X, Y unabhingig sind, siehe Abschnitt 2.5).

Beispiel 2.32: Betrachte den zweifachen Wurf eines fairen Wiirfels

Q= {(wl,wg);wl,wg e{1,... ,6}}.
Sei
X1 = Ergebnis des ersten Wurfs : (wq,ws) — wy,
Xo = Ergebnis des ersten Wurfs : (w1, ws) — wa,
X = X1 + X2 = Augensumme : (w1,ws) — w1 + wa.
Offensichtlich sind X5, Xo gleichverteilt:

1
P(Xlzkl):P(XQZkQ)Zé fﬁrallekl,k’ge{l,...,G}.

Die Verteilung der Augensumme X war in Beispiel 2.3 berechnet worden:

1 1 1 1

P(X=2) = o2, P(X=3) = o, P(X=4) = . -, P(X=12) =

Es besteht keine offensichtliche Moglichkeit, aus den Verteilungswerten
P(X; = k1), P(X2 = k2) der Summanden direkt auf die Verteilung der
Summe X = X7 + X5 zu schlie3en!

Trotzdem kann der Erwartungswert von X sehr leicht aus den Erwartungswerten der
Summanden berechnet werden! Offensichtlich gilt

142+ 4+6 7
E(X)=E(Xy) = ——F—— =3,
6 2
der Erwartungswert von X = X; + X5 war in Beispiel 2.26 als E (X) = 7 bestimmt
worden, also E (X7 + X3) = E(X1) + E(X3). Zufall? Nein! Siehe Satz 2.33.1).
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Die wohl Wichtigste der folgenden Aussagen ist die Linearitdt 1) von Erwar-
tungswerten:

Satz 2.33: (Rechenregeln fiir Erwartungswerte)
Seien X,Y reelle Zufallsvariable iiber demselbem (2, &, P), sei a € R.

1) Der Erwartungswert ist linear:
E(aX)=aE(X), EX4+Y)=EX)+E({Y).
2) Sei X = a konstant. Dann gilt E (X) = a.
3) Sei X(w) > Y (w) fiir allew € Q (kurz: X > Y ). Dann gilt
E(X)>E(®Y).
Speziell gilt E (X) > 0 fiir X > 0. Fiir beliebiges X gilt:

E (X)) = [E(X)] -

4) Sei A C Q ein Ereignis. Fiir die ,Indikatorfunktion“
1 firweA,
Litwe = 1o fipwen\a
gilt E (14) = P(A). Fiir unabhéngige Ereignisse A, B gilt:

E(141p) =E(lanp) = P(ANB) = P(A) P(B) =E(14) E(15) .

5) Sei X > 0. Fiir jedes a € R gilt:

E(X) > a-P(X>a).

Beweisskizze:
Fiir den Spezialfall eines diskreten Stichprobenraums €2 = {w1, ws, ... } folgend
die Eigenschaften 1) — 4) unmittelbar aus der Darstellung 2.24.a):

E(X) =) X(w)P({w}).

we

Fiir den allgemeinen Fall:
2) Aus der Definition der Integrale iiber Stieltjes-Summen folgt sofort

E(X):/RadFX(r):a/RdFX(r):aFX(oo):a.
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4) E(1a) = [y la dFx(r) = [, dFx(r) = P(A).
1) Se1 e > 0. Eine f (ab rdFa x(r) approximierende Stieltjes-Summe hat die
Form

n—1

T (FaX(""iJrl) - FaX(""i)) =« T P(ri <aX< Ti+1) .

i
L

I
=)
-
Il
=)

Dies ist eine Stieltjes-Summe fiir « f(a/a bja] " dFx(r), also gilt mit n — oo:

/ rdFaX(r):a/ rdFx(r) .
(a,0] (a/ab/al

Im Grenzwert a — —o0, b — —oo folgt E (a X) = a E(X).
Mit kleinen Variationen gelten dieselben Argumente auch fiir o < 0. Fiir « =0
ist die Behauptung trivial.

Nun wird E(X +Y) = E(X) + E(Y) gezeigt. Seien zunéchst X und Y und
damit auch Z = X +Y diskret: X(Q) = {x1,z9,...}, Y(Q) = {y1,92,... },

Z(Q)=A{z1,22,... }={x4+y; € X(Q); y € Y(Q)} .
Mit der Notation

P(Z=2z) = Y P({we® X =Y =y})

Tty =zp

ZZP:BZ—I-yJ—zk)

T

folgt

> P(Z = ZZZ%JF% (zi +yj = 2)
2k

ZK T
- TESarecty-) + TETurnty-w
ZE T4 2k Tq
= ZxZZZsz—i—yj—zk Zyjzzpfm*Fyg—Zk)
2k Yj EI )

o P(X =) + Zyj Y =y) = E(X)+E(Y).
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Fiir den allgemeinen Fall deuten wir nur die Beweisidee an: zu gegebenem n € N
betrachte die Approximation von X durch die , Treppenfunktionen*

o
Xn= ) %1%

mit der disjunkten Zerlegung

Akn:{wGQ;%<X(w)§k+l}, U A, =Q .

n

Beachte: jedes w € Q liegt in genau einem der Ag,, d.h., die Summe X, (w) =
> k(k/n) 14, (w) besteht aus genau einem Term. X, ist eine diskrete Variable,
die nur Werte der Form ,,ganze Zahl“/n annimmt. Es gilt X,, < X < X, +1/n.
Es folgt mit den entsprechenden Approximation Y, fir Y, Z, fir Z:

2 2 2
n n n n
also 5 L
_*SZn_Xn_YnS*-
n n

Die Rechenregel 3) gilt sicherlich fiir diskrete Variable (siehe die Argumente
unten fiir 3), die Linearitit des Erwartungswerts ist fiir die diskreten Variablen
X, Ya, Z,, sowie die Konstanten gezeigt). Es folgt

2 CB(Zy— Xy - V) = E(Zy) —E(Xy) — B(Y,) < (#)

3
SR

Mit wachsendem n folgt E(X,) — E(X), E(Y,,) — E(Y), E(Z,) — E(2)
(diesen wichtigen, aber sehr technischen Schritt unterschlagen wir hier). Fiir
die Grenzwerte folgt mit (#) dann 0 < E(Z) —E(X)—-E(Y) <0, also E(Z) =
E(X)+E(Y).
3) Sei Z = X —Y > 0. Alle den Erwartungswert E (Z) approximierenden
endlichen Stieltjes-Summen sind > 0, damit gilt auch im Grenzwert E (Z) > 0.
Mit der Linearitét 1) folgt E(X) — E(Y) > 0. Mit | X| > £X folgt E(|X]) >
+E (X).
5) Setze Ay = {w € Q; X(w) > a}. Fir X > 0 gilt dann X > a14,. Mit 1) bis
4) folgt sofort die Behauptung 5).

Q.ED.
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Beispiel 2.34: Gegeben sei eine Variable X mit der Verteilungsfunktion F'x. Betrachte
die neue Zufallsvariable Y = a X 4 (8 mit konstanten «, § € R. Der Erwartungswert
von Y ist

EY)=E(@X+8)=E(@X)+E(@B -1)=a-E(X)+5.

In diesem einfachen Fall kann man sogar die Verteilung von Y explizit iiber die Vertei-
lung von X ausdriicken. Fiir a > 0 gilt

Fy(r):P(Ygr):P(aXJrﬁgr):P(XgT;/B) :FX(T*ﬂ).

Fiir o < 0 gilt:

Fy(r):P(Ygr):P(aX—l—ﬁgr):P(XzT;ﬁ):l—P(X<

:1+P(X:T_5))—P(Xgﬂ)):1+P(X:r_ﬂ))—Fx(r_5).

(0% (0% (&% (&%

Fiir die Berechnung von E (Y) wird dies aber nicht benétigt: wegen der Linearitit weifl
man unmittelbar, dass E(Y) = a - E(X) + 3 gilt.

Der folgende Begriff ,, Varianz“ ist genauso fundamental wie der Begriff , Erwar-
tungswert“:
Definition 2.35: (Varianz und Streuung)

Die Varianz ciner Zufallsvariable X ist

—

*

Var (X)=E((X -EX))?)E2EEXH-E(X)?>0.

=

Die Streuung oder auch Standardabweichung von X ist

o(X) = /Var (X) = VE((X ~E(X))?) .

Hierbei gilt die Identitét (*) wegen der Linearitét des Erwartungswerts:
E((X-E(X)?)=E(X?-2XE(X)+E(X)?

=E(X?) - 2E(X)E(X)+E(X)?=E(X?) -E(X)?.

Die Interpretation der Varianz wird durch den folgenden Satz geliefert, dessen
Stérke seine Allgemeinheit ist (keinerlei Voraussetzungen iiber X). In prakti-
schen Anwendungen ist die Abschitzung allerdings recht grob:
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Satz 2.36: (Chebyshevsche Ungleichung)

Sei X eine beliebige Zufallsvariable iiber einem beliebigen Modell (2, €, P)
mit Erwartungswert E (X)) und Varianz Var (X). Dann gilt fiir jedes € > 0:

Var (X)

— 62

PX -E(X)[>¢)

Aquivalenterweise gilt fiir die Komplementaussage:

_ Var (X)

PIX-E(X)|<q > 1--

Beweis: Wende Satz 2.33.5) an auf Y = (X — E(X))? mit a = €. Es ergibt
sich sofort

Var(X)=E(Y)>a P(Y > a) = P((X —E(X))? > ¢2)
= PIX-E(X)|>e).
QE.D.

Bemerkung 2.37: Fiir ¢ < o(X) ergibt sich keinerlei Information, da dann
Var (X)/e? > 1 gilt und W’keiten trivialerweise immer zwischen 0 und 1 liegen.

Wé&hlt man € = no(X) als kleines Vielfaches von o(X), so ergibt sich mit

P(E(X)—HG(X) <X <E(X)+nU(X)> > 1- 1

n2

die Interpretation:

Mit grofler W’keit nimmt eine Zufallsvariable Werte an, die hochstens
um ein kleines Vielfaches von ¢ vom Erwartungswert abweichen.

Beispielsweise gilt fiir ¢ = 30(X), dass X mit mindestens 8/9 = 88.9%-iger
Wkeit Werte innerhalb des Intervalls (E (X)—30(X),E (X)+30(X)) annimmt.

Merke: Die Standardabweichung o gibt die Gréfenordnung an, um welche die
Zufallswerte vom Erwartungswert abweichen (,streuen®). Fiir kleines o werden
nur Werte dicht beim Erwartungswert beobachtet, fiir grofes o kommen mit
grofBer Wkeit auch Werte ,,weit weg“ vom Erwartungswert vor.
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Beispiel 2.38: Betrachte die Zufallsvariable X : Q — {0,1,...,n} C R mit 14.6.07
Pix =t = () st

wobei p € [0,1] und ¢ = 1 — p. Nach Satz 1.63 beschreibt X die Anzahl der Erfolge bei
n-facher Wiederholung eines Bernoulli-Experiments mit Erfolgsw’keit p. Es gilt

_ékP(X_k)_kzn:_()k(Z) pz<) -

dp’“/dp

_ d n n k n—k (Bln_Oml) d n _ n—1 (p-f—i:l)
—pdp;<k)pq = p g bHa" =+ = 'pn
Dies ist intuitiv: im Mittel fithrt der Bruchteil p aller n Versuche zum Erfolg, also sollte
der Erwartungswert fiir die Gesamtanzahl der Erfolge pn sein. Wie stark streuen die
Erfolge um diesen Mittelwert?

Var (X) = E(X?) - E(X)? =E(X?) — (pn)?

Es gilt

E(X)-EX)=EX’-X)=) (¥—k P(X=k) =) k(k-1) (Z) gk

k=0 k=0
n 2 n
2 n k-2 n—k o d N\ &k n—k
= k(k—1 =p° —
P <k> (k—=1)p" " q P (k>p q
k=0 - p*’k i k=0

(Binomi) , d?

n n—2 (P+g=1)
gz Pt =p’n(n-1) p+" 2" E T pPn(n-1).

Es folgt
E(X?) =p’n (n—1)+E(X) =p’n (n— 1)+ pn

und damit

Var (X) =E(X?) = (pn)* =p° (n® —n) +pn—p°n* =p(1—p)n=pqn .

Beispiel 2.39: Frage: mit welcher W’keit liegt bei 1000 Wiirfen einer fairen Miinze die
Anzahl der ,Kopfe* zwischen 400 und 6007

Antwort: dies ist eine n = 1000-fache Wiederholung des Bernoulli-Experiments ,, Miinz-
wurf“ mit p = P(K) =q= P( ) = 1/2. Nach Beispiel 2.38 hat die ,,Anzahl der Képfe“

X den Erwartungswert E(X n = 500, die Varianz ist Var (X) = pgn = n/4 = 250,
die Streuung ist o (X \/Var = /250 = 15.8 . Nach Chebyshev gilt:

P(400 < X < 600) = P(|X — 500| < 100) = P(|X — E (X)| < 101)
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Var (X) 250
>1- =1- 22 %0975 .
- 1012 to2 7097

Fiir die Wkeit, dass X zwischen 480 und 520 liegt, folgt analog

P(480 < X < 520) = P(|X — 500| < 20) = P(|X — E(X)| < 21)

Var (X) 250
— g =1 iy ~ 0433

Fiir die W’keit, dass X zwischen 490 und 510 liegt, folgt analog

>1

P(490 < X < 510) = P(]X —500| < 10) = P(|X — E(X)| < 11)

Var (X) 250
=1-—~=-—1.
112 112 07

(hier hat Chebyshev keine Aussagekraft mehr). Die exakte Formel

b
P(aSng):Z(Z> pkqn—k

k=a

>1-

liefert
P(400 < X < 600) 0.999999999820 |,

P(480 < X < 520) ~ 0.805,
P(490 < X < 510) ~ 0.493 .

Man sieht an diesen Werten: die von Chebyshev gelieferten Abschitzungen fiir die
Wrkeiten sind zwar korrekt, aber arg grob.

2.4 Einige Standardverteilungen

Hier werden einige wichtige Verteilungen mit den fiir Anwendungen wichtigen
Interpretationen vorgestellt.

2.4.1 Die Binomial-Verteilung

Zu gegebenem n € N und p € [0,1], ¢ = 1 — p, betrachte X : Q@ — {0,1,...,n}
mit

P(X=k) = (Z) gt k=01,...,n.

Nach Beispiel 2.38 gilt
E(X)=pn, Var(X)=pgn, o(X)=pqn.

Kiirzel: Man sagt, X ist ,Bi(n, p)-verteilt®.

MuPAD-Routinen: stats: :binomialCDF, stats: :binomialQuantile,
stats::binomialPF, stats::binomialRandom.



72 KAPITEL 2. ZUFALLSVARIABLEN

Interpretation: Nach Satz 1.63 beschreibt X die Anzahl der Erfolge in einer
n-fachen Wiederholung eines Bernoulli-Experiments mit Erfolgsw’keit p.

Beispiel: Anzahl der ,,Képfe* bei n-fachem Miinzwurf (auch mit einer unfairen
Miinze), p = P(,,Kopf*).

2.4.2 Die Poisson-Verteilung
Zu gegebenem A > 0 betrachte X : Q — {0,1,2,...} mit

DU
P(X =k = e k=0,1,2,... .

Man rechnet leicht nach:
E(X)=X; Var(X)=X; o(X)=VX\.
Kiirzel: Man sagt, X ist ,,Pois(\)-verteilt®.

MuPAD-Routinen: stats: :poissonCDF, stats: :poissonQuantile,
stats::poissonPF, stats::poissonRandom.

Interpretation: Im folgenden Sinne beschreibt die Poisson-Verteilung ,,seltene
Bernoulli-Ereignisse*.

Betrachte eine binomial-verteilte Variable X mit grofem n und klei-
nem p < 1/y/n < 1. Mit A = pn gilt dann

A

k
-7 ¢ " (,Poisson-Néherung®)

n A
P(X =k) = Fa—pnFx

( ) ( k) P (1—p) ’
fiir alle ganzzahligen Werte k < y/n.

FEtwas genauer:

k 2 2
MY kg k= A (L kK pn
()p (=P =gre <1+2n om 3 TRPT )

Beweis:
Mit den Forderungen n > 1, p < 1/y/n und k < /n gelten folgende Bedin-
gungen:
k 1 k> 2
n>1l . n—k>1, ~<—<1, —<1, 2«1, kp<1.
n n n n

NG
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Es gilt die Stirling-Formel

1 1
'~ V2 e 1l+ —F+ o+ ] .
m ™m m'e ( +12m+288m2+ )

Schon ab m = 5 ist die Ndaherung m! ~ v27mm m™e ™ auf besser als 2%
genau. Es folgt flir n > 1, n—k > 1:

(3) " (1 —p)"* __ont Ly ek mp)
AL e (n—k)! nk
_ <n ﬁ'k)' ﬁ P o In(1—p) e—k‘ In(1—p)
(Stigng) \/ﬁ n"e " i enptn In(l—p) —k In(l-p)
Vn—k (n—k)n—ke-(n=k) pk
1 ek
_ - - e ptn In(1—p) e—k In(1—p)
1k (=3
_ L k(- Wm-%) n(ptind-p) ,—kIn(1-p)
1—k

_ L k(421D mO-5)) n(ptin(l-p) .~k n(1-p)

k
1=3
Beachte In(1 —€) = —e —€2/2 —€3/3 — - - - fiir € < 1. Fiir k/n < 1 gelten damit
die Approximationen
1 k? k
=14zttt
1_k 8 n 2n
n

(GO )) =5 (g et ) =g

Analog mit p < 1:

n(p+n(l—p)=—"2 (1+ 7+ 5+ )2 -2

—kIn(l—p)=kp <1+§+%+~-)%kp.

Mit k2/n < 1, p?n < 1, kp < 1 folgt dann

(i) P (A =p" " (

2 2n
1+ i) e"3m e T3t kP
2n
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k K2 p’n
~l+ ————-——+kp=1.
Ton a2 TP

Q.E.D.

Merke: Die Poisson-Verteilung ist zustéindig fiir hdufige (n > 1) Wiederho-
lungen von Bernoulli-Experimenten mit kleiner Erfolgsw’keit p < 1/y/n < 1,
deren Erwartungswert A = np bekannt ist.

Beispiel 2.40: Man stellt fest, dass eine Sekretérin im Durchschnitt 1.5 Tippfehler pro
Seite macht. Mit welcher W’keit hat eine betrachtete Seite keinen Tippfehler?
Losung: Intuitiv ist das Auftauchen eines Tippfehlers ein ,seltenes Ereignis®, also
verwende man die Poisson-Verteilung

)\k e—)\
P(,genau k Tippfehler auf einer Seite*) = x
mit dem Erwartungswert A = 1.5. Damit folgt
A0 e A
P(,kein Tippfehler®) = o = e 15 ~0.223 .

Genaueres Modell: Sei p die Wkeit, beim Tippen eines Buchstabens die falsche Taste
zu driicken. Voraussetzung: p sei fiir jeden Buchstaben gleich grofi. Das Tippen einer
Seite wird damit zu einer hiufigen Wiederholung (n = Anzahl der Buchstaben auf einer
Seite, GroBenordnung 1000) eines Bernoulli-Experiments mit geringer ,, Erfolgs“-W’keit.
Ein ,Erfolg“ = | Tippfehler ist in der Tat unwahrscheinlich: der Erwartungswert A = np
ist empirisch als 1.5 bestimmt, also ist p = P(,, Tippfehler®) von der Gréflenordnung
1.5/1000. Mit p =~ 0.0015 < 1/4/n ~ 0.03 ldsst sich die Poisson-N#éherung anwenden.
Fiir X = ,Anzahl der Tippfehler auf einer Seite* ergibt sich
E =X

PX =k) = 2 ]j . A=15.
Weitere Frage: Mit welcher W’keit wird ein 20 Seiten langes Skript weniger als 5
Tippfehler enthalten?
Losung: Nun ist 7 = 20n, wobei n wie oben die Anzahl der Buchstaben auf einer Seite
sei. Fiir p gilt (halbwegs) p ~ 0.0015 < 1/v/7 ~ 0.007, die Poisson-Niherung ist damit
noch einigermafien akzeptabel. Mit dem Erwartungswert von

N=fp=20np=20A=20-15=30

Tippfehlern fiir 20 Seiten erhélt man fiir die Variable X = , Anzahl der Tippfehler im
gesamten Manuskript®:

B 4 30k =30
P(X<5)=ZT ~3.6-1077.
k=0 ’

Das ist realistisch: wie jeder passionierte Leser weif}, gibt es keine Biicher ohne Tipp-
fehler.
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2.4.3 Die geometrische Verteilung
Zu gegebenem p € (0,1], ¢ = 1 — p, betrachte X : Q@ — {1,2,3,...} mit

PX=k) =p-¢*', k=1,23,....

Es gilt
1 q \/Z]
EX)=-, Var(X)==, oX)=—.
(X) =2 (X) =5 (X) ==

Kiirzel: Man sagt, X ist ,,Geom(p)-verteilt“ (oder auch Geo(p)).

MuPAD-Routinen: stats: :geometricCDF, stats: :geometricQuantile,
stats::geometricPF, stats::geometricRandom.

Interpretation: Nach Blatt 6, Aufgabe 34, beschreibt X die Anzahl der
benotigten Versuche, bis in der Wiederholung eines Bernoulli-Experiments mit
Erfolgsw’keit p zum ersten Mal , Erfolg” eintritt.

Beispiel: Man muss im Mittel 13 983 816 Mal Lotto spielen, bis man ,,6 Rich-
tige* erzielt (nach Beispiel 1.8 ist die Erfolgsw’keit des Bernoulli-Experiments

,6 Richtige bei einem Lotto-Spiel“ p = m).

2.4.4 Die hypergeometrische Verteilung

Zu gegebenem N, S, n € {0,1,2,...} mit 0 < S < N und 0 < n < S betrachte
X :Q—40,1,...,min(n,S)} mit

O

P(X =5) oy s=0,1,...,min(n, S) .
Es gilt
E(X):%, Var(X):O—?(X):(N_(]k\gf)_(]\lf)—NTLQ)Sn

Kiirzel: Man sagt, X ist ,Hypergeom(N,S,n)-verteilt® (oder auch
HyG(N, S,n)).

MuPAD-Routinen: stats: :hypergeometricCDF,
stats::hypergeometricQuantile, stats: :hypergeometricPF,
stats: :hypergeometricRandom.

Interpretation: Nach Beispiel 1.10 beschreibt X die Anzahl der ,Erfolge*,
wenn man n Mal ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit N Objekten zieht, von
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denen S als ,Erfolg®“ gelten.

Beispiel: Die Anzahl der Asse pro Hand beim Skat sind HyperGeom (32,4, 10)-
verteilt. Man erhélt im Mittel E (X) = 1.25 Asse.

2.4.5 Die Exponentialverteilung
Zu gegebenem A > 0 betrachte X : Q — [0, 00) mit der Dichte

pr)=Xxe™*", >0

(und p(r) = 0 fiir r < 0), also fiir 0 < ¢:
oo
1-Fx(t)=Pt<X)= / Ae AT dr = e M
t
Man rechnet leicht nach:
EX)==; Var(X)=—=; oX)=
Kiirzel: Man sagt, X ist ,Exp(\)-verteilt®.

MuPAD-Routinen: stats: :exponentialCDF,
stats::exponentialQuantile, stats::exponentialPDF,
stats::exponentialRandom.

Interpretation: Ein Exp(A)-verteiltes X beschreibt die Wartezeit bis zum er-
sten Eintreten eines Ereignisses, wenn die beobachteten Ereignisse unabhéngig
voneinander mit zeitlich konstanter Rate A = ,,mittlere Anzahl von Ereignis-
sen pro Zeiteinheit“ eintreten. Diese Verteilung hat , kein Gedéachtnis®: fiir alle
t,to € [0,00) ergibt sich die bedingte W’keit

Pt+tg< X e~ (t+to)
Plto+t <X | to< X) = ED(toO<X)): i = Pt <X).

Im Klartext: zum Zeitpunkt 0 habe ich eine Beobachtung begonnen. P(t < X)
ist die W’keit, dass das Ereignis nicht innerhalb der ersten ¢ Zeiteinheiten ein-
tritt. Ich habe nun ¢y Zeiteinheiten gewartet, das Ereignis ist nicht eingetreten.
Die bedingte W'keit, dass das Ereignis nicht in den nichsten ¢ Zeiteinheiten
eintritt, stimmt mit P(¢ < X) tiberein. Also: es ist egal, zu welchem Zeitpunkt
to ich mit der Beobachtung beginne.

Beispiel: radioaktiver Zerfall, siche Beispiel 2.27.
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Beispiel 2.41: Ich beobachte im Mittel jede halbe Stunde einen Meteoriten am Himmel.
Mit welcher W’keit beobachte ich einen Meteoriten innerhalb der ersten 15 Minuten
meiner Beobachtung?

Losung: Sei X = ,der Zeitpunkt, an dem ich zum ersten Mal seit Beginn meiner
Beobachtung einen Meteoriten sehe®. Der Erwartungswert ist als E (X) = 1/ = 1/2
vorgegeben, also A = 2 (Meteoriten pro Stunde). Damit ist die Wkeit, in den ersten 15
Minuten (mindestens) einen Meteoriten zu sehen

15 1/4
P<X§ @) z/ Ae A dr=1—eM=1-¢e"12~0.39.
0

2.4.6 Die Gleichverteilung

Zu gegebenem Intervall [a,b] C R betrachte X :  — [a,b] mit der konstanten

Dichte 1
pr) =, el

(und p(r) = 0 fiir r & [a, b]). Man rechnet leicht nach:

a *a2 —a
E(X) = ;b; Var(X):(b12); a(X):b\/ﬁ.

Kiirzel: Man sagt, X ist ,,UC(a, b)-verteilt* (uniform, continuous).

MuPAD-Routinen: stats: :uniformCDF, stats: :uniformQuantile,
stats::uniformPDF, stats::uniformRandom.

Interpretation: Dies ist das kontinuierliche Analogon zur diskreten ,,Gleich-
wahrscheinlichkeit“ der kombinatorischen Modelle. Jeder Punkt aus [a, b] wird
mit der gleichen W'keit gewéhlt.

Beispiel: Drehen eines Gliicksrads. Die durch den Winkel € [0,2 ) gegen eine
fixierte Markierung beschriebene Endstellung ist gleichverteilt.

Bemerkung 2.42: In Softwaresystemen steht typischerweise ein Zufallszahlen-
generator fiir gleichverteilte Gleitpunktzahlen zwischen 0 und 1 zur Verfiigung.
SeiY : Q — [0, 1] dieser UC(0,1)-Generator. Hiermit kann man sich leicht einen
Zufallszahlengenerator bauen, dessen Werte X einer beliebigen vorgegebenen
Verteilungsfunktion F' geniigen, die natiirlich die in Satz 2.9 beschriebenen Ei-
genschaften haben muss. Man erzeugt dazu eine UC(0,1)-Zahl Y und berechnet
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dann (fiir kontinuierliches F) den Wert X = F~1(Y), indem man die Glei-
chung F(X) =Y (typischerweise numerisch) Iést. Damit hat X in der Tat die
Verteilungsfunktion Fx = F':

(F streng monoton)

Fx(r)=P(X <r)=PFY)<r) P(Y < F(r))

veed) " di = F(r)
0

Anmerkung: Die Vorschrift ,16se F(X) = Y* gilt, wenn die Verteilung kontinuierlich
ist, genauer, wenn F' streng monoton wachsend ist und keine Spriinge macht. Dann hat
F(X) =Y genau eine Losung. Fiir diskrete Verteilungen (F' ist eine Treppenfunktion)
hat F(X) = Y i.A. keine Losung, da Y nur mit W’keit 0 einen der diskreten Werte
trifft. Die genaue Vorschrift fiir den allgemeinen Fall ist, X zu bestimmen als:

X = Quantilz(Y) = min{z; Y < F(z)},

wobei Quantil» die in Definition 2.16 eingefiihrte Quantilfunktion der Verteilungsfunk-
tion F' ist. Das Minimum existiert (fir Y € (0,1]), da F rechtsseitig stetig ist. Wir
zeigen nun allgemein, dass X die Verteilungsfunktion F' hat. Fiir » € R definiere:

A={weQ; X(w)<r}={w e min{z; Y(w) < F(z)} <r},

B={weQ; Y(w)<F(r)}.
Es gilt zu zeigen, dass A = B gilt.
i) Sei w € A. Damit gilt o < r fiir zg = min {z; Y(w) < F(x)} sowie Y (w) < F(xg).
Da F monton ist, gilt mit 2o < r auch Y(w) < F(x¢) < F(r). Damit gilt w € B. Wir
haben also A C B gezeigt.
ii) Sei w € B, also Y (w) < F(r). Damit liegt r in der Menge {z; Y (w) < F(x)} und es
folgt min{z; Y (w) < F(z)} < r. Damit gilt w € A. Wir haben also B C A gezeigt.
Aus A C B und B C A folgt A= B und damit

P(A) = P(X <r) = Fx(r) = P(B) = P(Y < F(r)) =" F(r).

2.4.7 Die Normal-(Gauf}-) Verteilung

Dies ist die wichtigste aller Verteilungen, weil nach den Grenzwertsidtzen
des Kapitels 4 die Mittelwerte von unabhéingigen Wiederholungen beliebiger
Zufallsexperimente gegen eine Normalverteilung konvergieren. Diese Verteilung
kommt daher immer ins Spiel, wenn man das genaue Verhalten (das unter-
liegende Modell bzw. die Verteilung der Zufallsvariable) gar nicht kennt und
durch hiufige Wiederholungen statistische Daten ermittelt.
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Zu gegebenem p € R und o > 0 betrachte X : 2 — R mit der Dichte

1 _(r=w)?
é 202

p(?“)zo_ 5o

Man rechnet nach:
E(X)=p; Var(X)=0>; oX)=0.

Der Parameter p ist die Stelle, wo die W’keitsdichte ihr Maximum annimmt.
Hoéheund I” =~ 7 7 T

Kiirzel: Man sagt, X ist ,N(u, 0?)-verteilt“.

MuPAD-Routinen: stats: :normalCDF, stats: :normalQuantile,
stats::normalPDF, stats: :normalRandom.

Interpretation und Beispiele: Die Mittelwerte unabhéingiger Wiederholun-
gen beliebiger Zufallsexperimente sind approximativ normalverteilt, wenn man
nur geniigend oft wiederholt. Details und Beispiele sind mit dem ,,Zentralen
Grenzwertsatz* (Abschnitt 4.3) beschrieben.

Bemerkung 2.43: Die Funktion

2 T
erf (r) = NG /0 e~ da

heifit ,Fehlerfunktion“ (engl.: ,error function®). Sie ist eine Standardfunk-
tion der Mathematik und in vielen Softwarepaketen (z.B. MuPAD) verfiigbar.
Es gilt der folgende Zusammenhang mit der N(u, o?)-Verteilungsfunktion:

r—p

r 1 _(w—w)? =% 1 -
Fx(r) :/ ezt dr 2 / V2 eyt dy
—oo O V2T NZ -

“Gr Loy mGg) ()

—0o0

S
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FEine weitere interessante Funktion ist

1 L r
@(r):m/_re 2 da::erf(\ﬁ).

Fiir eine N(0,1)-verteilte Variable X gilt die Interpretation:
O(r)=P(—r<X<r).

Eine Wertetabelle fiir ® ist auf Seite 81 beigefiigt.

2.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Fiir die Praxis ist die Frage nach der Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen sehr
wichtig: erh6hen AKWs das Risiko, an Krebs zu erkranken? Besteht ein Zusam-
menhang zwischen der beruflichen Tétigkeit und den Vorlieben, wo und wie der
Urlaub verbracht wird?

2.5.1 Definition und Folgerungen

Das Problem bei solchen Fragestellungen ist meist, dass man den unterliegenden
Stichprobenraum nicht wirklich kennt und bestenfalls die Verteilung der interes-
sierenden Zufallsvariablen einzeln durch empirische Messungen approximieren
kann (Statistik). Leider ist aus den Verteilungen der Zufallsvariablen die Un-
abhéngigkeit nicht abzulesen: man braucht zusétzliche Informationen, die nur
dem den beobachteten Gréfien unterliegenden Modell (2, &, P) zu entnehmen
sind, die ,,gemeinsame Verteilung®:

Definition 2.44:

Seien X1, ..., X, : Q — R Zufallsvariablen iiber einem gemeinsamen Mo-
dell (2,&, P). Die Funktion

Fx .. x,(ri,...,mp) =P(X1<r1; ... X5, <rp)

= P(XT ! (—o0,m]) -+ 0 X (=00, 7)) )

heifit gemeinsame Verteilungsfunktion der Variablen Xy, ..., X,,.

Satz 2.45:

Gemeinsame Verteilungsfunktionen haben allgemein folgende Eigenschaf-
ten:

a) Fx,  x,(r1,...,ry) ist monoton steigend und rechtsseitig stetig in
jedem r; (bei fixierten ri,...,7—1,Tit1y-«-,Tn)-
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Wertetabelle fiir die N(0,1)-W’keiten P(|X| <7r) = ®(r) = L % da
V2t o),
r D(r) r D(r) r P(r) r D(r) r D(r)

0.00  0.000 | 0.60 0.451 1.20  0.770 | 1.80 0.928 2.40 0.9836
0.01 0.008 | 0.61 0.458 1.21  0.774 | 1.81 0.930 2.41 0.9840
0.02 0.016 | 0.62 0.465 1.22  0.778 | 1.82 0.931 2.42 0.9845
0.03 0.024 | 0.63 0.471 1.23 0.781 | 1.83 0.933 2.43 0.9849
0.04 0.032 | 0.64 0.478 1.24 0.785 | 1.84 0.934 2.44 0.9853
0.05 0.040 | 0.65 0.484 1.25 0.789 | 1.85 0.936 2.45 0.9857
0.06 0.048 | 0.66 0.491 1.26 0.792 | 1.86 0.937 2.46 0.9861
0.07 0.056 | 0.67 0.497 1.27  0.796 | 1.87 0.939 2.47 0.9865
0.08 0.064 | 0.68 0.503 1.28 0.799 | 1.88 0.940 2.48 0.9869
0.09 0.072 | 0.69 0.510 1.29 0.803 | 1.89 0.941 2.49 0.9872
0.10  0.080 | 0.70 0.516 1.30 0.806 | 1.90 0.943 2.50 0.9876
0.11  0.088 | 0.71 0.522 1.31 0.810 | 1.91 0.944 2.51 0.9879
0.12  0.096 | 0.72 0.528 1.32  0.813 | 1.92 0.945 2.52 0.9883
0.13 0.103 | 0.73 0.535 1.33 0.816 | 1.93 0.946 2.53 0.9886
0.14 0.111 | 0.74 0.541 1.34 0.820 | 1.94 0.948 2.54 0.9889
0.15 0.119 | 0.75 0.547 1.35 0.823 | 1.95 0.949 2.55 0.9892
0.16 0.127 | 0.76 0.553 1.36 0.826 | 1.96 0.950 2.56 0.9895
0.17 0.135 | 0.77 0.559 1.37  0.829 | 1.97 0.951 2.57 0.9898
0.18 0.143 | 0.78 0.565 1.38 0.832 | 1.98 0.952 2.58 0.9901
0.19 0.151 | 0.79 0.570 1.39  0.835 | 1.99 0.953 2.59 0.9904

0.20 0.159 | 0.80 0.576 1.40 0.838 | 2.00 0.9545 2.60 0.9907
0.21 0.166 | 0.81 0.582 1.41 0.841 | 2.01 0.9556 2.61 0.9909
0.22  0.174 | 0.82 0.588 1.42  0.844 | 2.02 0.9566 2.62 0.9912
0.23 0.182 | 0.83 0.593 1.43 0.847 | 2.03 0.9576 2.63 0.9915
0.24 0.190 | 0.84 0.599 1.44 0.850 | 2.04 0.9586 2.64 0.9917
0.25 0.197 | 0.85 0.605 1.45 0.853 | 2.05 0.9596 2.65 0.9920
0.26  0.205 | 0.86 0.610 1.46  0.856 | 2.06 0.9606 2.66 0.9922
0.27 0.213 | 0.87 0.616 1.47 0.858 | 2.07 0.9615 2.67 0.9924
0.28 0.221 | 0.88 0.621 1.48 0.861 | 2.08 0.9625 2.68 0.9926
0.29 0.228 | 0.89 0.627 1.49 0.864 | 2.09 0.9634 2.69 0.9929
0.30 0.236 | 0.90 0.632 1.50 0.866 | 2.10 0.9643 2.70 0.9931
0.31 0.243 | 0.91 0.637 1.51 0.869 | 2.11 0.9651 2.72 0.9935
0.32  0.251 | 0.92 0.642 1.52  0.871 | 2.12 0.9660 2.74 0.9939
0.33 0.259 | 0.93 0.648 1.53 0.874 | 2.13 0.9668 2.76 0.9942
0.34 0.266 | 0.94 0.653 1.54 0.876 | 2.14 0.9676 2.78 0.9946
0.35 0.274 | 0.95 0.658 1.55 0.879 | 2.15 0.9684 2.80 0.9949
0.36  0.281 | 0.96 0.663 1.56 0.881 | 2.16 0.9692 2.82 0.9952
0.37 0.289 | 0.97 0.668 1.57 0.884 | 2.17 0.9700 2.84 0.9955
0.38 0.296 | 0.98 0.673 1.58 0.886 | 2.18 0.9707 2.86 0.9958
0.39 0.303 | 0.99 0.678 1.59 0.888 | 2.19 0.9715 2.88 0.9960

0.40 0.311 | 1.00 0.683 1.60 0.890 | 2.20 0.9722 2.90 0.9963
0.41 0.318 | 1.01 0.688 1.61 0.893 | 2.21 0.9729 2.92 0.9965
0.42 0.326 | 1.02 0.692 1.62 0.895 | 2.22 0.9736 2.94 0.9967
0.43 0.333 | 1.03 0.697 1.63 0.897 | 2.23 0.9743 2.96 0.9969
0.44 0.340 | 1.04 0.702 1.64 0.899 | 2.24 0.9749 2.98 0.9971

045 0.347 | 1.05 0706 | 1.65 0.901 | 2.25  0.9756 | 3.00
046 0354 | 1.06 0711 | 1.66 0.903 | 226 09762 | 3.10  0.99806
047 0362 | 1.07 0715 | 1.67 0905 | 227 09768 | 3.20  0.99863
048 0369 | 1.08 0720 | 1.68 0.907 | 228 09774 | 3.30  0.99903
049 0376 | 1.09 0724 | 1.69 0.909 | 2.29  0.9780 | 3.40  0.99933
050 0.383 | 1.10 0720 | 1.70 0.911 | 2.30  0.9786 | 3.60  0.99968
051 0390 | 1.11 0733 | 1.71 0913 | 231 09791 | 350  0.99953
052 0397 | 112 0737 | 1.72 0915 | 232 09797 | 3.70  0.99978
0.53 0404 | 1.13 0742 | 1.73 0916 | 2.33  0.9802 | 3.80  0.99986
054 0411 | 1.14 0746 | 1.74 0918 | 234  0.9807 | 3.90  0.99990
0.55 0418 | 1.15 0750 | 1.75 0920 | 2.35  0.9812 [4.00 0.999937
0.56 0425 | 1.16 0754 | 1.76 0922 | 2.36  0.9817 [ 5.00 0.999999
0.57 0431 | 117 0758 | 1.77 0923 | 2.37  0.9822
0.58 0438 | 1.18 0762 | 1.78 0.925 | 2.38  0.9827
0.59 0445 | 1.19 0766 | 1.79 0.927 | 2.39  0.9832
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b) FXl,...,Xn(Th cee, —00, .. .T‘n) =0.
T
A~
C) FX17...,Xn(T17"‘7 (0. ] ,...Tn) =
FXI,---in717Xi+17---,Xn (7'1, cees =15 T34, - - - Tn) .

Beweisskizze:
a) folgt analog zur Beweisskizze zu Satz 2.9.
b) ergibt sich aus

lim P(Xl S?"l Y oeee ) XZ'STi; cee g Xngrn)
7{——00
:P< ﬂ {w € Xi(w)<rr; ..., Xi(w)<ri; ..., Xpw) < rn})
r; ER
— P() =0
c) ergibt sich aus
lim P(Xlgrl e XZ'STZ‘; cen Xngrn)
r{—00
—P(J{wem Xiw) sr s Xi@) S 5 Xa(w) S )
r; ER
:P({wGQ, Xi(w)<ry; .o )M; v Xp(w) <7"n})
Q.E.D.
Definition 2.46:
Zufallsvariablen X1,...,X, : Q — R iiber einem gemeinsamen Modell
(Q, &, P) heiBen unabhéngig, wenn fiir jede Wahl von r1,...,r, die Er-

eignisse
Xl_l((—OO,Tl]) P X;1(<—OO,T’7L])

eine im Sinne von Definition 1.54 unabhéngige Ereignisfamilie bilden.

Bemerkung 2.47: (Warnung) Geméif der Warnung 1.55 gilt wiederum: ist
eine Familie von Variablen X1,..., X, unabhéingig, so sind auch jeweils Paare
von Variablen unabhéngig. Es gilt aber nicht die Umkehrung: auch wenn die
Zufallsvariablen paarweise unabhéngig sind, so braucht die Gesamtfamilie nicht
unabhéngig zu sein.
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Intuitiv hétte man erwartet, dass Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen da-
durch definiert wird, dass die Ereignisse X1 € E1, Xo € F» etc. fiir beliebiges
FE4, ..., FE, C R unabhingig sein sollen. Die obige Definition beschrinkt sich
auf die speziellen Ereignisse E; = (—o0,r;]. Dies geniigt, denn daraus folgt die
Unabhéngigkeit fiir beliebige Fj:

Satz 2.48:

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, sind genau dann unabhéingig, wenn die
gemeinsame Verteilung das Produkt der einzelnen Verteilungen ist:

FX17...,Xn(7”1;‘--77’n):FXl(Tl)' 'Fxn(rn).

Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir beliebige Ereignisse F1, ..., FE, C R
gilt:

PXy€eFE; ... ; Xp€ebE,)=PX1€FE)) ... - P(X,€E,).

Beweisskizze:

Aus der Definition 1.54 folgt unmittelbar, dass die gemeinsame Verteilung fiir
unabhéngige Variablen faktorisieren muss. Andererseits, wenn sie faktorisiert, so
gilt mit Satz 2.45.c) und Fx,(oc0) = 1 auch, dass die gemeinsame Verteilung jeder
Teilauswahl von Variablen aus Xj, ..., X, faktorisiert, womit nach Definition
auch fiir jede Teilfamilie der Ereignisse

A= {7 (o)) o X (=00, ma)) )
die Unabhéngigkeit
P(Xil ST Xik Srlk) :P(Xil Sril)' P(Xlk STZk)

gilt. Die Unabhéngigkeit der Variablen sei nun vorausgesetzt, d.h., die Pro-
duktformel gilt fiir die speziellen Ereignisse , X1 < 71 ; ... ; X, < 7, Wir
zeigen hier nur, dass sich dies verallgemeinert auf die “typischen” Ereignis-
se E; = (ai,b;] (und Schnitte und Vereinigungen solcher Intervalle). Sei dazu
zunéchst

El = (alabl] 7E2 = (_OO7T1] L E?’L: (—OO,TTZ] .

Aus der Definition der gemeinsamen Verteilung folgt unmittelbar:

P(Xi€FE; ...; X,€E,
=Fx,  x,(bi,7r2,...,m) — Fx, . x,(a1,72,...,7m0)
= (Fxl(bl) - Fx, (@1)> - Fxy(re)- ... - Fx, ()

:P(al<X1§b1) . P(XQSTQ; cee s Xngrn)‘
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Es ist ziemlich offensichtlich, wie man mit analogen Argumenten die Produkt-

formel auch fiir allgemeineres F; zeigen kann, das sich durch Schnitte oder

Vereinigungen solcher Intervalle ergibt. Hat man erst einmal die Produktformel

fiir allgemeine Ereignisse Fq C R und die speziellen Ereignisse Ey = (—o0,19],
.y B, = (=00, 1] gezeigt, also

P(XGEl;XQSTQ; cee Xngrn)

=P(X€eFE) - PXa<ry; ... ; Xpn<rmp),

so folgt rekursiv dann auch sofort die vollsténdige Produktzerlegung fiir belie-
bige Ereignisse Xo € F5 CRo, ..., X,, € B, CR,,.
Q.E.D.

Die folgende Bemerkung liefert ein leicht zu handhabendes Kriterium, mit dem
bei diskreten Zufallsvariablen die Unabhéngikeit nachgerechnet werden kann:

Bemerkung 2.49: Nach Satz 2.48 bedeutet Unabhéngigkeit bei diskreten
Zufallsvariablen X : Q +— {z1,22,...}, Y : Qv {y1,v2,... }, dass

PX=uz;Y=y;) = PX=ua;) PY =y)

fiir alle , j gilt. In der Tat ist dies ein notwendiges und hinreichendes Kriterum
fiir die Unabhéngigkeit diskreter Variabler.

Beispiel 2.50: Betrachte den 2-fachen Wurf Q = {(w1,w2); wi,ws € {1,...,6}} eines
fairen Wiirfels, sei X = Ergebnis des ersten Wurfs, Y = Ergebnis des zweiten Wurfs.
Es gilt fiir alle Paare 4,5 € {1,...,6}:

PO =i Y =j) = P({00)}) = 55

P(X =i) = P({(z‘,wg); ws € {1,...,6}}) =

3

D= O

P(Y =j) = P({{@.9); w1 €{1,....6}}) =

Fiir alle Paare 4, j gilt damit P(X =i ; Y =j) =1/36 = P(X =4) - P(Y = j), womit
X und Y unabhéngig sind.

Anmerkung: dies ist ein einfaches Beispiel fiir die in Bemerkung 2.54 formalisierte Si-
tuation, wo die Zufallsvariablen sich auf unabhiingige Durchfiihrungen/Wiederholungen
eines Zufallsexperiments (hier: einfacher Wurf des Wiirfels) beziehen. Hitte sich hier
Abhéngigkeit zwischen X und Y ergeben, wire die angegebene Definition von Un-
abhéngigkeit von Zufallsvariablen wenig sinnvoll gewesen.
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Beispiel 2.51:

Man zieht zufillig ein Wort aus der nebenstehenden Urne. Der Zufall
Sei X die Anzahl der Buchstaben im gezogenen Wort, sei regiert

Y die Anzahl der Vokale im gezogenen Wort. Sind X und
Y unabhéngig?

die Welt

Antwort: Fiir

X : {'Der’, ’Zufall’, regiert’, ’die’, "Welt’} — {3,4,6,7},
Y : {Der’, Zufall’, 'regiert’, 'die’, 'Welt’} +— {1,2,3}

ergibt sich folgende gemeinsame Verteilung:

Y =1 Y =2 Y =3 by
X=3 : 3 0 2=P(X =3)
X=4 L 0 0 s =P(X =4
X =6 0 i 0 1 =P(X =6)
X=7 0 0 i L1=P(X=7)
> 2 2 1 1
5 5 5
—_—— ——
P(Y=1) P(Y=2) P(Y =3)

In dieser Tabelle sind die W’keiten P(X = ;Y = j) aufgelistet, z. B.:

HX:&Y:D:PH®MD:? HX:&Y:m:m&mmzé

damit sind die Variablen abhéngig.

Der folgende Sachverhalt liefert zwar kein handhabbares Kriterum, um Un-
abhéngigkeit zu testen, ist aber wegen des folgenden Spezialfalls 2.53 interes-
sant:

Bemerkung 2.52: Die Zufallsvariablen Xi,...,X, sind genau dann un-
abhingig, wenn fiir alle (glatten) Funktion fi,..., f, : R+— R gilt:

E(AGXD)- - - fulX0) =E(AXD)- oo - B(fal(X0)) -
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Beweisidee:
Man braucht hierzu das Konzept mehrdimensionaler Stieltjes-Integration

E(f(Xl,...,Xn)):/R.../Rf(rl,...,rn) dFXl,...,Xn(rlw--arn)

fiir Funktionen f : R" — R. Wenn Fx,  x, und f faktorisieren, so faktorisiert
auch das Integral iiber den ,,Satz von Fubini“.
Q.E.D.

Als Spezialfall folgt:

Satz 2.53: (Unabhingigkeit = Erwartungswerte faktorisieren)
Fiir unabhéngige Zufallsvariable Xy,..., X, : Q@ — R gilt:

E(X;- ... - X,)=E(X1): ... 'E(X,).
Beweisskizze:

Mangels Technik (mehrdimensionale Integration) fithren wir den Beweis nur fiir
diskrete Variable. Seien dazu X;(Q2) = {x;1, zi2, ... }. Die Produktvariable

Y=X1- ... Xpn: Q—=A{x1y o0 Tpiy; B1yey0n €{1,2,...}}

ist wieder diskret. Fiir den diskreten Spezialfall 2.25 gilt

EY)= Y yPY=y)

YeEY (Q)

=> D @ @i, P(X =205 X = Ts,)
i1 in
:Z"'leil' coe o, P(Xp=14) 0 o P(Xp = 2ni,)

— (ZmulP()ﬁ:wm)) e <Zwm"P<X”:xm")>

—E(X1): - -E(Xn).

Q.E.D.

Es gibt eine natiirliche Situation, in der unabhéngige Variablen auftreten,
ndmlich bei unabhéngig durchgefiithrten Zufallsexperimenten, denen jeweils ge-
trennt eine Zufallsvariable zugeordnet wird. Im entsprechenden Produktmo-
dell 1.57 ergibt sich folgendes Bild:
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Bemerkung 2.54: Seien X; : Q; — R (i = 1,...,n) Zufallsvariablen tiber
(eventuell verschiedenen) Modellen (£2;, E;, P;). Betrachte das Produktmodell

Q= x - xQy={(w1,...,wn); wi €Q}
gemafB Definition 1.57 mit dem W’keitsmaf

P(Ey x - x E,) =P (E1)- ... -Py(Ey)
fiir Ereignisse E; € &;. Die durch

Xz' . (wl,...,wn) — Xl(wl)

definierten Zufallsvariablen sind unabhingig.

Beweis: Mit
PX1<7r1; v s Xn <)
= P({(wl,...,wn); Xi(w1) <r1; oo Xp(wn) < rn}>
= (X7 (=00,ma)) > - ¢ X (=00, 1))
=P (X1<r): ... PuXp,<ry)
=P(X1<r)- ... -P(Xn<mn)

faktorisiert die Verteilungsfunktion.
Q.E.D.

Beispiel 2.55: Betrachte unabhéingige Wiirfe eines Wiirfels. Sei X; das Ergebnis des
ersten Wurfs, X5 das Quadrat des Ergebnisses des zweiten Wurfs, X3 irgendeine Funk-
tion des Ergebnisses des dritten Wurfs usw. In diesem Fall kann man sofort sagen, dass
die X; unabhéngig sind.

2.5.2 Kovarianz

Fassen wir zusammen: fiir beliebige Zufallsvariable X1, ..., X, gilt die Linearitat
des Erwartungswerts

EXi+-+X,)=EX1)+ - +E(X,)

(egal, ob die X; unabhéngig sind oder nicht). Fiir die Varianz gilt jedoch
P2(X + o+ Xo) =B (S X02) - (B %)
=B (X2, X)) - (LB 0) (2B (X))
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=, (BXi X)) - B(X) B (X))

=% (B -E(X)?) + 2y (B X)) - E(X)E(X))

=Y (X) + Ly (B X)) ~E(X)E(X))) .

Varianzen addieren sich also im allgemeinen nicht. Die obige Betrachtung fiithrt
Zu:

Definition 2.56:

Fiir die Zufallsvariablen X1, ..., X, nennt man die Matrix mit den Ein-
tragen

Cij = B(X: X;) — B(X)B(X;) = B ((X; ~ B (X)) (X; - E(X;))
L<JKovarianzmatrix “ der Variablen.

Die Eintrége ¢ # j der Kovarianzmatrix C;; verschwinden fiir paarweise un-
abhdngige Variablen. In diesem Fall gilt

B (X - E(X)) (X; ~E(X,)) =E (X, ~E(X) - B(X; ~E(X)))

Merke 2.57:

Fiir paarweise unabhéngige Variablen addieren sich neben den Erwar-
tungswerten auch die Varianzen:

X1+ X)) =02(X) + -+ 03X .

2.6 Bedingte Erwartungswerte

Fiir Verteilungsfunktionen und Erwartungswerte gibt es das Analogon zu be-
dingten W'keiten:
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Definition 2.58: (Bedingte Erwartung)
Sei A C & ein Ereignis in einem Modell (2,E,P), sei X :  +— R eine
Zufallsvariable. Dann heif3t
Fx(r|A) = P(X ' ((—o0,7]) [ A) = P(X <r|A)

die bedingte Verteilung von X bei gegebenem Ereignis A. Sei f :
R +— R eine glatte Funktion. Man nennt

B (f(X)]4) = /R £(r) dFx(r] A)

den bedingten Erwartungswert von f(X) bei gegebenem A.
Im diskreten Fall X (Q2) = {r1,r2,...} ist dies:

E(f(X)|A)= > [f(r)P(X=r]A).

reX(Q)
Im kontinuierlichen Fall ist dies:
BG4 = [ 1) patr)
reX(Q)

wo pa(r) = % Fx(r| A) die Dichte der bedingten Verteilung ist.

In Analogie zum Satz von der totalen W’keit 1.31 gilt:

Satz 2.59:
Sei Uq,...,U, eine disjunkte Zerlegung des Stichprobenraums ) = U;U;
eines beliebigen Modells (2, &, P). Dann gilt fiir jede Zufallsvariable X :
Q) — R und jede glatte Funktion f : R — R:
E(f(X) =) E(f(X)|Ui) P(U) .

i=1
Beweis: Die Formel von der totalen Wkeit 1.31 liefert:

n n
Fx(r)=P(X <r)=Y P(X <r|U;) P(U;) =Y _ Fx(r|U;) P(U) .

i=1 i=1
Aus der Definition iiber Stieltjes-Summen 2.18 ist unmittelbar klar, dass
Stieltjes-Integrale linear in der Maf)funktion sind. Mit o, 8 € R gilt fiir F' =
aFy + 3 Fy:

f(r) dE(r) = (r) dFy(r) + f(r) dFy(r) .
(a,b] (a,b) (a,b]

Mit der Summendarstellung von Fx(r) folgt unmittelbar die Behauptung.
Q.E.D.
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Diese Formel eignet sich bei Hintereinanderschaltung von Experimenten. Ein
erstes Experiment liefert das Ursachensystem U; fiir ein zweites Experiment:

Beispiel 2.60: Gegeben sei ein Topf mit 70 fairen Miinzen und 30 Miinzen mit 2
Kopfen. Man entnimmt dem Topf eine Miinze und wirft 1000 mal. Wieviele Képfe wird
man im Mittel werfen?

Lésung: Seien U; = ,jich habe eine faire Miinze gezogen“, Uy = ,;ich habe eine unfaire
Miinze gezogen“. Nach der Auswahl erfolgt die n = 1000-fache Wiederholung eines
Bernoulli-Experiments mit dem Erwartungswert n - P(,,Kopf“). Fiir X = ,die Anzahl
der geworfenen Kopfe bei 1000 Wiirfen® gilt

70 30
E (X = E (X =1 P = — P = —
und damit
70 30
E(X) ZE(X‘Ul)P(Ul)+E(X|U1)P(U2) = — 500+ —— - 1000 = 650 .

100 100




Kapitel 3

Anwendungen: Laufzeitanalyse
von Sortieralgorithmen

(siehe Kapitel I, § 9 in U. Krengel: Finfihrung in die W’keitstheorie und
Statistik, 5. Auflage, Vieweg, 2000).

Als typische Anwendung des Konzepts von Zufallsvariablen in der Informatik
werden in diesem Kapitel die Laufzeiten zweier wohlbekannter Sortieralgorith-
men diskutiert: MERGESORT und QUICKSORT. Beides sind Standardalgo-
rithmen, die auch in der Praxis verwendet werden. Es geht um die Frage der
“mittleren Laufzeit”, d.h., wie grof ist der Erwartungswert der Laufzeit, wenn
eine stochastisch gewéhlte Liste zu sortieren ist?

Bei MERGESORT ergibt sich fiir Listen der Lange m eine Laufzeit von ~
c¢n logy(n), wobei sich die Laufzeiten im giinstigsten/ungiinstigsten/mittleren
Fall nur durch den Wert der “Konstanten” ¢ unterscheiden. Hier liefert die sto-
chastische Analyse ein nur geringfiigig realistischeres Bild als die “best case”-
und “worst case”’—Analyse: im Mittel gilt ¢ = 1.

Bei QUICKSORT stellt sich heraus, dass die stochastische Analyse absolut not-
wendig ist, um die praktische Brauchbarkeit des Algorithmus zu beurteilen: der
“worst case” ist mit der Laufzeit O(n?) unakzeptabel langsam. Trotzdem ist
QUICKSORT ein in der Praxis beliebter und guter Algorithmus: im stochasti-
schen Mittel ist die Laufzeit nur O(n In(n)).

Gegeben ist das Problem, eine ungeordnete Liste von Objekten “aufsteigend”
anzuordnen. Auf den Objekten sei eine Ordnung gegeben, d.h., fiir jedes Paar
a,b kann a < b entschieden werden (z.B., es handelt sich um Zahlen oder um
Zeichenketten, die lexikographisch anzuordnen sind). Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann man sich vorstellen, dass die willkiirlich angeordneten Zah-
len 1,2,...,n zu sortieren sind.

Als “Laufzeit” wird hier die Anzahl der Vergleichsoperationen
a < b gezéhlt, die im Laufe der Sortierung durchzufiihren sind!

91
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3.1 MERGESORT

Zur Vereinfachung der Analyse wird hier vorausgesetzt, dass die Linge n der
zu sortierenden Liste eine Zweierpotenz n = 2™ ist. Das allgemeine Ergebnis
stimmt i.W. mit diesem Spezialfall iiberein.

Die Grundidee ist “divide and conquer”: zerlege eine ungeordnete Liste in 2
gleichgrofle Teillisten, sortiere diese getrennt, dann erfolgt ein Verschmelzen
(engl.: “merge”) der beiden geordneten Teillisten zu einer geordneten Gesamt-
liste. Das Verschmelzen geschieht durch folgenden rekursiven Hilfsalgorithmus
MERGE, der als Vorbereitung zu diskutieren ist:

Es seien zwei sortierte Listen Ly = [a1, a2, ..., ak, ] und Ly = [by, b, ..., by,] der
Léngen k1 bzw. ko mit a1 < as < ... bzw. by < by < ... gegeben.

Sei L eine (globale) Ergebnisliste, die die sortierten Elemente aufnehmen soll.
Diese sei zunéchst leer:

MERGE(L1 : [al,ag,...], L2 : [bl,bg,...])

0) Ist Ly bzw. Lo leer, dann fiige Lo bzw. Lj hinten an L an und
RETURN(L).

1) Ist a; < by, so entferne a; aus Lj und fiige a; hinten in die Ergeb-
nisliste L ein. Sonst entferne b; aus Lo und fiige b; hinten in die
Ergebnisliste L ein.

2) rekursiver Aufruf L = MERGE(L;, Ly) mit den verkiirzten Listen
L bzw. Ly und RETURN(L).

Im rekursiven Aufruf MERGE(L;, L2) enthélt L die bereits angeordneten klein-
sten Elemente, L1 und Ly enthalten die noch an L anzufiigenden verbleibenden
groferen Elemente. In jedem MERGE-Schritt wéchst L um ein Element, damit
ruft sich MERGE maximal ki + ko mal rekursiv auf. Falls es nicht zu einem
vorzeitigen Abbruch 0) kommt (falls L; oder Lo leer ist), wird pro Aufruf ge-
nau eine Vergleichsoperation a; < by durchgefiihrt. Der letzte Aufruf terminiert
sicherlich durch 0) und braucht dabei keine Vergleichsoperation. Damit gilt fol-
gende Abschitzung fiir das Verschmelzen zweier geordneter Listen der Lénge
kil, k?g:

Es werden maximal k1 + k2 — 1 Vergleichsoperationen gebraucht.
Andererseits werden mindestens min(kq, ko) Vergleichsoperationen
gebraucht, denn die ersten Elemente miissen jeweils verglichen wer-
den, bis eine Liste leer ist.
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Allgemeiner gilt: seien ¢; < ¢3 < -+ < ¢, die z grofiten Elemente aller beteilig-
ten Objekte {ai1,...,ak,,b1,...,bg, }. Enthilt L1 = [a1,a2,..., 0k —2,C1,...,Cs]
diese Elemente, so ist nach hochstens k1 — z+ ko Schritten die Liste Lo leer, denn
die Elemente c1,co etc. werden mit Sicherheit nicht aus L; entfernt, solange
Lo noch nicht leer ist. Ist Lo leer, so terminiert MERGE sofort. Analog ist Ly

nach hochstens k1+ko— 2z Schritten leer, wenn Lo die Elemente ¢, .. ., ¢, enthalt.
Im Folgenden interessiert nur der Spezialfall k; = ky =: k. Zusammenfassend
gilt:

MERGE braucht zum Verschmelzen zweier geordneter Listen mit
jeweils k Elementen zu einer geordneten Liste mit 2k Elementen mi-
nimal k und maximal 2 k —1 Vergleichsoperationen. Enthilt eine der
Listen die z grofiten aller beteiligten Elemente, so braucht MERGE
maximal 2 k — z Vergleichsoperationen.

Wir brauchen spiter folgende Umformulierung (ersetze z durch 2k — z):

MERGE braucht beim Verschmelzen zweier geordneter Listen der
Lénge k£ maximal z Vergleichsoperationen, wenn die 2 k — z grofiten
aller beteiligten Elemente alle in einer der beiden Listen sitzen.

Nun zur eigentlichen (rekursiven) Sortierung MERGESORT, in der MERGE als
Hilfsfunktion eingesetzt wird. Gegeben sei eine ungeordnete Liste L der Lénge
n = 2" die rekursiv immer weiter halbiert werden kann, bis Teillisten mit
jeweils einem Element entstehen:

MERGESORT(L : [a1, ..., an))

0) Hat L nur ein Element, dann RETURN(L).
1) Zerlege L in zwei gleichgrofle Teillisten:

le[al,...,a%], ng[agﬂ,...,an].
2) Sortiere die Teillisten durch einen rekursiven Aufruf:
S; = MERGESORT(L;) , Sy = MERGESORT(Ls) .

3) Verschmelze die sortierten Teillisten: S = MERGE(S7, S2).
4) RETURN(S).

Sei M}, die Anzahl der Vergleichsoperationen, die MERGESORT beim Sortieren
einer Liste der Lange k bendtigt. Sei Zyi, die Anzahl der Vergleichsoperationen,
die MERGE beim Verschmelzen zweier geordneter Listen der Lénge k zu ei-
ner geordneten Liste der Linge 2k bendttigt. Der rekursiven Arbeitsweise von



94 KAPITEL 3. ANWENDUNGEN: LAUFZEITANALYSE

MERGESORT entsprechend gilt:

M, = QM% +Zn=2(2M%+Zg)+Zn
= 4M%+2Z%+Zn:4(2M%+Z%)+2Z%+Zn
= 8M%+4Z%+2Z%+Z =...

.. . .
= TLM1+§Z2+ZZ4++QZ%+Z7L
Wird die Eingabeliste stochastisch gewahlt, sind M, und Z; Zufallsvariable.
Mit My = 0 folgt der gefragte Erwartungswert

B(M) =5 E(Z) + TE(Z) + - + 2E(Zy) + B(Z) . (#)

Es gilt damit, den Erwartungswert der Z (k = 2,4,8,...,n) zu bestimmen.

Betrachte die Situation, wenn MERGESORT mit einer ungeordneten Teilliste
L = [a1,...,a9;] der Linge 2k aufgerufen wird. Diese Liste wird in zwei un-
geordnete Teillisten Ly = [a1,...,ax] und Lo = [agy1,...,a9,] aufgespalten.
Der rekursive Aufruf S; = MERGESORT (L), So = MERGESORT(Ls) liefert
geordnete Listen S, So der Linge k. Es geht um die Zufallsvariable

Zsy, = Kosten von MERGE(S], S2) .

Die ungeordnete Liste L = [aq,...,as] kann als eine Teilmenge {a1,..., a9}
aller Elemente der Eingangsliste angesehen werden. Der Zufallsmechanismus
kann darauf reduziert werden, L zufillig in zwei gleichgrofie Teilmengen L1, Lo
mit jeweils £ Elementen aufzuspalten. Beachte, dass in der Tat die Reihenfolge
der Elemente in den Teillisten L, Lo irrelevant fiir die anfallenden Kosten
Zo sind, denn jede Umordnung innerhalb von L; bzw. Lo fithrt zu den selben
sortierten Listen S7 bzw. S;. Damit entspricht eine unsortierte Liste einer
Menge.

Nach Hilfssatz 1.9.c) gibt es (2kk) = g,kk),' Moglichkeiten, L (als Menge mit 2k
Elementen) in zwei Teilmengen Ly, Lo mit jeweils k& Elementen aufzuteilen.

Nach den Voriiberlegungen zu MERGE nimmt die mégliche Anzahl der Ver-
gleichsoperationen Zs;, beim MERGE zweier Listen der Lange k& mogliche Werte
zwischen k und 2k — 1 an. Sei z eine ganze Zahl zwischen k und 2k — 1. Wir
fragen: wieviele der (Qkk) Moglichkeiten der Aufteilung von L in Ly und Lo sind
so, dass das Ereignis “Zy, < 2”7 eintritt?

Nach den Voriiberlegungen zu MERGE zerlegt sich das Ereignis “Zo; < 2”7 in
die beiden disjunkten Fille
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1) die 2k — z grofiten Elemente von L wandern alle nach L,
2) die 2k — z groBten Elemente von L wandern alle nach Lo.

In den (Qkk) Aufteilung der Menge L in die Teilmengen Ly und Lo gibt es (;)
Mbéglichkeiten, die 1) entsprechen. (Die 2k — z grofiten Elemente gehen in Lj.
Es verbleiben 2k — (2k — z) = z Elemente von L aufzuteilen in die verbleibenden
k — (2k — z) = z — k Elemente von L; und k Elemente, die in Ly wandern.)
Analog gibt es (Z) Moglichkeiten, die 2) entsprechen. Damit folgt

z
<k> 220 KKl 2 2 k!
P(Zop < 2) =2 = =
(Zax < 2) 2k\ k! (z— k)l (2k)! (2 —k)! (2k)!
k
und hieraus
P(Zop=2) = P(Zop <2) — P(Zor, <2—1)
2 21 k! 2 (z— 1)K

(z—k) (2k)!  (z—1—Fk)! (2k)!
2 (z — 1)! k! z

T (z—1- k) (2k) (z I<:_1>
2 (z—=1)EK! k

(z—=1—=Fk)(2k)! z—k

2(z— 1)k E

(z— k) (2k)!

Mit den moglichen Werten z = k, k+1,...,2k—1 ergibt sich als Erwartungswert

2k—1 2k—1

22V Kkl k
E(Z P(Zop=2) = 3 —— 2 _
2) Zz 2% = 2) ;c(z—k)!(%)!
2klk %Zl 22Kk = (2 R) o) | 24P
@b & -k @R & 2 |kt

Hierbei wird in (x) die Identitét Zf;(l](z + E)l/2! =k (2k)!/(k + 1)! verwendet
(z.B. durch Induktion nach k zu beweisen). Die Formel (#) liefert nun als End-
ergebnis den gefragten Erwartungswert fiir die Kosten von MERGESORT einer
Liste mit n = 2™ Elementen:

n n
E(Mn)=§E(22) + ZE(Z4) + o + 2E(Z2) + E(Zn)
m m m .
2m 7,2(27,—1)2
=D 5 B(Zy)=2" Y 27 B(Zpyn) =27 ) 2 =)
=1 =1 =1
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m

27022272 21 271 +1 -1
m . m —
=2 221 1_|_1 o ZQZ 1+1 Z 92— 1+1

N L N | “ 1 “ 1
;22—1+1 ;21—1+1 " ;21—17%

Die Summe Y 7", 1/(2°"'+1) konvergiert mit wachsendem m schnell gegen einen
Grenzwert mit dem numerischen Wert 1.264.... Mit 2™ = n und m = logy(n)
bekommt man als mittlere Laufzeit von MERGESORT auf Listen der Linge n:

E (M,) = n(logy(n) —1.264...) .

13

Zum Vergleich noch die Ergebnisse fiir den “best case” und den “worst case”.
Nach den Voriiberlegungen zu MERGE gilt k£ < Zy, < 2k —1. Setzt man jeweils
die unteren und oberen Grenzen in

n n = 2"
M= Zot g2t 20y + Zn= ) o7 Iy
1=1

ein, so ergibt sich bestenfalls die Laufzeit
2m 2™m 1
anZ?T 1:7:§nlog2(n)

und schlechtestenfalls
Loom . 1 1
S;Qi@—l):Q ( —1+2—m):n<10g2(n)—1+;>.

Die mittlere Laufzeit liegt (fiir groies n) recht dicht an der schlechtesten Laufzeit
und ist damit etwa doppelt so hoch wie die bestmogliche Laufzeit. All dies ist
jedoch O(n logy(n)) und damit in jedem Fall eine sehr schnelle Sortierung.

3.2 QUICKSORT

Eine Variante von QUICKSORT wird z.B. im sort—-Kommando des UNIX-
Betriebssystems verwendet. Es handelt sich um einen leicht zu implementieren-
den und “im Mittel” schnellen O(n In(n))-Algorithmus, der jedoch sehr seltene
“worst case”—AusreiBer mit der Laufzeit O(n?) aufweist.

Der QUICKSORT-Algorithmus sortiert ein Liste L = [ay,...,ay] der Linge n
rekursiv:
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QUICKSORT(L : [a1,...,an))
0) Ist L leer oder hat L nur ein Element, dann RETURN(L).
1) Wihle zuféllig einen (gleichverteilten) Index k € {1,...,n}.

2) Vergleiche alle Elemente in L mit dem k-ten Element L[k]. Sei L<
die Menge aller Listenelemente in L, die kleiner sind als L[k]. Sei L~
die Menge aller Listenelemente in L, die grofer sind als L[k].

3) Stelle die Mengen L= und L~ als unsortierte Listen dar und sortiere
sie durch einen rekursiven Aufruf:

S< = QUICKSORT(L<), S> = QUICKSORT(L>).

4) Verkette die sortierten Teillisten:

S = [Elemente von S<, L[k], Elemente von S~].

5) RETURN(S).

Sei ), die Anzahl der Vergleichsoperationen, die QUICKSORT zum Sortieren
eine Liste der Linge n bendtigt. Dieser Wert wird wiederum als die Laufzeit
interpretiert. Die Kosten fallen im Schritt 2) an, wo n — 1 Vergleichsoperationen
gebraucht werden, um L[k] mit allen anderen Listenelementen zu vergleichen.

Der “worst case” tritt ein, wenn in jedem rekursiven Schritt entweder L< oder
L~ leer sind, d.h., es wird zufillig das jeweils kleinste oder grofite Element L[k]
gewihlt. In diesem Fall addieren sich die in 2) anfallenden Vergleiche zu

n(n—1)

Qu=(m=1) + (n=2) + - + 1=—7

auf, die “worst case”-Laufzeit ist also O(n?). Dies sieht nicht sehr attraktiv
aus. Gliicklicherweise ist das Eintreten des “worst case”-Falls sehr unwahr-
scheinlich. Ein realistischeres (und wesentlich positiveres) Bild liefert eine
genauere stochastische Analyse. Wir betrachten dazu eine fixierte Eingangsliste
und berticksichtigen nur den in Schritt 1) eingebauten Zufallsmechanismus.
Das Ergebnis der Analyse gilt unverdndert auch dann, wenn man als weiteren
Zufallsmechanismus die Eingabeliste zufillig variiert (siche Krengel fiir Details).

Sei Z, — 1 die Anzahl der Elemente von L<, d.h., Z, ist die Position, die
das zufillig gewiihlte Element L[k] in der fertig sortierten Liste hat (also: die
Zufallsvariable Z,, kann Werte zwischen 1 und n annehmen). Die Liste L~ hat
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dann n — Z,, Elemente. Mit den n — 1 Vergleichen in 2) und den rekursiven
Aufrufen in 3) gilt:

Qn=n—-1+Qz,-1+Qnz,
wobei Z,, zufillige Zahlen zwischen 1 und n darstellt. Fiir die Erwartungswerte
folgt
E(@Qn) =n—-14+E(Qz,—1) +E(Qn-z,) -

Wir miissen zunéchst die Verteilung von 7, bestimmen. Sei dazu K die Zu-
fallsvariablen, die den in 1) zufillig gew#hlten Index k liefert. Beachte, dass bei
einer gegebenen unsortierten Liste L = [ay, ..., a,] jeder Wert k eineindeutig zu
einem Wert z von Z,, gehort. Damit ist Z,, genauso wie K auf {1,...,n} gleich-
verteilt!. Mit Satz 2.59 und dem Ursachensystem U, = “Z,, = 2", z=1,...,n,
ergibt sich

E(Qn) = n-1+ Y E(Qz,1|Zn=2) P(Z,=2)

z=1

+ > E(Qn-z, | Zn=2) P(Zn=2).
z=1

Fiir gegebenes Z, = z stimmen die Zufallsvariablen @z, _1 bzw. Q,_z, aber
mit Q,—1 bzw. Q,_, iiberein, und mit P(Z,, = z) = 1/n folgt die Rekursion

1< 1<
E(Qn) :n_1+n;E(Qz—l)+n;E(Qn—z) .

Nach Umsummierung z — n — z+ 1 der zweiten Summe sieht man, dass sie mit
der ersten Summe iibereinstimmt. Es folgt

n n—1
B(Qu)=n—1+2 BQ)=n-1+>3 E(@)
z=1 i=1

(beachte E (Qo) = 0 bei der letzten Umsummation). Die Modellierung ist hier-
mit abgschlossen, bis auf verbleibende mathematische Arbeit ist ¢, := E (Qy)
eindeutig durch diese Rekursion bestimmt: wir kennen gg = g1 = 0, hieraus folgt
q2, daraus g3 etc. Es verbleibt lediglich, die obige Rekursion in eine geschlossene
Form zu bringen. Zunéchst folgt aus

n—1

ng,=n(n—1)+2 ZQi
i=1

'Formal: sei z = w(k) der Wert von Z,, der dem Wert k von K entspricht (7 ist eine
Permutation von {1, ...,n}). Damit stimmen die Ereignisse “K = k” und “Z,, = w(k)” iiberein
und haben fiir alle Werte von k (und damit fiir alle Werte von z = w(k)) dieselbe Wkeit 1/n.
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und (n - n—1)

(n—=1)gn—1=Mm—-1)( 2) 42 ZQz

durch Differenzbildung
ngn — (n_ 1)(]71—1 = 2(77,— 1) +2qn-1,

also
ng,=2Mn—-1)4+n+1)g—1 .

Wir stellen g, in der Form ¢,, = 24 (n+1) b,, dar. Einsetzen liefert eine einfachere
Rekursion fiir b,:

n(2+n+1)b,) = 2(n—1)+n+1)(2+nby_1)
= 2n4+nn+1)b, = 2n—-24+2n+2+n(n+1)b,—1
= nn+1)b, = 2n+n(n+1)b,—1
2
= b, = bp- 1+?-
Diese Rekursion ist sofort gelost:
2 2 2 2 2 2
bp=——+ by — bpgo=———+— bp—
n n+1+n1 +1+ +n2 +1+n+n_1+n3
9 9 9 n+1
- = 2 a2 =9 Z 94 b .
o e R ) ;Z +bo
n+1

Mit go = 0 und dementsprechend by = —2 folgt b, = —4 + 2 Z — und hiermit
i
i=1
n+1
gn=2+Mn+1)b, = 2—4d(n+1)+2(n+1) ZE
i=1
n+1

= 212(n+1) (—2+Z -).

Die verbleibende Summe ist wohlbekannt, es gilt

n+1

- 1
Tim. ( >~ — Inn+ 1)) = O =0.5772...
1=

(C ist die sogenannte Euler—Konstante).
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Ergebnis: der Erwartungswert der Laufzeit von QUICKSORT fiir (grofe) Li-
sten der Lénge n ist

qn:E(Qn)w2(n+1)<1n(n+1)+0—2)—1—2,

also von der GréBenordnung 2n In(n) ~ 1.39 n logy(n). Die mittlere Laufzeit
ist damit dramatisch kleiner als die “worst case”—Laufzeit n (n — 1)/2.



Kapitel 4

Grenzwertsatze

Dieses Kapitel ist gewissermaflien der Hohepunkt der bisher entwickelten Theo-
rie und bietet gleichzeitig einen Ubergang zum Einsatz der Wkeitstheorie in
der Praxis. Bislang waren wir immer von Modellvorgaben ausgegangen: “Sei X
so-und-so-verteilt mit dem/der/den Erwartungswert/Streuung/Eigenschaften
etc.” In der praktischen Anwendung ist es kaum realistisch, von konkreten Ver-
teilungen mit bekannten Parametern auszugehen. Stattdessen wird man eher
einen Satz von Messdaten vorliegen haben, die stochastisch zu interpretieren
sind (Statistik). Die folgenden Grenzwertsétze sind hilfreich, statistische Daten
in das Geriist der W’keitstheorie einzuordnen.

4.1 Das (schwache) Gesetz der groflen Zahl

Gegeben sei eine unfaire Miinze. Um P(,,Kopf“) zu bestimmen, wird man sie
héufig werfen und dann
Anzahl der geworfenen Kopfe
Anzahl aller Wiirfe
setzen. Wieso (bzw., in welchem Sinne) liefert dies eine verniinftige Schétzung
fiir P(,,Kopf“)?
Satz 4.1: Das (schwache) Gesetz der grofien Zahl
Seien X1,...,X, unabhéingige Zufallsvariable, alle mit dem selben Er-
wartungswert p = E(X;) = .-+ = E(X,) und der selben Streuung
o=0(X1)="-=0(X,). Sei

1 n
X, = nZ;X
1=

die “Mittelwert”—Variable. Fiir jedes € > 0 gilt

2

_ o
P(’Xn—M‘ZG)SE,

P(,Kopf*) ~

101
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bzw., dquivalenterweise

P(|X,—pl<e)>1———.
€

Bew: Wegen der Unabhingigkeit ist nicht nur der Erwartungswert, sondern
auch die Varianz linear (siehe Abschnitt 2.5.2):
1o 1
B(Xn)=—> B(X)=—> p=p,
i=1

n
=1

a 1< 1 <& 1 & 2 o
Var(Xn):Var(n;Xi):nQ;Var(Xi):Tﬂ;U =
Die Chebyshev-Ungleichung 2.36 liefert sofort:

o > > Var (X, o?
P(X, —E(X,)| 2 ) = P(1 X0 —p > ) < ”:n

Q.ED.

25.6.57] | Interpretation 1, 4.2:

Man betrachte den Spezialfall, dass alle Variablen X1, ..., X, die selbe
Verteilung haben, also das selbe Zufallsexperiment darstellen: es geht also
um n unabhéingige Wiederholungen des selben Experiments.

Die Variablen Xi,..., X, werden als unabhéngige Wiederho-
lungen ein und des selben Zufallsexperiments X interpretiert.
Die Mittelwertvariable X,, entspricht dann dem Zufallsexperi-
ment: , fiihre n unabhéngige Einzelmessungen von X durch und
betrachte den Mittelwert®.

Zu jedem noch so kleinen vorgegebenen € > 0 wird die Wahrscheinlich-
keit, dass der Mittelwert um mehr als € vom (in der Regel unbekannten)
Erwartungswert des FEinzelexperiments X abweicht, mit wachsendem n
immer kleiner (also, je 6fter man das Einzelexperiment wiederholt). Kom-
plementér: die Wahrscheinlichkeit, dass der Mittelwert bis auf ein € den
Erwartungswert liefert, liegt bei geniigend groBem n praktisch bei 1.

In dieser Interpretation liefert das Gesetz der grofien Zahl iiberhaupt erst
die Grundlage, die mathematische W’keitstheorie auf praktische Fragestel-
lungen anwenden zu kénnen (Statistik). Die Parameter einer Verteilung
wie z.B. der Erwartungswert sind in praktischen Experimenten unbekannt,
man muss sie durch Messungen abschétzen:
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Man kann den Erwartungwert p = E (X) eines Einzelexperiments
X durch empirische Mittelwerte X,, messen! Wenn die “Stichpro-
bengrofle” n nur grofl genug ist, d.h., wird nur geniigend oft wie-
derholt, so approximiert der Mittelwert mit grofler W’keit den Er-
wartungswert. Fiir jedes feste € > 0 gilt:

lim P(| X, —pul<e)=1.

n—oo

Umgekehrt liefert diese Aussage die Interpretation des Erwartungswertes
als Kennzeichen einer Zufallsvariable, der ja in Definition 2.22 als rein
mathematisches Objekt eingefiihrt wurde:

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable entspricht dem Wert, den
man nach hiufiger unabhéngiger Wiederholung des Experiments
durch Mittelung erhalt.

Daher der Sprachgebrauch 2.23:

»~X nimmt im Mittel den Erwartungswert E (X) an“.

Interpretation 2, 4.3:
Wir lassen nun einen gewissen Paradigmen-Wechsel zu. Wie interpretiert
man eine W’keitsaussage wie

0.2

P(| X0 — pl <6)21_E
in einer praktischen Anwendung? Bislang war unsere Interpretation: sei
das Modell (der Stichprobenraum, die Verteilung, die Parameter wie z.B.
der Erwartungswert p etc.) vorgegeben. Dann wurde die obige W’keit
folgendermafBen interpretiert:

Fiithren wir (in Zukunft) ein reales Zufallsexperiment durch,
so werden wir dabei mit der berechneten bzw. abgeschétzten
W’keit konkrete Werte X1 = x1, Xo = 2o, ... , X, = z, er-
mitteln, deren Mittelwert z,, = %2?21 x; bis auf eine absolute
Genauigkeit ¢ Werte in der Néhe des (vorgegebenen) Erwar-
tungswerts p annimmt.

D.h., eine praktische Interpretation beinhaltet, Zufallsvariable X; (mathe-
matisch ein “Abstraktum”: Funktionen vom Stichprobenraum nach R)
durch konkrete Zahlen x; (“Messwerte eines tatséchlich durchgefiihrten
Zufallsexperiments”) zu ersetzen.
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Von nun an erlauben wir auch folgende Interpretation: Das tatsédchliche
Zufallsexperiment sei bereits durchgefiihrt, es liegen Zahlenwerte (“Mes-
sungen”) X1 = x1, , ... , Xp = x, mit dem Mittelwert z, = %2?21 T;
vor. Wo bleibt nun in der Aussage

0.2

Py~ <€) 21— 5
das intuitive Konzept von “W’keit”, wenn X,, einen gemessenen Zahlen-
wert Z,, angenommen hat? Nun, man mache sich klar, was ein Modell (im
Sinne der philosophischen Erkenntnistheorie) prinzipiell ist: es kann nicht
(und soll nicht) ein mathematisches Abbild einer “absoluten Wahrheit”
sein. Konkret heif3t dies hier, weder konkrete Verteilungen noch Parameter
sind in praktischen Anwendungen wirklich bekannt.

Ersetzen wir in P(|X, — pu| < ¢) die Zufallsvariable X,, durch einen
Messwert %, so interpretieren wir

0,2

P(‘fn_ﬂ‘<f)21—ﬁ

folgendermafen:

P(|Z,—u| < €) gibt die ,,Sicherheit* an, dass der (unbekannte)
Erwartungsert p bis auf eine absolute Genauigkeit € in der Néhe
des gemessenen Mittelwerts z,, liegt.

Diese Interpretation ldsst sich nicht sauber in das strenge Konzept der
W'keitstheorie einordnen (dazu miissten wir p in irgendeinem Sinne als
eine Zufallsvariable interpretieren). Daher sprechen wir bei P(|Z,—u| < €)
nicht von einer W’keit, sondern von einer (nur intuitiv zu interpretieren-
den) Sicherheit.

In der Tat ist die obige Interpretation ein arg einfaches Weltbild, das
zu Proteststiirmen ausgemachter Stochastiker fiihren diirfte, die in der
»Ochétztheorie“ eine saubere Interpretation im Sinne des W’keitsmafes
der unterliegenden Modelle benutzen.

Das Interval [Z,, — €, Ty, + €] wird auch Konfidenzinterval fiir den Para-
meter p zur Sicherheit P(| X, — pu| < €) genannt.

Bemerkung 4.4: Es gibt auch ein sogenanntes starkes Gesetz der grofen Zahl.
Dies ist die (stédrkere) Aussage

P(lim [ X, —p|=0)=1,

wobei mit P( lim |X,, — u| = 0) gemeint ist P({w € ; lim X, (w) = u}). Siehe
n—oo n—oo
Krengel, Kapitel §12.
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Beispiel 4.5: Zuriick zum Problem, fiir eine unfaire Miinze P(,, Kopf“) durch empirische
Messung zu bestimmen. Allgemein, sei ein Bernoulli-Experiment X : Q — {0, 1} mit
unbekannter Erfolgswkeit p = P(X = 1) (und ¢ = P(X = 0) = 1 — p) gegeben. Nach
Beispiel 2.38 (mit n = 1) gilt

E(X)=p, Var(X) =pq .

Seien X1, ..., X, unabhingige Wiederholungen von X. Damit hat der Mittelwert die

Interpretation
n

. 1 Z ‘ Anzahl der Erfolge

X, =~ = .
) " Anzahl der Versuche

i=1

Das Gesetz der groflen Zahl liefert fiir jedes € > 0:

P(X,—e<p<Xpte) > 17% > kﬁ.
(Beachte: fiir jedes Bernoulli-Experiment gilt Var (X) =pg =p(1 —p) < 1/4. Dies ist
hier hilfreich, da p ja nicht bekannt ist, sondern erst noch abgeschiitzt werden soll.)
Angenommen, eine unfaire Miinze wurde n = 1000 mal geworfen, worden, es sei dabei
600 mal , Kopf“ eingetreten, also: das Ereignis X,, = Z, = 0.6 ist eingetreten. Mit
verschiedenen Werten von € ergeben sich die Sicherheiten

1 1
— . P0.6-0.1 06+01) >1————~ = 0975
=1 Tt <p<06+01) = 1= 500 1/70)2 :
1 1
— . P0.6-005<p<06+005 >1—— - =09,
€=5° Pl b +0.05) 2 1= 73500 (1/20)2
1 1
— . P06-002<p<06+002) >1—— - —0375.
=5 I P +002) = 1= 1500 (1/50)2

Also: nach dem Experiment kann ich mit mindestens 97.5%-iger Sicherheit sagen, dass
p im Intervall (0.5,0.7) liegt. Mit mindestens 90%-iger Sicherheit liegt p im Intervall
(0.55,0.65). Mit mindesten 37.5%-iger Sicherheit liegt p im Intervall (0.58,0.62).

Anmerkung: eine sehr dhnliche Diskussion haben wir schon einmal in Beispiel 2.39
gefithrt. Die Variable S,, = nX,, = > . X; = ,, Anzahl der Erfolge eines Bernoulli-
Experiments® ist bekannterweise binomial-verteilt, also

P(|X, —pl<e)=P(InX, —np| <ne)=P(|S, —E(S,)| <ne)

= Y PS.=k) = % )(Z)pkqn—k,

k=0,...,n k>n (p—e
[k—np|<ne k<n (p+e)

Da wir p nicht kennen, kénnen wir diese W’keiten zwar nicht exakt berechnen, aber



106 KAPITEL 4. GRENZWERTSATZE

mit p = 0.6, n = 1000 grob abschétzen:

n (0.6+0.1)—1

n ko gk 1.33
> (k) 0.6"0.4"7F ~ 1- =,
k=n (0.6—0.1)+1

Q

_ 1
P( X, — 7)
| pl < 10

n (0.640.05)—1

_ 1
P(|Xn —p < 27)) ~ 3 (Z) 0.650.4"% ~ 0.9986 ,
k=n (0.6—0.05)+1
1 n (0.6+0.02)—1 n
P(an —) ~ 6F0477F ~ 0.792 .
| Pl <5 > (k>060 0.79

k=n (0.6—0.02)+1

Die vom Gesetz der grofien Zahl gelieferten Sicherheiten sind also arg untertrieben (kein
Wunder, denn das Gesetz der grofien Zahl beruht auf Chebyshev 2.36).

Beispiel 4.6: Bei Wiirfen mit einem evtl. manipulierten Wiirfel soll die W’keit p, eine
»oechs® zu wiirfeln, empirisch ermittelt werden. Wie oft muss man werfen, um p mit
einer Sicherheit von mindestens 97.5% auf eine absolute Genauigkeit von € = 1/1000
festlegen zu kénnen?

Sei X,, wieder die Mittelwertvariable % x,,Anzahl der geworfenen Sechsen bei n Wiirfen“

(Erwartungswert E (X,,) = p):
P(X,—e<p<X,+e) > 0975 = 5.
Geméf Beispiel 4.5 gilt

o o Pq 1
P(X,—e<p< X, > 1—--—= > 1- .
( €=?p te) 2 ne: — 4ne?

Also muss n so grof} sein, dass 1 — 1/(4ne?) > S gilt, also

1 o 10°
(1-S)e2  4.0.025
Dies ist wiederum eine zwar sichere, aber ziemlich grobe Abschéitzung. Setzt man analog
zu Beispiel 4.5 die Approximation p ~ 1/6 in die exakte Binomial-Verteilung der Varia-

ble S,, = ,,Anzahl der Sechsen* ein, so ergibt sich mit n = 10000 000 fiir eine gemessene
relative Haufigkeit Z,, der Sechsen die wesentlich néher bei 1 liegende Sicherheit

AIORGREEES

Probiert man einige Werte von n fiir p = 1/6 mit der obigen exakten Formel aus, so
zeigt sich, dass bereits n ~ 700 000 Versuche fiir die Sicherheit 0.975 reichen:

. 0.9624 fiir n = 600000 ,
P(\:En —p| < m) ~{ 09752 fiir n = 700000 ,
0.9836  fiir 1 = 800000 .

= 10000000 .

>
"=y

|n (1/6+1/1000)] <

1
P( T — —) A
[Zn =Pl < 7500 >

k=[n (1/6—1/1000)]

Wir werden diese Rechnung in Beispiel 4.13 noch einmal aufgreifen.
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Allgemein gilt, dass das Gesetz der grofien Zahl (also i.W. die Chebyshevsche
Ungleichung) zwar sehr wichtig fiir die Philosophie der W’keitsrechnung ist, fiir
die Praxis aber nur schlechte Abschétzungen liefert (siehe die letzten Beispiele).
Der folgende Abschnitt liefert wesentlich genauere Abschétzungen fiir die Bino-
mial-Verteilung.

4.2 Die Normalverteilung als Grenzwert der Bino-
mial-Verteilung: der Satz von Moivre-Laplace

In Abschnitt 2.4.2 wurde mit der Poisson—Verteilung bereits eine Grenzver-
teilung der Binomial-Verteilung vorgestellt. Zur Erinnerung: betrachtet man
n — oo und gleichzeitig p — 0, so dass A = n p konstant ist, so gilt

g (1) o4 o= (3) ()" (- 3) = e

Wir betrachten hier nun einen anderen Grenziibergang: den Grenzfall n — oo,
wobei p konstant gehalten wird.

Fiir binomial-verteiltes S, (= Anzahl der Erfolge bei bei n Wiederholungen eines
Bernoulli-Experiments mit Erfolgsw’keit p) betrachte die relative Erfolgshaufig-
keit X,, = S, /n und

Yn:S\n/%P: p% <Xn—p)-

Es gilt!
1

Vvnpq
Var (Yy,) ) s Var <Sn — np) () o Var (Sy,) “y

Man nennt dieses Y, auch ,zentrierte” (Erwartungswert 0) und ,normierte®
(Streuung 1) relative Erfolgshiufigkeit. Diese ist fiir groes n normalverteilt:

ES

E(Y,) = E(Sn—np>()0,

!Zu (¥) beachte man Beispiel 2.38. Zu (**) beachte man:
Var (@ X + ) =E((a X + )*) = (B(a X + 8))°
=a’E(X?) +2af8E(X) + % — (aE(X) + ) = ’E (X?) — ’E (X)* = o*Var (X) .
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Satz 4.7: (Moivre-Laplace)
Sei Sy, : @ —{0,1,...,n} binomial-verteilt:

n e
P(S,=k) = <k>pkq Fog=1-p
Fiir p - q # 0 gilt:

S, —np 2
limP<a§n§b>:/e_x/2dx.
=00 N V27 Ja
In Worten: fiir groBes n gentigt die zentrierte und normierte Erfolgshéufig-
keit einer Normalverteilung (mit Erwartungswert 0 und Streuung 1).

Der Approximationsfehler fiir grofies n ist O(1/v/n):

Plos 222 cp) - L [+ o).

Beweisskizze: Elementares Abschitzen der Binomialkoeffizienten (Z) iiber
die Stirling-Formel ldsst die Exponentialfunktion auftauchen. Die exakte

Wekeit P (a < f;n%lf < b) ist eine Summe iiber Binomial-Terme, die nach
der Approximation als Riemann—Summe fiir das Integral interpretiert werden

kann. Die Riemann—Summe konvergiert fiir n — oo gegen das Integral.

Hier die technischen Details:
Es gilt

P(aﬁ%ﬁb)zP(n]o—i—a mésnﬁnp+b\/m>

kp
n _
=) <k> PP, ka=[np+avnpql, k=|np+bynpq]

k=kq

abzuschétzen. Die Terme sind damit fiir Werte von k£ zu approximieren, fiir die
|k —np| < const /n gilt, also 1/k = O(1/n) und 1/(n — k) = O(1/n). Mit der
Stirling-Formel fiir Fakultéten (siehe Abschnitt 2.4.2) folgt

<Z> pF gk = %
k n—k m nn ek, e \n—k 1+0(3)
:p\/qﬂ k(n— k) (E) (%) (n—k) (1+0(z) (1+0(:5)
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1 n np\k/ nq \n=k 1
= —) — 1+0(-)) .
V2T \/k(n—k)(k:) (n—k:) ( * (n)>
Ersetze k durch die Abweichungen vom Erwartungswert y = y(k) = k — np.

Mit den relevanten Werten von k gilt |y| < const/n, also y = O(y/n). Mit
k=np+y,n—k=n—np—y=nqg—y gilt:

\/k(nn— k) \/(np+y)n(nq—y) N \/n2pq+nyﬂgq—p) —y?

- : = S (1+0(%)) = 7 (+0( 7))
= - — = AR )

\/npq (14+4D _ gy VRPd " e vn
Fiir den néchsten Faktor gilt:

<@)k:< np >np+y:< 1 )np-‘_y:efnp(lJrn%)ln(lJran)
k np+y 1+#p

DT Ve Tid gV 3 g Y 1
o= o (14 0(5) < (10 )
Fiir den néchsten Faktor gilt analog:
( nq )nfk B ( ng )"H _ ( 1 )"H _ e (1-34) In(1—32)
n—k nqg—1y 1

2 3 2 3 2 1
- O <0 (1 0(2)) = (1+0( ).

e 1,1 _ptg __ 1.
Insgesamt folgt (beachte 4 o =5l = %)

n k n—k 1 1 _y_i y_i ( 1
= — e 7 2np e’ 2ng 1—1—0(—))
<k> P V2r Jnpg Vn
1 1 T 1 1 1 _ 2 1
ST (e 0 ) P S W
V27 Jnpq Vn V27 Jnpq n
Die gesuchte W’keit lésst sich nach diesen Vorbereitungen abschétzen. Es wird
y wieder durch y = k — np ersetzt:

Jnpq = k
ky 2 ky
1 1 _(k=mp) 1
= [ e 2npg + @) —)
k;ﬂ V2w \/npq k;ﬂ
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Setzt man xp = (kK —np)//npq, so ldsst sich der erste Term I als Riemann-
Summe mit einer dquidistanten Zerlegung des Intervalls [z, , 2, +1] mit kon-
stanter Schrittweite 11 — z = 1/,/npq interpretieren. Hierbei ist

Th, = a+0(\/15) , T = b+0<\}ﬁ)

und es folgt

e /2 (2 1—:J:k):L /be_x2/2 dx + O(L> .
* V271 Ja \/ﬁ

oo
1= —
kgk: V2
(Die Approximation eines Integrals durch eine dquidistante Riemann-Summe
hat den Fehler O(1/Schrittweite).) Im Fehlerterm F' erstreckt sich die Summe
nur iber ky —ky +1 ~ 1+ (b—a) /npqg = O(y/n) Terme, also gilt |F| <
O(y/n)O(1/n) = O(1/y/n). Insgesamt ergibt sich damit die Behauptung

P:\/% /abe—“/? dr + 0(\}5) .

Fiir die in Bemerkung 4.8 behauptete gleichméflige Konvergenz beziiglich a und
b miisste man die Abschétzungen verfeinern. Dies ersparen wir uns hier.

Q.E.D.

Bemerkung 4.8: Man kann zeigen, dass diese Approximation durch die Nor-
malverteilung gleichméflig in den Grenzen a und b ist, d.h., der Fehlerterm
O(1/y/n) kann unabhéngig von a und b nach oben abgeschéitzt werden durch
einen nur von n abhidngenden Fehlerterm, der fiir n — oo verschwindet.

Visualisierung 4.9:
Die folgenden Bilder visualisieren den Grenziibergang. Uber dem Intervall
[a,b] = [—4,5] wird die Dichte p(z) = e="/2/\/27 der N(0,1)-Verteilung
gezeichnet. Weiterhin wird fiir p = 0.2 und verschiedene Werte von n das
Analogon einer “Dichte” fiir die diskrete Variable Y, = (S, —np)/\/npq
als Balkendiagramm folgendermafBen dargestellt:

Die Bi(n, p)-verteilte Variable S,, nimmt die Werte k = 0, ...,n an. Diesen
k-Werten werden auf der x-Achse die Intervalle [z, xg+1) der Linge dx =

1/\/npq von jeweils

k—np

vnpgq

T —
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bis xx11 = xr + dx zugeordnet. Uber diesen Intervallen sind jeweils die
konstanten W’keitswerte y, = (Z) pF ¢ /dx der Binomial-Verteilung
dargestellt. Der Skalierungsfaktor 1/dx sorgt dabei dalfiir, dass die Flédche
yi - dx eines Balkens (mit Breite dx) genau die W’keit P(S, = k) =

(Z) pF gk st

Mit wachsendem n konvergiert die diskrete Bi(n, p)-Verteilung offensicht-
lich gegen die kontinuierliche N (0, 1)-Verteilung:

YalnN (v) p"a" % - ynpq
/ x\
F—

i) Tl X9 I3 T4 xT5 Te Ty
k=0 k=2 k=4 k=6

Z70 80 Z9o 2100 Z110 Z120 130
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Folgerungen 4.10:

Die spezielle Form der Moivre-Laplace-Néaherung in Satz 4.7 wird in dqui-
valente Aussagen umgeschrieben. Mit

Sn—np
P<a§7§b> = P(np+a vVnpqg< S, <np+b npq)
v/npq N —EJ

a’ b’

oder auch (mit der mittleren Haufigkeit X,, = S, /n)

P(aé%géb) = P(ag\/ﬁ(X”_p)<b) —

P(a P9 %, —p<b @):P(ma Pl X, <p+b @)
n n n n
—— —— ———— ————

A B A’ B’

folgen unmittelbar allgemeine Approximationen fiir binomial-verteilte Va-
riablen S,, und die verwandten mittleren Haufigkeiten X, = S,/n. Aus
der Moivre-Laplace-Naherung

folgt mit a' = np+a /Apq, b =np+b /apq, alsoa = “HL b = Lonb:

b/fnp
1 Vvnpq 2 1
Pld <8, <V) = — / e/ dr + 0(7) :
VI vn
Mit A=a /21, B=1b /21 alsoa=A S b=DB /o

B n
P(A<X,-p<B) = L / e gy 4+ O(i)

AL vn

(B'=p) \/34
= 1/ ’ \/;e_xQ/Qd:U—{—O(l).
Vor S v

Die Integrale kénnen z.B. mit der Wertetabelle der Funktion ® auf Seite 81
numerisch ermittelt werden:

b b a
/ e~ /2 dp = / e /2 dp — / e /2 dy
a 0 0
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= ;(/b e /2 dp — /a e~ %"/2 daz)
b —a

d(b) fiir b>0 P(a) fiir a>0
1 b 1
— ~=/2 dy = = (sign(b) ®(|b]) — si ) :
v o= [ e dn = g (sien(t) B(3) — sign(a) (1))
Bemerkung und Warnung 4.11: 12.7.07

Fiir groBes n liefert Moivre-Laplace gute Nidherungen, falls die zu berech-
nenden W’keiten nicht allzu klein sind. Man sollte aber nicht erwarten,
dass die Ndherungen (auBer bei riesigem n) auf mehr als einige wenige
Dezimalstellen genau sind. Sind die zu berechnenden W’keiten klein, so
macht sich der additive Fehler O(1/+/n ) stark bemerkbar.

Beispiel: Betrachte eine unfaire Miinze mit p = P(,Kopf*) = 0.6. Die
Variable S,, = ,,Anzahl der Kopfe bei n Wiirfen“ ist Bi(n, p)-verteilt. Wir
vergleichen die exakte Formel

b/

P(d <8, <V)= Z <Z> Pl

k=a'

mit der Moivre-Laplace-Nédherung

b/—np
1 npq 2 1
Pd <8y <V) = —— [V o2 gy o 0(7) .
- - 2T a'—np \/ﬁ

Vnpaq
Fiir n = 100:

P(55< S, <70) = 0.8541..., ~ 0.8256... , Fehler ~ 0.0285 .

exakt Moivre
Fiir n = 10000:
P(5950 < S, <6100) = 0.8286.., ~ 0.8256.., , Fehler ~ 0.0030 .
—_— —_—
exakt Moivre

Die Fehler verhalten sich in der Tat wie O(1/+/n): sie fallen etwa um den
Faktor 1/10, wenn n um den Faktor 100 wéchst.

Achtung: werden kleine W’keiten < 1 approximiert, macht sich der additi-
ve Fehler der Moivre-Laplace-Néaherung bemerkbar. Z.B., fiir n = 10000:

P(5500 < S, <5700) = 5.62-107° ~ 4.57-1071° .

exakt Moivre
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Bemerkung 4.12: Wihlt man in den Folgerungen 4.10 speziell B = —A = € >
0, so erhélt man

- L

P(—e< X, —p<e) e 2 dr + O(i

)

n 1
= (f[)(e —) + O(—) .
pq vn
Damit folgt
lim P(| X, —p|<e)=1,

wie bereits durch das Gesetz der groBen Zahl vorausgesagt wurde: der Erwar-
tungswert E (X') = p der Bernoulli-Variable X : Q — {0, 1} kann als empirischer
Mittelwert X,, haufiger Wiederholungen X; mit grofier Wkeit (,Sicherheit“) S
bestimmt werden. Das Gesetz der groBen Zahl 4.1 liefert fiir das Bernoulli-
Experiment X mit Erwartungswert u = p und Varianz 0 = pq

S = P(|Xp—pl<e) > 1-2L
E“n

dies wird durch Moivre-Laplace verfeinert zu

S = P(|Xn—p|<e) = @(e\/Z) +0<\}ﬁ).

Damit haben wir nun eine bessere Antwort auf die Frage

,Wie oft muss das Experiment X wiederholt werden, um den Er-
wartungswert E (X) = p durch den Mittelwert X, = 13", X; un-
abhéngiger Messungen X; mit Sicherheit S = P(|X,, — p| < €) auf
eine absolute Genauigkeit € festlegen zu kénnen?“

Das Gesetz der grofien Zahl liefert die Abschétzung (siehe auch die Beispiele 4.5

und 4.6) . . .
~ b4

42 1-8 = & 1-8’
itber Moivre-Laplace erhalten wir aus S ~ ®(e ,/ %) mit der Umkehrfunktion

®~! nun die realistischeren kleineren Approximationen

n =

n =~ p—Qq ((I>_1(S))2

bzw.

n> — (@5)° > 2T (@ 1(9))

1
4 ¢? €
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(wir kénnen immer pq < 1/4 benutzen, falls die Gréfienordnung von p, q nicht
bekannt ist). Zum Vergleich fiir verschiedene vorgegebene Sicherheiten S':

S | s | (@71(9)?
0.5 2 0.455
0.683 | 3.2 1.002
0.9 | 10 2.706
0.954 | 21.7 | 4.019
0.99 | 100 | 6.635
0.999 | 1000 | 10.828

Fazit: Moivre-Laplace erleichtert das Leben (liefert realistische Abschétzungen),
wenn man mit grofer Sicherheit den Parameter p empirisch bestimmen mdchte.

Beispiel 4.13: Wir betrachten noch einmal Beispiel 4.6: wie oft muss ein Wiirfel ge-
worfen werden, um p = P(,Sechs“) mit einer Sicherheit von 97.5% auf eine absolute
Genauigkeit € = 1/1000 festlegen zu kénnen? Mit der relativen Haufigkeit X,, der bei
n Wiirfen beobachteten ,,Sechsen® ist n so zu bestimmen, dass

i 1
P(I1%, — vl < m) > 0.975 = S

gilt. Nach der vorigen Bemerkung 4.12 gilt

S < P(|anp|<e) ~ @(e pﬂq) = n > %(@*1(5))2.

Die Wertetabelle fiir @ auf Seite 81 kann zur Bestimmung von Werten der Umkehr-
funktion ®~! benutzt werden. Man findet ®(2.241) ~ 0.975 = S, also muss in guter
Néherung

pq
n > = (2.241)*
gelten. Fiir ¢ = 1/1000 folgt mit der zusitzlichen Annahme eines annihernd fairen

Wiirfels p = 1/6, ¢ = 5/6, dass
n > 697512.25

Wiirfe durchzufiihren sind (vergleiche mit den in Beispiel 4.6 gefundenen Werten).
Ohne die Zusatzannahme p ~ 1/6, ¢ = 5/6 kann man wegen pqg = p(1 — p) < 1/4 die
Genauigkeit € mit der Sicherheit S = 0.975 in jedem Fall fiir

1 2
n > o (2241)7 125552025

Wiirfe garantieren.
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4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz

Der letzte Abschnitt zeigte, dass eine Bi(n,p)-verteilte Variable S,, sich fiir
grofles n durch eine normalverteilte Variable annihern ldsst. Die Binomial-
Verteilung ist die Verteilung einer Summenvariable: S, = Y " X, ist die
Anzahl der Erfolge bei unabhingigen Wiederholungen X; eines Bernoulli-
Experiments X : © — {0,1}. Es stellt sich nun heraus, dass dies nur ein
Spezialfall eines viel allgemeineren Gesetzes ist: jede Summe von unabhéngi-
gen Wiederholungen X; eines beliebigen Experiments X néhert sich fiir grofles
n einer Normalverteilung an, egal ob das Experiment ein Bernoulli-Experiment
ist oder einer (eventuell beliebig komplizierten) Verteilung gehorcht!

Diese bemerkenswerte Figenschaft erlaubt in vielen Fallen, praktische Anwen-
dungen auch dann quantitativ zu erfassen, wenn nichts iiber den unterliegen-
den Zufallsmechanismus bekannt ist. Nach hdufigen Wiederholungen weifl man,
dass Summen und Mittelwerte sich approximativ normalverteilt verhalten (wenn
man nur geniigend oft wiederholt hat).

Satz 4.14: (Zentraler Grenzwertsatz)

Sei X1, Xo,... ein Familie unabhingiger Zufallsvariablen iiber einem ge-
meinsamen Stichprobenraum (2,&, P). Alle Variablen haben die selbe
Verteilung, der gemeinsame Erwartungswert sei p = E(X;) = E(Xy) =
... , die gemeinsame Streuung sei 0 = o(X1) =0(X2) = ... .

Fiir S, = >, Xj, gilt:

S —np

lim P(agni_lo = b /be_x2/2 dx .
n—oo \/ﬁg V2T a

Die Konvergenz ist gleichméfBig in a und b. Der Approximationsfehler fiir
groBes n ist O(1/y/n):

P<a§5n\/_ﬁzuﬁb> = \/;7 /abe_”:z/2 dr + O(\/lﬁ)

Beweisskizze: (nur eine sehr grobe Andeutung)

Zu einer Zufallsvariable X :  — R definiert man die sogenannte , Fourier-
Transformierte X (a) = E (¢!*¥) (mit i = /=1, @ € R). Die Verteilungsfunk-
tion Fx von X ist durch die Funktion X () eindeutig bestimmt. Beispielsweise
lésst sich fiir eine kontinuierliche Variable die Dichte p(z) = F% (z) durch soge-
nannte ,,Fourier-Riicktransformation

p(x) ! /OO e X(a) da

:ﬂ .
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aus X («) rekonstruieren. Die Fourier-Transformation der N (0, 1)-Verteilung be-
rechnet sich zu

e T2 gy = 72

/ \/ NeTS
Es wird gezeigt, dass sich die Fourier-Transformation der Variable

Sn—n i
Vno

fiir groBes n der Fourier-Transformation e=**/2 der N(0, 1)-Verteilung annéhert.
Hieraus folgt dann, dass sich auch die Verteilung von Y,, der N(0, 1)-Verteilung
annéhert.

Es gilt

Y, =

n
E(eiaYn) - E (eiaﬁZk(Xk*#)) — E(Heia }f/k{”#) .
k=1

Da mit den X} auch die Variablen e?®(Xr—1)/(vVno) unabhingig sind, gilt nach
Satz 2.53 die Produktzerlegung des Erwartungswerts:

(@) HE(zan “> (E(eia)f/l{;‘»”

Hierbei wurde verwendet, dass alle Variablen die selbe Verteilung haben. Durch
Reihenentwicklung von exp und In folgt:

In (E(emy’l)) = nln (E (eia)f/lﬁ_:))

—n 1n<E<1 L Xt %( a (Xl—”))z T O<L>)

'yno no n3
1 7 1 o? 1
= n(BO) + o BOG )~ o BIOG - p) + 0( )
Gl VR Py Rl (GGl )
0 o2

(1 g o)) = 0 (- o) = - S0l )

Es folgt, dass die Fourier-Transformierte von Y, gegen die Fourier-Transformier-
te e=*/2 der N(0,1)-Verteilung konvergiert:

2
N —a?/2

E(ef@¥n) = e/ (1+O<\/17L>>

Q.E.D.
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In Analogie zu den Folgerungen 4.10 ergeben sich folgende Umformulierungen.
Hierbei braucht in 4.10 lediglich der Erwartungswert p und die Varianz pq des
Bernoulli-Experiments durch einen allgemeinen Erwartungswert p bzw. eine
allgemeine Varianz o2 ersetzt zu werden:

Folgerungen 4.15:
Mit

P(a<Sn\/_ﬁZu<b> = P(nu—i—a \/ﬁagSnSnu—i—b\/ﬁJ)

a’ b’

oder auch (mit den Mittelwerten X,, = S, /n)

P WSb) _ P<a§\/ﬁ<)§n—u> b) =

X —

S|
IN
IN

P(a

IN

<X,<pu+b

i)

Sie

\%) fP<,u+a%

4
%{
!

folgen unmittelbar allgemeine Approximationen fiir Summenvariablen S,
und Mittelwerte X, = S, /n fiir grofies n. Aus dem Zentralen Grenzwert-
satz

P(a < Snni b) /2 d

e~ g L

folgt mit ' =np+a~/no, b/ =nu+b+/no, alsoa = aonp g Vonp,

Vvno’ Vno

1 b/—np

Vno 2

P(d <8, <V) ~ 2 dy

@<ty ~ = [
Vno

Mn&A:a%,B: L,alsoa:A@,b:Bﬂ:

n n g ag

Die Integrale kénnen z.B. mit der Wertetabelle der Funktion ® auf Seite 81
numerisch ermittelt werden:
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T /ab e™/2 dy = %(sign(b) (|b]) — sign(a) ‘I’(’aD)-

In Analogie zur Bemerkung 4.12 folgt

Bemerkung 4.16: Wihlt man in den Folgerungen 4.15 B = —A = ¢ > 0, so
erhélt man fiir grofies n

— 1 € 2 \/ﬁ
P(—GSXn—,USE)%/ e_x/2dx:¢<e—>
V2m J_e o

A ol

und damit
lim P(| X, —pu| <€) =1,
n—oo

wie bereits durch das Gesetz der groBen Zahl vorausgesagt wurde: der Erwar-
tungswert E (X) = p einer beliebigen Variable X kann als empirischer Mittel-
wert X,, hiufiger Wiederholungen X; mit grofier W’keit (,Sicherheit“) S be-
stimmt werden. Das Gesetz der grofien Zahl 4.1 liefert fiir das Experiment X
mit Erwartungswert u und Varianz o

_ 0'2
P(Xp—pl<e) > 1———

en’

dies wird durch den Zentralen Grenzwertsatz verfeinert zu

P(| X, —p| <e) =~ <I>(e \/ﬁ) .

g

Bemerkung 4.17: Fiihrt man in den Folgerungen 4.15

PA<X,<B) =~ L /(B’u) i e /2 dg
V2T - £
die Substitution x = (r — p) @ durch, so ergibt sich
PA <X, <B) ~ ! / U g
V2m (o/vn) Ja

Dieses Integral entspricht den Wkeiten einer N(p,o?/n)-verteilten Variable
(siehe Abschnitt 2.4.7), d.h., es gilt die Aussage:

Der Mittelwert von n unabhingigen Messungen einer beliebigen
Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Streuung o geniigt fiir
grofles n approximativ einer Normalverteilung mit Erwartungswert
p und Streuung o/\/n.
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Bemerkung 4.18: In der Praxis ergibt sich allerdings das Problem: wie grof3
muss n denn nun wirklich sein, damit die Annahme einer Normalverteilung
realistisch ist? Es gilt folgende Abschéitzung nach Berry und Esseen, falls man
neben dem Erwartungswert p und der Varianz o? = E ((X — p)?) der Variablen
auch noch die Gréfie k = E (|X — u|?) kennt. Fiir beliebiges b € R gilt:

Sp—np 1 b e, 0.8
p(Z <) - / /2 gy | < .
‘ N NCZ 2 S IV
Mit f; = f_boo—ffoo folgt durch die Dreiecksungleichung
Sn—nu 1 b, 1.6 Kk
P( <"<b)—/ 2 g | < .
‘ ! Vno V27 Ja ‘ Tl = o3+\/n

Hieran sieht man deutlich den Approximationsfehler O(1/y/n) des Zentralen
Grenzwertsatzes.

Bemerkung 4.19: In der Praxis kennt man in der Regel weder den Erwartungs-
wert u, noch die Streuung o, noch die GréBe k. Hier setzt nun die Statistik ein:
es seien n unabhéngige Messungen x1, ..., x, einer Zufallsvariablen X gegeben.
Man schétzt dann u, o, k ab durch

n

1 & 1
i’n:n;l'i, @n:n_lz(l‘i—i'n)Q,

i=1

— n n
kn:— z*_ns
(n—1)(n_2);|x Znl

Fiir grofles n liegt Z,, mit grofer W’keit in der Néhe von p (das haben wir in
diesem Kapitel gezeigt). Man nennt Z,, einen ,Schétzwert® fiir u. Analog kann
man zeigen, dass Uy, eine Schéitzung fiir o® liefert (siehe auch Ubungsaufgabe 48).
Heuristisch liefert k, eine Néiherung fiir k.

Beispiel 4.20: (Eine typische ,, Fehlerrechnung* der Physik)
Eine physikalische Gréfie X wird mehrfach gemessen, die Grofle (oder der Messprozess)
unterliegt einer stochastischen Stérung. Es ergeben sich die n = 10 Werte

99, 100, 103, 99, 102, 100, 98, 101, 102, 101.
Der ,wahre“ Wert (der Erwartungswert p von X) soll mit einer Sicherheit von

S = 0.954 abgeschétzt werden.

Als Mittelwert und Schéitzung der Varianz berechnet man

1

_ I _ - ~ N2
Ty = ﬁ;x = 1005, T, = n_lg(xi—xn) = 25.
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Wir schétzen die unbekannte Streuung ¢ von X durch die empirische Streuung o,, ab:
mit 02 ~ v, ergibt sich ¢ ~ /v, ~ 1.6. Setzt man der Messung Z, entsprechende
Mittelwertvariable als normalverteilt voraus, so liefert Bemerkung 4.16 die Sicherheit

S = P(|l#,—pl<e) = @(e@).

Es ist die absolute Genauigkeit € gefragt, mit der z,, den gesuchten Erwartungswert p
approximiert:

— T o s) ~ 28 1) ~ 0510
€ = \/ﬁ@ (S) ~ m(I) (S) ~ 0.51-d71(9) .

Fiir S = 0.954 gilt ®~1(S) ~ 2.00; es folgt € ~ 1.0. Also gilt mit 95.4%-iger Sicherheit
(in Physikernotation):
o= 1005 + 1.0.

Fiir S = 0.683 gilt ®~1(S) ~ 1.00; es folgt € ~ 0.51. Also gilt mit 68.3%-iger Sicherheit:
i = 100.5 + 0.51 .

Diese Aussagen sind natiirlich dadurch etwas verfdlscht, dass man o nicht wirklich
kennt, sondern empirisch iiber o2 ~ ¥,, approximiert hat.

Man findet in der Tat bei Naturwissenschaftlern und Ingenieuren folgendes Rezept fiir
,Fehlerrechnungen*:

20,

Jn

Bei n Messungen x1,...,x, einer Grole X gilt X = 7, £

mit

n n
- 1 2 1 —~ \2
:rn:fg i, 0. = E (x; — Zn)” .
n 4 n—1~4
i=1 i=1

Unter der Approximation des Zentralen Grenzwertsatzes gilt diese Aussage mit
95.4%-iger Sicherheit (der Faktor 2 in 20, /y/n entspricht ®1(0.954) ~ 2.00).

Zusatzfrage: wieviele Messungen muss man machen, um g mit 95.4%iger Sicherheit auf
die Genauigkeit € = 0.1 festzulegen? Nun ist

nach n aufzulosen:

€2 € 0.12




