Kapitel 4

Grenzwertsatze

Dieses Kapitel ist gewissermaflien der Hohepunkt der bisher entwickelten Theo-
rie und bietet gleichzeitig einen Ubergang zum Einsatz der Wkeitstheorie in
der Praxis. Bislang waren wir immer von Modellvorgaben ausgegangen: “Sei X
so-und-so-verteilt mit dem/der/den Erwartungswert/Streuung/Eigenschaften
etc.” In der praktischen Anwendung ist es kaum realistisch, von konkreten Ver-
teilungen mit bekannten Parametern auszugehen. Stattdessen wird man eher
einen Satz von Messdaten vorliegen haben, die stochastisch zu interpretieren
sind (Statistik). Die folgenden Grenzwertsétze sind hilfreich, statistische Daten
in das Geriist der W’keitstheorie einzuordnen.

4.1 Das (schwache) Gesetz der groflen Zahl

Gegeben sei eine unfaire Miinze. Um P(,,Kopf“) zu bestimmen, wird man sie
héufig werfen und dann
Anzahl der geworfenen Kopfe
Anzahl aller Wiirfe
setzen. Wieso (bzw., in welchem Sinne) liefert dies eine verniinftige Schétzung
fiir P(,,Kopf“)?
Satz 4.1: Das (schwache) Gesetz der grofien Zahl
Seien X1,...,X, unabhéingige Zufallsvariable, alle mit dem selben Er-
wartungswert p = E(X;) = .-+ = E(X,) und der selben Streuung
o=0(X1)="-=0(X,). Sei

1 n
X, = nZ;X
1=

die “Mittelwert”—Variable. Fiir jedes € > 0 gilt

2

_ o
P(’Xn—M‘ZG)SE,

P(,Kopf*) ~
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bzw., dquivalenterweise

P(|X,—pl<e)>1———.
€

Bew: Wegen der Unabhingigkeit ist nicht nur der Erwartungswert, sondern
auch die Varianz linear (siehe Abschnitt 2.5.2):
1o 1
B(Xn)=—> B(X)=—> p=p,
i=1

n
=1

a 1< 1 <& 1 & 2 o
Var(Xn):Var(n;Xi):nQ;Var(Xi):Tﬂ;U =
Die Chebyshev-Ungleichung 2.36 liefert sofort:

o > > Var (X, o?
P(X, —E(X,)| 2 ) = P(1 X0 —p > ) < ”:n

Q.ED.

25.6.57] | Interpretation 1, 4.2:

Man betrachte den Spezialfall, dass alle Variablen X1, ..., X, die selbe
Verteilung haben, also das selbe Zufallsexperiment darstellen: es geht also
um n unabhéingige Wiederholungen des selben Experiments.

Die Variablen Xi,..., X, werden als unabhéngige Wiederho-
lungen ein und des selben Zufallsexperiments X interpretiert.
Die Mittelwertvariable X,, entspricht dann dem Zufallsexperi-
ment: , fiihre n unabhéngige Einzelmessungen von X durch und
betrachte den Mittelwert®.

Zu jedem noch so kleinen vorgegebenen € > 0 wird die Wahrscheinlich-
keit, dass der Mittelwert um mehr als € vom (in der Regel unbekannten)
Erwartungswert des FEinzelexperiments X abweicht, mit wachsendem n
immer kleiner (also, je 6fter man das Einzelexperiment wiederholt). Kom-
plementér: die Wahrscheinlichkeit, dass der Mittelwert bis auf ein € den
Erwartungswert liefert, liegt bei geniigend groBem n praktisch bei 1.

In dieser Interpretation liefert das Gesetz der grofien Zahl iiberhaupt erst
die Grundlage, die mathematische W’keitstheorie auf praktische Fragestel-
lungen anwenden zu kénnen (Statistik). Die Parameter einer Verteilung
wie z.B. der Erwartungswert sind in praktischen Experimenten unbekannt,
man muss sie durch Messungen abschétzen:
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Man kann den Erwartungwert p = E (X) eines Einzelexperiments
X durch empirische Mittelwerte X,, messen! Wenn die “Stichpro-
bengrofle” n nur grofl genug ist, d.h., wird nur geniigend oft wie-
derholt, so approximiert der Mittelwert mit grofler W’keit den Er-
wartungswert. Fiir jedes feste € > 0 gilt:

lim P(| X, —pul<e)=1.

n—oo

Umgekehrt liefert diese Aussage die Interpretation des Erwartungswertes
als Kennzeichen einer Zufallsvariable, der ja in Definition 2.22 als rein
mathematisches Objekt eingefiihrt wurde:

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable entspricht dem Wert, den
man nach hiufiger unabhéngiger Wiederholung des Experiments
durch Mittelung erhalt.

Daher der Sprachgebrauch 2.23:

»~X nimmt im Mittel den Erwartungswert E (X) an“.

Interpretation 2, 4.3:
Wir lassen nun einen gewissen Paradigmen-Wechsel zu. Wie interpretiert
man eine W’keitsaussage wie

0.2

P(| X0 — pl <6)21_E
in einer praktischen Anwendung? Bislang war unsere Interpretation: sei
das Modell (der Stichprobenraum, die Verteilung, die Parameter wie z.B.
der Erwartungswert p etc.) vorgegeben. Dann wurde die obige W’keit
folgendermafBen interpretiert:

Fiithren wir (in Zukunft) ein reales Zufallsexperiment durch,
so werden wir dabei mit der berechneten bzw. abgeschétzten
W’keit konkrete Werte X1 = x1, Xo = 2o, ... , X, = z, er-
mitteln, deren Mittelwert z,, = %2?21 x; bis auf eine absolute
Genauigkeit ¢ Werte in der Néhe des (vorgegebenen) Erwar-
tungswerts p annimmt.

D.h., eine praktische Interpretation beinhaltet, Zufallsvariable X; (mathe-
matisch ein “Abstraktum”: Funktionen vom Stichprobenraum nach R)
durch konkrete Zahlen x; (“Messwerte eines tatséchlich durchgefiihrten
Zufallsexperiments”) zu ersetzen.
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Von nun an erlauben wir auch folgende Interpretation: Das tatsédchliche
Zufallsexperiment sei bereits durchgefiihrt, es liegen Zahlenwerte (“Mes-
sungen”) X1 = x1, , ... , Xp = x, mit dem Mittelwert z, = %2?21 T;
vor. Wo bleibt nun in der Aussage

0.2

Py~ <€) 21— 5
das intuitive Konzept von “W’keit”, wenn X,, einen gemessenen Zahlen-
wert Z,, angenommen hat? Nun, man mache sich klar, was ein Modell (im
Sinne der philosophischen Erkenntnistheorie) prinzipiell ist: es kann nicht
(und soll nicht) ein mathematisches Abbild einer “absoluten Wahrheit”
sein. Konkret heif3t dies hier, weder konkrete Verteilungen noch Parameter
sind in praktischen Anwendungen wirklich bekannt.

Ersetzen wir in P(|X, — pu| < ¢) die Zufallsvariable X,, durch einen
Messwert %, so interpretieren wir

0,2

P(‘fn_ﬂ‘<f)21—ﬁ

folgendermafen:

P(|Z,—u| < €) gibt die ,,Sicherheit* an, dass der (unbekannte)
Erwartungsert p bis auf eine absolute Genauigkeit € in der Néhe
des gemessenen Mittelwerts z,, liegt.

Diese Interpretation ldsst sich nicht sauber in das strenge Konzept der
W'keitstheorie einordnen (dazu miissten wir p in irgendeinem Sinne als
eine Zufallsvariable interpretieren). Daher sprechen wir bei P(|Z,—u| < €)
nicht von einer W’keit, sondern von einer (nur intuitiv zu interpretieren-
den) Sicherheit.

In der Tat ist die obige Interpretation ein arg einfaches Weltbild, das
zu Proteststiirmen ausgemachter Stochastiker fiihren diirfte, die in der
»Ochétztheorie“ eine saubere Interpretation im Sinne des W’keitsmafes
der unterliegenden Modelle benutzen.

Das Interval [Z,, — €, Ty, + €] wird auch Konfidenzinterval fiir den Para-
meter p zur Sicherheit P(| X, — pu| < €) genannt.

Bemerkung 4.4: Es gibt auch ein sogenanntes starkes Gesetz der grofen Zahl.
Dies ist die (stédrkere) Aussage

P(lim [ X, —p|=0)=1,

wobei mit P( lim |X,, — u| = 0) gemeint ist P({w € ; lim X, (w) = u}). Siehe
n—oo n—oo
Krengel, Kapitel §12.
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Beispiel 4.5: Zuriick zum Problem, fiir eine unfaire Miinze P(,, Kopf“) durch empirische
Messung zu bestimmen. Allgemein, sei ein Bernoulli-Experiment X : Q — {0, 1} mit
unbekannter Erfolgswkeit p = P(X = 1) (und ¢ = P(X = 0) = 1 — p) gegeben. Nach
Beispiel 2.38 (mit n = 1) gilt

E(X)=p, Var(X) =pq .

Seien X1, ..., X, unabhingige Wiederholungen von X. Damit hat der Mittelwert die

Interpretation
n

. 1 Z ‘ Anzahl der Erfolge

X, =~ = .
) " Anzahl der Versuche

i=1

Das Gesetz der groflen Zahl liefert fiir jedes € > 0:

P(X,—e<p<Xpte) > 17% > kﬁ.
(Beachte: fiir jedes Bernoulli-Experiment gilt Var (X) =pg =p(1 —p) < 1/4. Dies ist
hier hilfreich, da p ja nicht bekannt ist, sondern erst noch abgeschiitzt werden soll.)
Angenommen, eine unfaire Miinze wurde n = 1000 mal geworfen, worden, es sei dabei
600 mal , Kopf“ eingetreten, also: das Ereignis X,, = Z, = 0.6 ist eingetreten. Mit
verschiedenen Werten von € ergeben sich die Sicherheiten

1 1
— . P0.6-0.1 06+01) >1————~ = 0975
=1 Tt <p<06+01) = 1= 500 1/70)2 :
1 1
— . P0.6-005<p<06+005 >1—— - =09,
€=5° Pl b +0.05) 2 1= 73500 (1/20)2
1 1
— . P06-002<p<06+002) >1—— - —0375.
=5 I P +002) = 1= 1500 (1/50)2

Also: nach dem Experiment kann ich mit mindestens 97.5%-iger Sicherheit sagen, dass
p im Intervall (0.5,0.7) liegt. Mit mindestens 90%-iger Sicherheit liegt p im Intervall
(0.55,0.65). Mit mindesten 37.5%-iger Sicherheit liegt p im Intervall (0.58,0.62).

Anmerkung: eine sehr dhnliche Diskussion haben wir schon einmal in Beispiel 2.39
gefithrt. Die Variable S,, = nX,, = > . X; = ,, Anzahl der Erfolge eines Bernoulli-
Experiments® ist bekannterweise binomial-verteilt, also

P(|X, —pl<e)=P(InX, —np| <ne)=P(|S, —E(S,)| <ne)

= Y PS.=k) = % )(Z)pkqn—k,

k=0,...,n k>n (p—e
[k—np|<ne k<n (p+e)

Da wir p nicht kennen, kénnen wir diese W’keiten zwar nicht exakt berechnen, aber
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mit p = 0.6, n = 1000 grob abschétzen:

n (0.6+0.1)—1

n ko gk 1.33
> (k) 0.6"0.4"7F ~ 1- =,
k=n (0.6—0.1)+1

Q

_ 1
P( X, — 7)
| pl < 10

n (0.640.05)—1

_ 1
P(|Xn —p < 27)) ~ 3 (Z) 0.650.4"% ~ 0.9986 ,
k=n (0.6—0.05)+1
1 n (0.6+0.02)—1 n
P(an —) ~ 6F0477F ~ 0.792 .
| Pl <5 > (k>060 0.79

k=n (0.6—0.02)+1

Die vom Gesetz der grofien Zahl gelieferten Sicherheiten sind also arg untertrieben (kein
Wunder, denn das Gesetz der grofien Zahl beruht auf Chebyshev 2.36).

Beispiel 4.6: Bei Wiirfen mit einem evtl. manipulierten Wiirfel soll die W’keit p, eine
»oechs® zu wiirfeln, empirisch ermittelt werden. Wie oft muss man werfen, um p mit
einer Sicherheit von mindestens 97.5% auf eine absolute Genauigkeit von € = 1/1000
festlegen zu kénnen?

Sei X,, wieder die Mittelwertvariable % x,,Anzahl der geworfenen Sechsen bei n Wiirfen“

(Erwartungswert E (X,,) = p):
P(X,—e<p<X,+e) > 0975 = 5.
Geméf Beispiel 4.5 gilt

o o Pq 1
P(X,—e<p< X, > 1—--—= > 1- .
( €=?p te) 2 ne: — 4ne?

Also muss n so grof} sein, dass 1 — 1/(4ne?) > S gilt, also

1 o 10°
(1-S)e2  4.0.025
Dies ist wiederum eine zwar sichere, aber ziemlich grobe Abschéitzung. Setzt man analog
zu Beispiel 4.5 die Approximation p ~ 1/6 in die exakte Binomial-Verteilung der Varia-

ble S,, = ,,Anzahl der Sechsen* ein, so ergibt sich mit n = 10000 000 fiir eine gemessene
relative Haufigkeit Z,, der Sechsen die wesentlich néher bei 1 liegende Sicherheit

AIORGREEES

Probiert man einige Werte von n fiir p = 1/6 mit der obigen exakten Formel aus, so
zeigt sich, dass bereits n ~ 700 000 Versuche fiir die Sicherheit 0.975 reichen:

. 0.9624 fiir n = 600000 ,
P(\:En —p| < m) ~{ 09752 fiir n = 700000 ,
0.9836  fiir 1 = 800000 .

= 10000000 .

>
"=y

|n (1/6+1/1000)] <

1
P( T — —) A
[Zn =Pl < 7500 >

k=[n (1/6—1/1000)]

Wir werden diese Rechnung in Beispiel 4.13 noch einmal aufgreifen.
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Allgemein gilt, dass das Gesetz der grofien Zahl (also i.W. die Chebyshevsche
Ungleichung) zwar sehr wichtig fiir die Philosophie der W’keitsrechnung ist, fiir
die Praxis aber nur schlechte Abschétzungen liefert (siehe die letzten Beispiele).
Der folgende Abschnitt liefert wesentlich genauere Abschétzungen fiir die Bino-
mial-Verteilung.

4.2 Die Normalverteilung als Grenzwert der Bino-
mial-Verteilung: der Satz von Moivre-Laplace

In Abschnitt 2.4.2 wurde mit der Poisson—Verteilung bereits eine Grenzver-
teilung der Binomial-Verteilung vorgestellt. Zur Erinnerung: betrachtet man
n — oo und gleichzeitig p — 0, so dass A = n p konstant ist, so gilt

g (1) o4 o= (3) ()" (- 3) = e

Wir betrachten hier nun einen anderen Grenziibergang: den Grenzfall n — oo,
wobei p konstant gehalten wird.

Fiir binomial-verteiltes S, (= Anzahl der Erfolge bei bei n Wiederholungen eines
Bernoulli-Experiments mit Erfolgsw’keit p) betrachte die relative Erfolgshaufig-
keit X,, = S, /n und

Yn:S\n/%P: p% <Xn—p)-

Es gilt!
1

Vvnpq
Var (Yy,) ) s Var <Sn — np) () o Var (Sy,) “y

Man nennt dieses Y, auch ,zentrierte” (Erwartungswert 0) und ,normierte®
(Streuung 1) relative Erfolgshiufigkeit. Diese ist fiir groes n normalverteilt:

ES

E(Y,) = E(Sn—np>()0,

!Zu (¥) beachte man Beispiel 2.38. Zu (**) beachte man:
Var (@ X + ) =E((a X + )*) = (B(a X + 8))°
=a’E(X?) +2af8E(X) + % — (aE(X) + ) = ’E (X?) — ’E (X)* = o*Var (X) .
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Satz 4.7: (Moivre-Laplace)
Sei Sy, : @ —{0,1,...,n} binomial-verteilt:

n e
P(S,=k) = <k>pkq Fog=1-p
Fiir p - q # 0 gilt:

S, —np 2
limP<a§n§b>:/e_x/2dx.
=00 N V27 Ja
In Worten: fiir groBes n gentigt die zentrierte und normierte Erfolgshéufig-
keit einer Normalverteilung (mit Erwartungswert 0 und Streuung 1).

Der Approximationsfehler fiir grofies n ist O(1/v/n):

Plos 222 cp) - L [+ o).

Beweisskizze: Elementares Abschitzen der Binomialkoeffizienten (Z) iiber
die Stirling-Formel ldsst die Exponentialfunktion auftauchen. Die exakte

Wekeit P (a < f;n%lf < b) ist eine Summe iiber Binomial-Terme, die nach
der Approximation als Riemann—Summe fiir das Integral interpretiert werden

kann. Die Riemann—Summe konvergiert fiir n — oo gegen das Integral.

Hier die technischen Details:
Es gilt

P(aﬁ%ﬁb)zP(n]o—i—a mésnﬁnp+b\/m>

kp
n _
=) <k> PP, ka=[np+avnpql, k=|np+bynpq]

k=kq

abzuschétzen. Die Terme sind damit fiir Werte von k£ zu approximieren, fiir die
|k —np| < const /n gilt, also 1/k = O(1/n) und 1/(n — k) = O(1/n). Mit der
Stirling-Formel fiir Fakultéten (siehe Abschnitt 2.4.2) folgt

<Z> pF gk = %
k n—k m nn ek, e \n—k 1+0(3)
:p\/qﬂ k(n— k) (E) (%) (n—k) (1+0(z) (1+0(:5)
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1 n np\k/ nq \n=k 1
= —) — 1+0(-)) .
V2T \/k(n—k)(k:) (n—k:) ( * (n)>
Ersetze k durch die Abweichungen vom Erwartungswert y = y(k) = k — np.

Mit den relevanten Werten von k gilt |y| < const/n, also y = O(y/n). Mit
k=np+y,n—k=n—np—y=nqg—y gilt:

\/k(nn— k) \/(np+y)n(nq—y) N \/n2pq+nyﬂgq—p) —y?

- : = S (1+0(%)) = 7 (+0( 7))
= - — = AR )

\/npq (14+4D _ gy VRPd " e vn
Fiir den néchsten Faktor gilt:

<@)k:< np >np+y:< 1 )np-‘_y:efnp(lJrn%)ln(lJran)
k np+y 1+#p

DT Ve Tid gV 3 g Y 1
o= o (14 0(5) < (10 )
Fiir den néchsten Faktor gilt analog:
( nq )nfk B ( ng )"H _ ( 1 )"H _ e (1-34) In(1—32)
n—k nqg—1y 1

2 3 2 3 2 1
- O <0 (1 0(2)) = (1+0( ).

e 1,1 _ptg __ 1.
Insgesamt folgt (beachte 4 o =5l = %)

n k n—k 1 1 _y_i y_i ( 1
= — e 7 2np e’ 2ng 1—1—0(—))
<k> P V2r Jnpg Vn
1 1 T 1 1 1 _ 2 1
ST (e 0 ) P S W
V27 Jnpq Vn V27 Jnpq n
Die gesuchte W’keit lésst sich nach diesen Vorbereitungen abschétzen. Es wird
y wieder durch y = k — np ersetzt:

Jnpq = k
ky 2 ky
1 1 _(k=mp) 1
= [ e 2npg + @) —)
k;ﬂ V2w \/npq k;ﬂ
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Setzt man xp = (kK —np)//npq, so ldsst sich der erste Term I als Riemann-
Summe mit einer dquidistanten Zerlegung des Intervalls [z, , 2, +1] mit kon-
stanter Schrittweite 11 — z = 1/,/npq interpretieren. Hierbei ist

Th, = a+0(\/15) , T = b+0<\}ﬁ)

und es folgt

e /2 (2 1—:J:k):L /be_x2/2 dx + O(L> .
* V271 Ja \/ﬁ

oo
1= —
kgk: V2
(Die Approximation eines Integrals durch eine dquidistante Riemann-Summe
hat den Fehler O(1/Schrittweite).) Im Fehlerterm F' erstreckt sich die Summe
nur iber ky —ky +1 ~ 1+ (b—a) /npqg = O(y/n) Terme, also gilt |F| <
O(y/n)O(1/n) = O(1/y/n). Insgesamt ergibt sich damit die Behauptung

P:\/% /abe—“/? dr + 0(\}5) .

Fiir die in Bemerkung 4.8 behauptete gleichméflige Konvergenz beziiglich a und
b miisste man die Abschétzungen verfeinern. Dies ersparen wir uns hier.

Q.E.D.

Bemerkung 4.8: Man kann zeigen, dass diese Approximation durch die Nor-
malverteilung gleichméflig in den Grenzen a und b ist, d.h., der Fehlerterm
O(1/y/n) kann unabhéngig von a und b nach oben abgeschéitzt werden durch
einen nur von n abhidngenden Fehlerterm, der fiir n — oo verschwindet.

Visualisierung 4.9:
Die folgenden Bilder visualisieren den Grenziibergang. Uber dem Intervall
[a,b] = [—4,5] wird die Dichte p(z) = e="/2/\/27 der N(0,1)-Verteilung
gezeichnet. Weiterhin wird fiir p = 0.2 und verschiedene Werte von n das
Analogon einer “Dichte” fiir die diskrete Variable Y, = (S, —np)/\/npq
als Balkendiagramm folgendermafBen dargestellt:

Die Bi(n, p)-verteilte Variable S,, nimmt die Werte k = 0, ...,n an. Diesen
k-Werten werden auf der x-Achse die Intervalle [z, xg+1) der Linge dx =

1/\/npq von jeweils

k—np

vnpgq

T —
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bis xx11 = xr + dx zugeordnet. Uber diesen Intervallen sind jeweils die
konstanten W’keitswerte y, = (Z) pF ¢ /dx der Binomial-Verteilung
dargestellt. Der Skalierungsfaktor 1/dx sorgt dabei dalfiir, dass die Flédche
yi - dx eines Balkens (mit Breite dx) genau die W’keit P(S, = k) =

(Z) pF gk st

Mit wachsendem n konvergiert die diskrete Bi(n, p)-Verteilung offensicht-
lich gegen die kontinuierliche N (0, 1)-Verteilung:

YalnN (v) p"a" % - ynpq
/ x\
F—

i) Tl X9 I3 T4 xT5 Te Ty
k=0 k=2 k=4 k=6

Z70 80 Z9o 2100 Z110 Z120 130
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Folgerungen 4.10:

Die spezielle Form der Moivre-Laplace-Néaherung in Satz 4.7 wird in dqui-
valente Aussagen umgeschrieben. Mit

Sn—np
P<a§7§b> = P(np+a vVnpqg< S, <np+b npq)
v/npq N —EJ

a’ b’

oder auch (mit der mittleren Haufigkeit X,, = S, /n)

P(aé%géb) = P(ag\/ﬁ(X”_p)<b) —

P(a P9 %, —p<b @):P(ma Pl X, <p+b @)
n n n n
—— —— ———— ————

A B A’ B’

folgen unmittelbar allgemeine Approximationen fiir binomial-verteilte Va-
riablen S,, und die verwandten mittleren Haufigkeiten X, = S,/n. Aus
der Moivre-Laplace-Naherung

folgt mit a' = np+a /Apq, b =np+b /apq, alsoa = “HL b = Lonb:

b/fnp
1 Vvnpq 2 1
Pld <8, <V) = — / e/ dr + 0(7) :
VI vn
Mit A=a /21, B=1b /21 alsoa=A S b=DB /o

B n
P(A<X,-p<B) = L / e gy 4+ O(i)

AL vn

(B'=p) \/34
= 1/ ’ \/;e_xQ/Qd:U—{—O(l).
Vor S v

Die Integrale kénnen z.B. mit der Wertetabelle der Funktion ® auf Seite 81
numerisch ermittelt werden:

b b a
/ e~ /2 dp = / e /2 dp — / e /2 dy
a 0 0
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= ;(/b e /2 dp — /a e~ %"/2 daz)
b —a

d(b) fiir b>0 P(a) fiir a>0
1 b 1
— ~=/2 dy = = (sign(b) ®(|b]) — si ) :
v o= [ e dn = g (sien(t) B(3) — sign(a) (1))
Bemerkung und Warnung 4.11: 12.7.07

Fiir groBes n liefert Moivre-Laplace gute Nidherungen, falls die zu berech-
nenden W’keiten nicht allzu klein sind. Man sollte aber nicht erwarten,
dass die Ndherungen (auBer bei riesigem n) auf mehr als einige wenige
Dezimalstellen genau sind. Sind die zu berechnenden W’keiten klein, so
macht sich der additive Fehler O(1/+/n ) stark bemerkbar.

Beispiel: Betrachte eine unfaire Miinze mit p = P(,Kopf*) = 0.6. Die
Variable S,, = ,,Anzahl der Kopfe bei n Wiirfen“ ist Bi(n, p)-verteilt. Wir
vergleichen die exakte Formel

b/

P(d <8, <V)= Z <Z> Pl

k=a'

mit der Moivre-Laplace-Nédherung

b/—np
1 npq 2 1
Pd <8y <V) = —— [V o2 gy o 0(7) .
- - 2T a'—np \/ﬁ

Vnpaq
Fiir n = 100:

P(55< S, <70) = 0.8541..., ~ 0.8256... , Fehler ~ 0.0285 .

exakt Moivre
Fiir n = 10000:
P(5950 < S, <6100) = 0.8286.., ~ 0.8256.., , Fehler ~ 0.0030 .
—_— —_—
exakt Moivre

Die Fehler verhalten sich in der Tat wie O(1/+/n): sie fallen etwa um den
Faktor 1/10, wenn n um den Faktor 100 wéchst.

Achtung: werden kleine W’keiten < 1 approximiert, macht sich der additi-
ve Fehler der Moivre-Laplace-Néaherung bemerkbar. Z.B., fiir n = 10000:

P(5500 < S, <5700) = 5.62-107° ~ 4.57-1071° .

exakt Moivre
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Bemerkung 4.12: Wihlt man in den Folgerungen 4.10 speziell B = —A = € >
0, so erhélt man

- L

P(—e< X, —p<e) e 2 dr + O(i

)

n 1
= (f[)(e —) + O(—) .
pq vn
Damit folgt
lim P(| X, —p|<e)=1,

wie bereits durch das Gesetz der groBen Zahl vorausgesagt wurde: der Erwar-
tungswert E (X') = p der Bernoulli-Variable X : Q — {0, 1} kann als empirischer
Mittelwert X,, haufiger Wiederholungen X; mit grofier Wkeit (,Sicherheit“) S
bestimmt werden. Das Gesetz der groBen Zahl 4.1 liefert fiir das Bernoulli-
Experiment X mit Erwartungswert u = p und Varianz 0 = pq

S = P(|Xp—pl<e) > 1-2L
E“n

dies wird durch Moivre-Laplace verfeinert zu

S = P(|Xn—p|<e) = @(e\/Z) +0<\}ﬁ).

Damit haben wir nun eine bessere Antwort auf die Frage

,Wie oft muss das Experiment X wiederholt werden, um den Er-
wartungswert E (X) = p durch den Mittelwert X, = 13", X; un-
abhéngiger Messungen X; mit Sicherheit S = P(|X,, — p| < €) auf
eine absolute Genauigkeit € festlegen zu kénnen?“

Das Gesetz der grofien Zahl liefert die Abschétzung (siehe auch die Beispiele 4.5

und 4.6) . . .
~ b4

42 1-8 = & 1-8’
itber Moivre-Laplace erhalten wir aus S ~ ®(e ,/ %) mit der Umkehrfunktion

®~! nun die realistischeren kleineren Approximationen

n =

n =~ p—Qq ((I>_1(S))2

bzw.

n> — (@5)° > 2T (@ 1(9))

1
4 ¢? €
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(wir kénnen immer pq < 1/4 benutzen, falls die Gréfienordnung von p, q nicht
bekannt ist). Zum Vergleich fiir verschiedene vorgegebene Sicherheiten S':

S | s | (@71(9)?
0.5 2 0.455
0.683 | 3.2 1.002
0.9 | 10 2.706
0.954 | 21.7 | 4.019
0.99 | 100 | 6.635
0.999 | 1000 | 10.828

Fazit: Moivre-Laplace erleichtert das Leben (liefert realistische Abschétzungen),
wenn man mit grofer Sicherheit den Parameter p empirisch bestimmen mdchte.

Beispiel 4.13: Wir betrachten noch einmal Beispiel 4.6: wie oft muss ein Wiirfel ge-
worfen werden, um p = P(,Sechs“) mit einer Sicherheit von 97.5% auf eine absolute
Genauigkeit € = 1/1000 festlegen zu kénnen? Mit der relativen Haufigkeit X,, der bei
n Wiirfen beobachteten ,,Sechsen® ist n so zu bestimmen, dass

i 1
P(I1%, — vl < m) > 0.975 = S

gilt. Nach der vorigen Bemerkung 4.12 gilt

S < P(|anp|<e) ~ @(e pﬂq) = n > %(@*1(5))2.

Die Wertetabelle fiir @ auf Seite 81 kann zur Bestimmung von Werten der Umkehr-
funktion ®~! benutzt werden. Man findet ®(2.241) ~ 0.975 = S, also muss in guter
Néherung

pq
n > = (2.241)*
gelten. Fiir ¢ = 1/1000 folgt mit der zusitzlichen Annahme eines annihernd fairen

Wiirfels p = 1/6, ¢ = 5/6, dass
n > 697512.25

Wiirfe durchzufiihren sind (vergleiche mit den in Beispiel 4.6 gefundenen Werten).
Ohne die Zusatzannahme p ~ 1/6, ¢ = 5/6 kann man wegen pqg = p(1 — p) < 1/4 die
Genauigkeit € mit der Sicherheit S = 0.975 in jedem Fall fiir

1 2
n > o (2241)7 125552025

Wiirfe garantieren.
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4.3 Der Zentrale Grenzwertsatz

Der letzte Abschnitt zeigte, dass eine Bi(n,p)-verteilte Variable S,, sich fiir
grofles n durch eine normalverteilte Variable annihern ldsst. Die Binomial-
Verteilung ist die Verteilung einer Summenvariable: S, = Y " X, ist die
Anzahl der Erfolge bei unabhingigen Wiederholungen X; eines Bernoulli-
Experiments X : © — {0,1}. Es stellt sich nun heraus, dass dies nur ein
Spezialfall eines viel allgemeineren Gesetzes ist: jede Summe von unabhéngi-
gen Wiederholungen X; eines beliebigen Experiments X néhert sich fiir grofles
n einer Normalverteilung an, egal ob das Experiment ein Bernoulli-Experiment
ist oder einer (eventuell beliebig komplizierten) Verteilung gehorcht!

Diese bemerkenswerte Figenschaft erlaubt in vielen Fallen, praktische Anwen-
dungen auch dann quantitativ zu erfassen, wenn nichts iiber den unterliegen-
den Zufallsmechanismus bekannt ist. Nach hdufigen Wiederholungen weifl man,
dass Summen und Mittelwerte sich approximativ normalverteilt verhalten (wenn
man nur geniigend oft wiederholt hat).

Satz 4.14: (Zentraler Grenzwertsatz)

Sei X1, Xo,... ein Familie unabhingiger Zufallsvariablen iiber einem ge-
meinsamen Stichprobenraum (2,&, P). Alle Variablen haben die selbe
Verteilung, der gemeinsame Erwartungswert sei p = E(X;) = E(Xy) =
... , die gemeinsame Streuung sei 0 = o(X1) =0(X2) = ... .

Fiir S, = >, Xj, gilt:

S —np

lim P(agni_lo = b /be_x2/2 dx .
n—oo \/ﬁg V2T a

Die Konvergenz ist gleichméfBig in a und b. Der Approximationsfehler fiir
groBes n ist O(1/y/n):

P<a§5n\/_ﬁzuﬁb> = \/;7 /abe_”:z/2 dr + O(\/lﬁ)

Beweisskizze: (nur eine sehr grobe Andeutung)

Zu einer Zufallsvariable X :  — R definiert man die sogenannte , Fourier-
Transformierte X (a) = E (¢!*¥) (mit i = /=1, @ € R). Die Verteilungsfunk-
tion Fx von X ist durch die Funktion X () eindeutig bestimmt. Beispielsweise
lésst sich fiir eine kontinuierliche Variable die Dichte p(z) = F% (z) durch soge-
nannte ,,Fourier-Riicktransformation

p(x) ! /OO e X(a) da

:ﬂ .
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aus X («) rekonstruieren. Die Fourier-Transformation der N (0, 1)-Verteilung be-
rechnet sich zu

e T2 gy = 72

/ \/ NeTS
Es wird gezeigt, dass sich die Fourier-Transformation der Variable

Sn—n i
Vno

fiir groBes n der Fourier-Transformation e=**/2 der N(0, 1)-Verteilung annéhert.
Hieraus folgt dann, dass sich auch die Verteilung von Y,, der N(0, 1)-Verteilung
annéhert.

Es gilt

Y, =

n
E(eiaYn) - E (eiaﬁZk(Xk*#)) — E(Heia }f/k{”#) .
k=1

Da mit den X} auch die Variablen e?®(Xr—1)/(vVno) unabhingig sind, gilt nach
Satz 2.53 die Produktzerlegung des Erwartungswerts:

(@) HE(zan “> (E(eia)f/l{;‘»”

Hierbei wurde verwendet, dass alle Variablen die selbe Verteilung haben. Durch
Reihenentwicklung von exp und In folgt:

In (E(emy’l)) = nln (E (eia)f/lﬁ_:))

—n 1n<E<1 L Xt %( a (Xl—”))z T O<L>)

'yno no n3
1 7 1 o? 1
= n(BO) + o BOG )~ o BIOG - p) + 0( )
Gl VR Py Rl (GGl )
0 o2

(1 g o)) = 0 (- o) = - S0l )

Es folgt, dass die Fourier-Transformierte von Y, gegen die Fourier-Transformier-
te e=*/2 der N(0,1)-Verteilung konvergiert:

2
N —a?/2

E(ef@¥n) = e/ (1+O<\/17L>>

Q.E.D.
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In Analogie zu den Folgerungen 4.10 ergeben sich folgende Umformulierungen.
Hierbei braucht in 4.10 lediglich der Erwartungswert p und die Varianz pq des
Bernoulli-Experiments durch einen allgemeinen Erwartungswert p bzw. eine
allgemeine Varianz o2 ersetzt zu werden:

Folgerungen 4.15:
Mit

P(a<Sn\/_ﬁZu<b> = P(nu—i—a \/ﬁagSnSnu—i—b\/ﬁJ)

a’ b’

oder auch (mit den Mittelwerten X,, = S, /n)

P WSb) _ P<a§\/ﬁ<)§n—u> b) =

X —

S|
IN
IN

P(a

IN

<X,<pu+b

i)

Sie

\%) fP<,u+a%

4
%{
!

folgen unmittelbar allgemeine Approximationen fiir Summenvariablen S,
und Mittelwerte X, = S, /n fiir grofies n. Aus dem Zentralen Grenzwert-
satz

P(a < Snni b) /2 d

e~ g L

folgt mit ' =np+a~/no, b/ =nu+b+/no, alsoa = aonp g Vonp,

Vvno’ Vno

1 b/—np

Vno 2

P(d <8, <V) ~ 2 dy

@<ty ~ = [
Vno

Mn&A:a%,B: L,alsoa:A@,b:Bﬂ:

n n g ag

Die Integrale kénnen z.B. mit der Wertetabelle der Funktion ® auf Seite 81
numerisch ermittelt werden:
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T /ab e™/2 dy = %(sign(b) (|b]) — sign(a) ‘I’(’aD)-

In Analogie zur Bemerkung 4.12 folgt

Bemerkung 4.16: Wihlt man in den Folgerungen 4.15 B = —A = ¢ > 0, so
erhélt man fiir grofies n

— 1 € 2 \/ﬁ
P(—GSXn—,USE)%/ e_x/2dx:¢<e—>
V2m J_e o

A ol

und damit
lim P(| X, —pu| <€) =1,
n—oo

wie bereits durch das Gesetz der groBen Zahl vorausgesagt wurde: der Erwar-
tungswert E (X) = p einer beliebigen Variable X kann als empirischer Mittel-
wert X,, hiufiger Wiederholungen X; mit grofier W’keit (,Sicherheit“) S be-
stimmt werden. Das Gesetz der grofien Zahl 4.1 liefert fiir das Experiment X
mit Erwartungswert u und Varianz o

_ 0'2
P(Xp—pl<e) > 1———

en’

dies wird durch den Zentralen Grenzwertsatz verfeinert zu

P(| X, —p| <e) =~ <I>(e \/ﬁ) .

g

Bemerkung 4.17: Fiihrt man in den Folgerungen 4.15

PA<X,<B) =~ L /(B’u) i e /2 dg
V2T - £
die Substitution x = (r — p) @ durch, so ergibt sich
PA <X, <B) ~ ! / U g
V2m (o/vn) Ja

Dieses Integral entspricht den Wkeiten einer N(p,o?/n)-verteilten Variable
(siehe Abschnitt 2.4.7), d.h., es gilt die Aussage:

Der Mittelwert von n unabhingigen Messungen einer beliebigen
Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Streuung o geniigt fiir
grofles n approximativ einer Normalverteilung mit Erwartungswert
p und Streuung o/\/n.
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Bemerkung 4.18: In der Praxis ergibt sich allerdings das Problem: wie grof3
muss n denn nun wirklich sein, damit die Annahme einer Normalverteilung
realistisch ist? Es gilt folgende Abschéitzung nach Berry und Esseen, falls man
neben dem Erwartungswert p und der Varianz o? = E ((X — p)?) der Variablen
auch noch die Gréfie k = E (|X — u|?) kennt. Fiir beliebiges b € R gilt:

Sp—np 1 b e, 0.8
p(Z <) - / /2 gy | < .
‘ N NCZ 2 S IV
Mit f; = f_boo—ffoo folgt durch die Dreiecksungleichung
Sn—nu 1 b, 1.6 Kk
P( <"<b)—/ 2 g | < .
‘ ! Vno V27 Ja ‘ Tl = o3+\/n

Hieran sieht man deutlich den Approximationsfehler O(1/y/n) des Zentralen
Grenzwertsatzes.

Bemerkung 4.19: In der Praxis kennt man in der Regel weder den Erwartungs-
wert u, noch die Streuung o, noch die GréBe k. Hier setzt nun die Statistik ein:
es seien n unabhéngige Messungen x1, ..., x, einer Zufallsvariablen X gegeben.
Man schétzt dann u, o, k ab durch

n

1 & 1
i’n:n;l'i, @n:n_lz(l‘i—i'n)Q,

i=1

— n n
kn:— z*_ns
(n—1)(n_2);|x Znl

Fiir grofles n liegt Z,, mit grofer W’keit in der Néhe von p (das haben wir in
diesem Kapitel gezeigt). Man nennt Z,, einen ,Schétzwert® fiir u. Analog kann
man zeigen, dass Uy, eine Schéitzung fiir o® liefert (siehe auch Ubungsaufgabe 48).
Heuristisch liefert k, eine Néiherung fiir k.

Beispiel 4.20: (Eine typische ,, Fehlerrechnung* der Physik)
Eine physikalische Gréfie X wird mehrfach gemessen, die Grofle (oder der Messprozess)
unterliegt einer stochastischen Stérung. Es ergeben sich die n = 10 Werte

99, 100, 103, 99, 102, 100, 98, 101, 102, 101.
Der ,wahre“ Wert (der Erwartungswert p von X) soll mit einer Sicherheit von

S = 0.954 abgeschétzt werden.

Als Mittelwert und Schéitzung der Varianz berechnet man

1

_ I _ - ~ N2
Ty = ﬁ;x = 1005, T, = n_lg(xi—xn) = 25.
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Wir schétzen die unbekannte Streuung ¢ von X durch die empirische Streuung o,, ab:
mit 02 ~ v, ergibt sich ¢ ~ /v, ~ 1.6. Setzt man der Messung Z, entsprechende
Mittelwertvariable als normalverteilt voraus, so liefert Bemerkung 4.16 die Sicherheit

S = P(|l#,—pl<e) = @(e@).

Es ist die absolute Genauigkeit € gefragt, mit der z,, den gesuchten Erwartungswert p
approximiert:

— T o s) ~ 28 1) ~ 0510
€ = \/ﬁ@ (S) ~ m(I) (S) ~ 0.51-d71(9) .

Fiir S = 0.954 gilt ®~1(S) ~ 2.00; es folgt € ~ 1.0. Also gilt mit 95.4%-iger Sicherheit
(in Physikernotation):
o= 1005 + 1.0.

Fiir S = 0.683 gilt ®~1(S) ~ 1.00; es folgt € ~ 0.51. Also gilt mit 68.3%-iger Sicherheit:
i = 100.5 + 0.51 .

Diese Aussagen sind natiirlich dadurch etwas verfdlscht, dass man o nicht wirklich
kennt, sondern empirisch iiber o2 ~ ¥,, approximiert hat.

Man findet in der Tat bei Naturwissenschaftlern und Ingenieuren folgendes Rezept fiir
,Fehlerrechnungen*:

20,

Jn

Bei n Messungen x1,...,x, einer Grole X gilt X = 7, £

mit

n n
- 1 2 1 —~ \2
:rn:fg i, 0. = E (x; — Zn)” .
n 4 n—1~4
i=1 i=1

Unter der Approximation des Zentralen Grenzwertsatzes gilt diese Aussage mit
95.4%-iger Sicherheit (der Faktor 2 in 20, /y/n entspricht ®1(0.954) ~ 2.00).

Zusatzfrage: wieviele Messungen muss man machen, um g mit 95.4%iger Sicherheit auf
die Genauigkeit € = 0.1 festzulegen? Nun ist

nach n aufzulosen:

€2 € 0.12




