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Ubungsblatt 8

Losungen von #-Aufgaben sind per Web-Formular unter http://math-www.upb.de/ walter
(— Lehre SS 05 — Ubungen) bis spitestens Do, 9.6.05, abzuliefern.

Losungen von sx-Aufgaben sind schriftlich abzugeben. Sie werden zu Beginn der Vorlesung
am Mi, 8.6.05 eingesammelt.

Aufgabe 48: (Stetigkeit. Einfacher Beweis)

Beweise formal, dass die Betragsfunktion z € C — |z| iiberall auf C stetig ist.
Anleitung: leite aus der Dreiecksungleichung zunéchst die ,,umgekehrte Dreiecksungleichung*

‘\z1| — |22|‘ < |21 — 29| fiir beliebige komplexe Zahlen z1, z5 her.

Musterlosung:
Die Dreiecksungleichung besagt |a + b| < |a| + ||, also |a + b| — |b| < |a] fiir alle komplexen Zahlen a,
b. Fiir a = 21 — 29, b = z5 ergibt sich

21| — |z2| < |21 — 22,
fir a = 29 — z1, b = 21 ergibt sich
|2z2] = |21] < |22 — 21| = |21 — 22|
Insgesamt ergibt sich die umgekehrte Dreiecksungleichung
121l = lzal| < I21 = 2l
fiir beliebige komplexe Zahlen 21, zs.

Sei nun (z,,) eine gegen einen Punkt z* € C konvergierende Folge. Zu jedem e > 0 erfiillen alle bis auf
endlich viele Folgenglieder |z, — z*| < e. Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt

120l = 12| < J20 = 2" <«

Damit konvergiert die Folge |z,| gegen |2*|. Also:

lim |z, :’ lim z,
n—oo n—oo

)

d.h., die Betragsfunktion ist am (beliebigen) Punkt z* stetig.

Aufgabe 49: (Stetigkeit)

Zeige, dass folgende Funktion am Nullpunkt stetig ist: f(x) = 3 fiir 2 # 0,
0 fir x = 0.
Musterlésung:
Mit . .
) :1+x2+%+%+-~-
folgt
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wobei die verbleibende Reihe g(z) fiir jedes = konvergiert und sicherlich 0 < |g(z)| < el*l” erfiillt. Fiir
x # 0 gilt damit

23
Der Grenzwert f(z,) jeder Nullfolge existiert und ist 0, denn g(z,,) ist sicherlich beschriankt. Mit

lim f(z,) = 0= f(0)

n—oo

fiir jede Nullfolge x,, ist f am Nullpunkt stetig. Diese Argumentation funktioniert unabhingig davon,
ob man f iiber R oder iiber C betrachtet.

Aufgabe 50: (Stetigkeit)

1
An welchen Stellen x € R ist die folgende (reelle) Funktion stetig: f(z) = lim m?
n— o0 €T

Musterlésung:

Beachte zunichst 22" = (z2)". Fiir x € (—1,1) gilt 22 € [0,1) und damit (z%)" — 0 fiir n — oo, also

lim =1
n—oo 1 + x2n

Fiir |z| > 1 gilt 22 > 1 und damit (22)" — oo fiir n — oo, also

li ! 0
m ——- =
n—oo 1 _’_1.271
Fiir x = £1 gilt (22)™ = 1 fiir alle n, also
. 1 1
lim — = —.
n—oo 1+ 27 2

Die Funktion

1 falls |z| < 1,
f(z) = 3 falls |z] =1,
0 falls|z|>1

ist damit iiberall aufler an den Punkten z = 41 stetig. An den Punkten z = +1 gilt fiir die einseitigen
Grenzwerte

lim fr) =05 =), lim f@)=1%# = (1),

x—1+40
. 1 , 1
Jim fle) =175 =f(=1), lim f(z)=0# 5= f(-1)

Aufgabe 51: (Stetigkeit, Rechenregeln)

Seien f und g am Punkt z € R stetige reelle Funktionen. Zeige, dass die Funktionen

M (z) = max(f(z),g(x)) und m(z) = min(f(z),g(x))

am Punkt z stetig sind.
Anleitung: M (z) = 5 - (f(2) + g(2) + | f(z) — g(z)), m(z) = 5 - (f(2) +g(z) - |f(z) — g(=)]).

Musterlésung:

Nach den Rechenregeln ist h(z) = f(z) — g(z) am Punkt x stetig. Nach Aufgabe 48 ist die Betrags-
funktion stetig und damit auch die Komposition |h(z)|. Mit den Rechenregeln folgt daraus sofort die
Stetigkeit des Maximums M und des Minimums m.



Aufgabe 52: (Stetigkeit)
An welchen Stellen = € R ist die folgende (reelle) Funktion stetig?

T falls = rational ist,
fl) = 1 —xz falls z irrational ist.
Anleitung: zu jeder reellen Zahl x gibt es eine Folge rationaler Zahlen sowie eine Folge
irrationaler Zahlen, die gegen x konvergiert.

Musterlésung:
Sei x # 1/2. Hier ist f unstetig: Fiir eine gegen x konvergierende Folge (x,,) rationaler Zahlen gilt

lim f(z,) = limz, = .
n— n—
Fiir eine gegen z konvergierende Folge (z,,) irrationaler Zahlen gilt

lim f(x,) =lm(l —z,) =1—=.
n— n—

Fiir x # % stimmen diese Grenzwerte nicht iiberein. Wére f an der Stelle = stetig, miissten jedoch die
Grenzwerte fiir jede gegen x konvergente Folge iibereinstimmen (genauer, mit f(z) {ibereinstimmen).
Wir zeigen die Stetigkeit von f an der Stelle z = % Sei dazu h,, eine beliebige Nullfolge (d.h.,
T, = % + h,, ist eine beliebige gegen % konvergierende Folge). Ist h,, rational (und damit auch z,,), so
folgt

- 1(5) = (b m) -1 (2) = b

Ist h,, irrational (und damit auch x,,), so folgt

o - 12) 3 002) 1)1 (rm) b

1 1
In jedem Fall gilt f(z) = f<§> + Nullfolge, also lim f(z,) = f(i).

Aufgabe 53: (Stetigkeit. Technisch sehr anspruchsvoll. Fiir Ehrgeizige.)

Die eindeutige ,Normalform* einer rationalen Zahl x # 0 sei x = 7> mit teilerfremden ganzen
Zahlen m, n und n > 0. Zeige, dass die Funktion

1

— fiir x € Q\ {0} mit der Normalform z = m,

n n
fz) = 1 firxz =0,

0 firzeR\Q

in allen irrationalen Punkten stetig und in allen rationalen Punkten unstetig ist.

Anleitung: Verwende, dass es zu jeder irrationalen Zahl z eine Folge rationaler Zahlen
gibt, die gegen =z konvergiert. Die Zahler und Nenner dieser rationalen Zahlen wer-
den immer grofler. Ebenso gibt es zu jeder rationalen Zahl z eine Folge rationaler Zahlen,
die gegen x konvergiert, wobei die Zédhler und Nenner der Folgenglieder immer gréfler werden.



Musterlésung:

Offensichtlich gilt f(—xz) = —f(z), womit f genau dann am Punkt —z stetig ist, wenn f am Punkt z
stetig ist. Wir brauchen daher nur x > 0 zu diskutieren.

a) Sei > 0 irrational und (x;) eine beliebige gegen = konvergierende Folge rationaler Zahlen mit
der Normalform z; = m;/n;. Wir zeigen, dass die Folge der Nenner n; nicht beschrankt sein kann.
Wiiren sie beschrankt, sagen wir n; < N fiir alle j, so wéren auch die Zahler beschréankt: Fiir alle (bis
auf endlich viele) j gilt

0<%§m+1 = 0<mj<n;j-(z+1)<N-(z+1).
J

Es gibt aber nur endlich viele rationale Zahlen mit derartig beschrankten Zahlern und Nennern. Sei

5N:min{‘m—x‘; m,n €N, m<N-(zx+1), ngN}
n

der Fehler der besten Approxmation von x, die sich mit rationalen Zahlen mit Nennern < N erreichen
1a8t. Diese dy ist groBer als 0, da = sonst rational sein miifite.
Sei nun € > 0 vorgegeben. Betrachte die Folgenglieder

Xe =A{xj;|z; — x| <1},

deren Abstand zu z kleiner als d1 ist. Wegen x; — =z fiir j — oo liegen alle bis auf endlich viele
Folgenglieder z; in X.. Fiir alle z; = m;/n; € X, gilt n; > %, denn fiir n; < % wiirde |z; — x| > 41

folgen. Damit folgt
1
0< i)=—<
< f(z;) n; €

fiir alle bis auf endlich viele j. Dies ist aber die Konvergenz der Folge f(x;) gegen 0. Damit haben wir

lim f(z;) =0 = f( lim 2;) = f(x)
j—o0 j—o0
fiir jede gegen x konvergierende Folge rationaler Zahlen gezeigt. Betrachtet man eine gegen x
konvergierende Folge (x;), die auch irrationale Zahlen enthilt, so konvergiert weiterhin f(xz;) gegen
0, denn fiir die irrationalen Folgenglieder z; gilt sowieso f(z;) = 0.

b) Fiir x = 0 betrachte die Nullfolge x,, = %, n=1,2,... mit

lim f(an) = lim — =0 £(0) = 1.

n—oo n—oo N

Damit ist = 0 ein Unstetigkeitspunkt von f.

¢) Sei z > 0 rational mit der Normalform x = m/n. Verwendet man die Tatsache, dass man eine
gegen x konvergierende Folge irrationaler Zahlen konstruieren kann, ist man sofort fertig: die Funkti-
onswerte auf diesen irrationalen Zahlen sind 0, ihr Grenzwert ist 0 und stimmt damit nicht mit dem
Funktionswert f(z) = % # 0 iiberein. Damit ist f an rationalen Punkten unstetig.

Will man nur mit rationalen Zahlen arbeiten, ist die Argumentation ein wenig komplizierter: Wir
konstruieren eine gegen x konvergierende Folge rationaler Zahlen (x;), deren Zéhler und Nenner
beliebig groff werden, so dass f(x;) gegen Null konvergiert. Wegen f(x) = % = 0 fiir rationales x folgt
damit die Unstetigkeit an rationalen Punkten.

Betrachte zunéchst

jo=m-n+1>1.

Die Zahl jj ist teilerfremd zu m (jede Division von jj durch einen Teiler von m hat den Rest 1). Die
Zahl jo+n = (m+1)-n+1 ist teilerfremd zu n (jede Division von jo durch einen Teiler von n hat
den Rest 1). Weiterhin sind jo + n und jo teilerfremd, da n und jo teilerfremd sind. Damit ist

(jo+mn)-m
Jo-m

Jo



in Normalform. Mit den selben Argumenten sind auch

(Jg +n)-m (Jg +n)-m
BT 2o, 0 T T a3
Jo - Jo - ™M

in Normalform (denn j2, j3 etc. sind wieder teilerfremd zu m, da jo teilerfremd zu m ist. Analog sind
je +mn, j§ +n etc. teilerfremd zu n, da jo teilerfremd zu n ist.) Die Folge (zj,, Tj2, T, .) konvergiert
gegen T
p
lim 2057 _ gy (1+%)-T=@=x.
p—oo i n  p—oo 6/ n n

Aber es gilt

lim f(z;r) = lim _pl =0+# f(x) = %

p—00 p—00 g+ N

Aufgabe 54: (Funktionsgrenzwerte)

Betrachte die reelle Funktion f(x) = % fiir z # 0. Bestimme den links- und rechtsseitigen
Grenzwert ligi o f(x). LaBt sich f im Punkt z = 0 stetig ergénzen?
xr—

Musterlésung:
Es gilt

1 fiirxz >0,
f(x)={

-1 firz <0.

Der links-/rechtsseitige Grenzwert fiir £ — 0 ist damit offensichtlich

lim f(z) =1, zkgrlof(x) =—1.

x—0+40

Die Funktion wére genau dann stetig ergénzbar, wenn diese Grenzwerte existieren und iibereinstim-
men.

Aufgabe 55**: (Funktionsgrenzwerte. 10 Bonuspunkte)

Diese Aufgabe kann schriftlich bearbeitet werden. Bearbeitungen werden zu Beginn der
Vorlesung am Mi, 8.6.05, eingesammelt.

n
. ot —1
Bestimme den Grenzwert lim
z—1 ™ — 1

fiir m,n € N. Anleitung: Aufgabe 8.

Musterlésung:
Nach Aufgabe 8 gilt

x"—lz(m—l)-(1+m+x2+--~+x”_1), 337”—1:(35—1)-(1+$+J;2+---+xm_1),
also
" -1 l+x+a2+- 4zt
zm—1 l4axz+a2+-4am 1

Diese Darstellung ist stetig an der Stelle x = 1, so dass der Grenzwert direkt durch Einsetzen von
x = 1 berechnet werden kann:

"t —1 I 14+x+a24+-- -+ 1 n

lim ——— = lim =
a—1g™—1 a—=1l4z+22+---+2m 1t m




Aufgabe 56*: (Funktionsgrenzwerte. 10 Bonuspunkte)

Seien My, Mo, M3, My ganze Zahlen (die von hex zufillig gewihlt werden). Bestimme den

Grenzwert
M, Mo
R

lim

— X

Mz $M4

Anleitung: vergleiche mit Aufgabe 55. MuPAD-Funktion zur Kontolle: 1imit.

Musterlésung:
Mit Aufgabe 55 gilt:

pMi_ Mo pMo G Mi—Mz _ 2M> pMi—Ms g M,y — M,
:})linl 1']\/[3 — xM4 - ilinl xMa ([;]MsiMZ* —1 - (alrlinl .%Ah) . (C}?Lrnl $M37M4 ]_) - M3 — M4.
—_——
=1
Aufgabe 57: (Funktionsgrenzwerte)
Bestimme den Grenzwert lim (vVz+1—/z).
Tr— 00
Musterlésung:
Mit dem tiblichen , Erweiterungsargument® folgt
/ — (VrF1 1
lim(\/a:—&—l—\/i):lim( T Vo) (Vo + +ﬁ)=lim720
&—00 z—00 Ve+1+yx =00 /o + 14z
denn v/z + 1 und /x wachsen unbeschrinkt an fiir x — oo.
Aufgabe 58: (Funktionsgrenzwerte)
2
. . z¢—=10-24+16
Existiert der Grenzwert lim ?
T—2 ‘(L‘ — 2‘ + ‘(L‘Q — 4|

Musterlésung:
Nach Faktorisierung folgt

. 22 —10-x+16 . (x—2) - (x—8) . ox—2 x—38

lim = lim = lim . .

a2 | — 2|+ |22 —4| =2z —2|+ |z =2 |z +2| 2]z —2] 1+|z+2

—_—— ———
f(=@) 9(z)

Die Funktion g(z) ist offensichtlich am Punkt z = 2 stetig, es gilt g(2) # 0. Wére die Funktion
f(z) - g(z) am Punkt 2 = 2 stetig ergéinzbar, miisste f(z) = (f(z) - g(z))/g(x) am Punkt x = 2 stetig
ergidnzbar sein. Analog zu Aufgabe 54 148t sich die Funktion f am Punkt z = 2 jedoch nicht stetig
ergénzen. Damit kann der Grenzwert von f(z) - g(z) fiir x — 2 nicht existieren.




