Runge-Kutta Verfahren

Ordnungstheorie der
Runge-Kutta Verfahren
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1. Wiederholung

s Ein s-stufiges Verfahren zur Losung von

Zy = f(y) Ist eine Abb. der Form:
t
In(y) =y+h > bif(y)

=1

s Die Taylor-Entwicklung
®.@) h'n,
Fr(p) ~y+ > — > alpr)Dy,(p7)

n=1"T" p7
|pT|=n

des Flusses mittels elementarer
Differentiale heil3t Butcher-Reihe




2. Motivation & Vergehensweise

m Ziel:
Identifizieren der Butcher Reihe von I3 (y)

= V/orgehensweise:
- Definition der Runge Kutta Gewichte
- allg. Butcher Reihe der RK-Verfahren

= Vergleich von [ (y) und Fy,(y)
s Definition der Ordungsgleichungen



2.1 Bsp.: Die Butcher-Reihe des
Impliziten Euler-Verfahrens

m Sei Y = Ih(y)
die Lésung von Y (h) =y + hf(Y)

Dann gilt: Y(h) = ~ Y™ Q)" =3 ap”
n:

n=—0 n—=—3u
1 . dtn - 1 g
~ a&hn)’qglo i |p%5:n (o)t vPr)
> 1
= L(y)~y+ > h" > Dy, (p7)

n=—1 pT a(pT)

lp7|=n



3. Definition der RK-Gewichte

s Das Butcher-Schema

1411 ... Qis
cC| A o
bT — Cs| Qg1 ... Qgg
by ... bs

sei gegeben.

Zum Baum pT wahle ApT = (V,E,r) € pT mit

V={1,..,n}.
Definiere die RK- Gewichte

P(p7) = Z Z H Tjnjg

J1=1  gn=1 (a,B)EE



3.1 Bemerkung

s FUr eine Kante (a,Bf) mit einem Endknoten
B kann eine Summation ausgefuhrt
werden und liefert s

Z a'jozjﬂ — Cja-
Jp=1

s Es folgt die anschauliche Konstruktion des
Gewichtes O:

o hefte an die Wurzel eine Kopie von b

e an jede Kante eine Kopie von A

o fUr "Endkanten” kann diese zu einer Kopie von
c vereinfacht werden

e dann multipliziere alles und addiere.



3.2 Beispiele

S
— P(p1) = Z b;
=1

S
— d(pr) = > bja
j=1

P(pr) = 7 7 7

J1=1jo=174=1

S
= > bjc

1125150 %3a3 V174 %jads



3. Butcher Reihe eines

RK-\Verfahrens

= FUr die RK-Abbildung

zur Lésung von %:f(y) gilt :

In(y) =y+h > bif(y;)
=

j
L) ~y+ > A" )

= = o(pT)

lo7|=n




5. Ordnungsgleichungen

Fp(y) ~y+ Zl ?ﬁ @#)m(%»%Tny(pT)

|pT|=n

= Der Vergleich mit dieser Abb. ergibt:
Fy(y) — Ip(y) =~
o\ 1 1
D BT ( <|>(p’r)) D¢, (p7)
n=1

o~ o(pT) \v(pT)

|p7|=n




>RK-Verfahren hat Ordnung p genau dann
wenn fur alle Baume pT mit |pT|<= p die
Ordungsgleichungen

CD(,OT) — - erfullt sind.

v(pT)

Der fuhrende Fehlerterm hat die Darstellung:

3 0(;)(7(;7) S(pr)) Dy y(pT)
loT|=p+1

— I,(y) = F,(y) + O(hPT1)




Die Ordnungs-
gleichungen
bis zu
Ordnung 4

Ordnung pT S(pr
(o) v(p7)
1 ® Z bj 1
j=1
2 @®—e Ei:b-c- 5
1 2
7=1
3 S b c2 :
2 b¢ 3
7j=1
S s 1
3 @®—eo—o Z Z bj ajk cy, 6
7=1 k=1
4 S b -
_Z 3 €5 4
=1
S S 1
4 (@ E Z bj Cj A5k Ck g
7=1 k=1
S S 1
t | o | XX bend 7
=1 k=1
S S S 1
4 @ L @ ZZijajk(LkgCg ﬂ

j=1 k=1 I=1




6. Bemerkungen

Sei ap = Anzahl aller Baume p1T mit
genau p Knoten.

Die Anzahl der Gleichungen Z a

steigt schnell mit der gewunschten
Ordnung p:

1 23 4 5 6 7 8 9 10 ... 20

1 1 2 4 9 20 48 115 286 719 ... 12826 228

Zak 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205 ... 20247374



IT.

Die Konsistenzbedingung j;bj: 1
garantiert Konsistenz/Konvergenz.
Die "Buschel”

@<} k — 1 Bléitter

liefern die Quadraturbedingungen

1

k ) — b Ck |
S Z ~ y(p7)



I11.

Bei der Anwendung von RK Verfahren
auf skalare Gleichungen ——f(y) yeR,

fallen einige elementare leferentlale
zusammen, so dah im Vergleich der

Butcher-Reihen von F;, und I, nicht fur
jeden Baum getrennt 1
d(p7) =
v(pT)

gefordert zu werden braucht, z.B.
D (@) = 1" W) W) )

= D5y (0 ") = SO W W) )




/. Zusammenfassung

s Die allgemeine Definition der Butcher
Reihe fur Iy, (y)ist :

T 7 N\ ) @O‘wfn. A q)(pT)n / \

s Der fUhrende Fehlerterm hat eine
Abweichung von:

far ein RK-Verfahren der Ordnung p
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