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Taylor-Entwicklung der exakten
Losung und Verfahrensfehler

»Beobachtung(1)
Die Taylor-Reihe der Losung Y(t,+h)=F.(y,) des AWP
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Taylor-Entwicklung der exakten
Losung und Verfahrensfehler

» Beobachtung (2)
y(t) =y,

D)=y,
dt2( t)=f¢f] (vl f(v)
"X ()= et rqrdr]
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Taylor-Entwicklung der exakten
Losung und Verfahrensfehler

> Notation

Term
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Taylor-Entwicklung der exakten
LOosung

»Definition: " .

syl RV und TR ® R Einem gewurzelten Baum rt

wird das Elementare Differential D y(rt Y1 RN (ander Stelley) durch
die rekursive Definition

Df’VQ[r t..r tk]\) = f (k)(y)[Df’y(r £ Df,y(r t, )

mit Df, { )=t(y)  zugeordnet.
»Beispiel

Df((® )=f Df,(®—=)=f¢f]
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Taylor-Entwicklung der exakten
LOosung

»>Satz .
@:Se VI N mit V= |rt | fixiert. Die Anzahl der monotonen

Numerierierungenvon [t ist:
a(rt)=[rt =(V,Er)l rt;lrt ist monoton}

FireineLosungvon 9y _ f (y) gilt mit & aus(a)
at

d'y o _
ar" —aa(rt)Df’y(rt), n=12,..

rt
[rt |=n
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Taylor-Entwicklung der exakten
LOosung

> Bewels ’
. . Y o
Zu zeigen ist: o at Df,y([l I‘t])
ongion
»Bezeichnung

¥ n
Die Taylor-Entwicklung  F(y) @y+8), zé_a(r t)D, y(r t)

n=1 It

|rt|=n

des Flusses |:h mittels e ementarer Differentiale hall3t Butcher-Rehe.

Jeder Termistmittels f f ¢ f @,.. anjeder Stellen'y berechenbar.
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Verfahrensfehler

» Definition

Ein Einschritt-Verfahren der Konsistenzordnung p zur LGsung von
% = f(y) afdem R" isteine1-parametrige Schar von
Abbildungen
i RY® R mit demlokalen Verfahrens-fenler [ (y thﬂ)
Der Term e()’) in O(h IO+1) — e(y)h p+1l + O(h p+2)

hal (% fuhrender Fehler koeffizient

08.06.04 Seminar Numerik 9



Verfahrensfehler

»Belspiele
Ordnung 1: Ih(y) :y+hf(y) (Euler-(Polygonzug-) Verfahren)

N e v 1)

h" o
Ordnung p: |h(y):y+§ﬁaa(rt)of,y(rt)
n=1 rt
rt|=n

Problem : Alle partiellen y-Ableitungen von f bis zur Ordnung p-1 sind
zu implementieren und in jedem Zeitschritty(t) ® I, (y(t)) @/(t + h)

auszuwerten . Damit sind Taylor-Verfahren in der Praxisi.a kaum e nsetzbar
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Verfahrensfehler

»Bemerkung
Frage: stellt die Taylor-Reihe den exakten Flul3 dar?
$ h"
Fh(Y) =y+ta F é_ a(r t )Dp(r t )+ Fehler(h, p)
n=1 |rt|:;1

Analytizitét heift |im Fehler (h, p)=0  bei festen h. Numerischer Fehler der
p® ¥

Taylor-Verfahren: F, = 1}, = Fehler(h, p) bei festen p und wahlbarem
(kleinen) h
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Verfahrensfehler

> Definition

wir betrachten h(n):%,nT N Ein Verfahren | . heilX (global)
konver gent mit der Konvergenzordnung P , wenn

Fr (Y)' (I h(n) © *++© |h(n))()/) = O(h(n)p): Q&ié

- ~ J enpg
n

Bemer kung: Hier werden zur Integration Uber ein langeres Zeitintervall T n

aguidistante Zeitschrittemit h=T d betrachtet. Aber in der Praxis wird man
mit variablen Schrittweiten (,, adaptiv*) arbeiten.
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Verfahrensfehler

»Satz(1): Globale Fehler auslokalen Verfahrens

Se W) =F., (o) die exakte Losung desAWP %Y _ f(y), y(t,) = v,
wobe| f eine Lipschitz-stetige Funktionist. dt

ein numerisches Verfahren, mit den mittels positiver Schrittweiten

I h
Mo, Ny, numerische Stitzwerte Vi = 1 (y,) zur Approximation von

Y(t) zu den Zeiten t., =t +N berechnet werden
Dielokalen Fehler sind definiert durch - | hi (yi )' Ihi(yi)

Die globalen Fehler sind :E =Mt )- ¥ :(Fh-l ©....0 Frb)(yo)' (Ih_l °---°|rb)(yo)

08.06.04 Seminar Numerik 13



Verfahrensfehler

Satz(l) Globale Fehler auslokalen Verfahrens

e £a% e HJ&”‘ o
£ n(. - 1 \eiH)e(t” to )L

—h =h = =1/3
Flr Konstante Schrittwelten h = ho o h1 T /N 0 gilt auch

TL 1 TL 1
el) ey <lilel) =

E|£(1=
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Verfahrensfehler

»Satz(2): Globale Fehler aus lokalen Verfahrens- und Rundungsfehlern
In Satz(1) sein Y., = (y ) +e die mit den absoluten Auswertungs-Fehler e
von |, (Y.) behafteten tatsichlich berechneten Stiitzwerte

Es gelte die Abschatzung aus Satz(1) mit He H ersetzt durch  |e| +|e]
speziell ‘

IE. (fe |1+ le )2

08.06.04 Seminar Numerik 15



Taylor-Entwicklung der exakten
Losung und Verfahrensfehler

»Zusammenfassung

=Die Taylor-Entwicklung des Flusses F,  mittels elementarer
Differentiale (Butcher-Reihe) , wo jeder Term

mittels f, f ¢ f &¢. anjeder Stelley berechenbar i4t.

*Die Auswertung der Konsistenzordnung p zur L6sung von AWP
mit dem lokalen Verfahrens-fehler.

*Merke: lokale Konsistenzordnung = globale Konvergenzordnung
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