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Kapitel 1

Kurzer Ausblick

Numerik: approximative Losung eines mathem. Problems, Zahlenwerte als |]14.10.97
Ergebnis

Aspekte:

1) Theorie: finde praktisch durchfiithrbares Verfahren zur Approximation des
Problems

2) Verfahrensfehler
3) Effizienz

4) Stabilitdt (Verstarkung von Fehlern im Lauf der Rechnung)

1 b
Beispiel 1.1: Berechne [ := / ¢=*" dz. Verfahren: approximiere / f(z)dz durch
0 a

n—1

IRiemann = h Z f(xl) , Ty=a+t h ) h =
1=0

f(2a+zf ))

f(wo) +4f(w1) +2f(w2) +4f(x3) +2f(z4) +

b Af @ana) + 2f () + 4 (@) + f (@) )

b—a

n

>

oder Irrqpe: =

(n gerade
oder ISimpson

(
(

o=

1) Theorie: fiir n — oo konvergieren diese Werte gegen I.

2) Verfahrensfehler: die Theorie liefert Abschétzungen, aus denen (in der Regel)

Simpson besser als Trapez besser als Riemann

1



2 KAPITEL 1. KURZER AUSBLICK

folgt. In der Tat:

|l — IRiemann| =~ 0.031
n=10 — I — Irrape:] =~ 0.00061
I — Igimpson| =~ 82x1077

3) zur Effizienz:
Beispiel 1.2: Berechne fiir gegebene Werte fy,..., fnv_1

N-1
dp =Y fjeV 1EN g =0,1,...,N -1
Jj=0
(“diskrete Fourier-Transformation” (fo,..., fnv—1) — (do,...,dNn_1)).
Naiv: man braucht ~ N? Rechenoperationen

FFT-Algorithmus: es geht mit =~ N logs N Rechenoperationen

4) zur Stabilitét:

Beispiel 1.3: Betrachte lineares Gleichungssystem
10 7.1 x\ (10
2 V2 y )\ 4

1—25+/2 1
x=2 71225 V2 A~ 246.401..., y=— o —345.635... .
71— 50 V2 71— 50 V2

Problem: ersetze v/2 durch numerische Approximation V2= 1.41421..., etwa:

mit exakter Losung

V2 2141 — = 143.000... y= —200.000...
V221414 — 2 =237.666... y= —333.333...
V2 214142 — 2 =1245.827... y= —344.827...
Phinomen: Ungenauigkeiten konnen sich dramatisch verstirken (das Problem ist

“schlecht konditioniert”, “instabil”). Hier wird ein Fehler in V2 in z um einen Fak-
tor & 42410, in y um einen Faktor ~ 59 732 verstirkt (Aufgabe 4). Verbesserung:

10 100 (71 + 50 v/2) =100 (71 + 50 v/2)
Y 71— 50 /2 (71 — 50 v/2)(71 + 50 v/2) 41
7100 5000 —345.129... fglr V2 =141

—345.634... fiir 2 = 1.4142
Jetzt nur noch Fehlerverstirkung um den Faktor 5000/41 ~ 122.



Fazit: Aufgabe der Numerik ist die Entwicklung effizienter und stabiler
Algorithmen zur zahlenm#fiigen Approximation mathematischer Probleme.

Niitzliche Notation:

Definition 1.4: (Landau-Symbole)
Fiir Funktionen f,g: R — R (oder N — R) bedeutet

f(z) =0(g(x)) im Limes z — x¢ ,
daf8 f(x)/g(z) in einer Umgebung von xq beschréinkt ist. Die Symbolik
f(x) =o0(g(x)) im Limes z — zo
steht fiir die Aussage xlirglo f(z)/g(z) =0.
Beispiele:

n3+n2

5 = O(n®) (im Limes n — o)

1 —cos(z) = o(x) (im Limes x — 0)
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Kapitel 2

Fehleranalyse

Numerisches
Eingabeparameter ¥ — Verfahren — Ausgabewerte ¥
(Algorithmus)

Fehlerquellen:

e Eingabefehler: 7 ist mit Fehlern behaftet (z.B. Mefidaten, durch nume-
rische Rechnung entstanden, ...)

e Verfahrensfehler: das Verfahren ist nicht exakt (z.B. Integralapproxi-
mation durch eine endliche Riemann-Summe)

e Rundungsfehler: Zahlen (z.B. 7 = 3.1415...) werden nicht exakt darge-
stellt, diese Fehler pflanzen sich beim Rechnen fort.

Eingabefehler: hingen vom Kontext des konkreten Problems ab.
Verfahrensfehler: sind mit dem jeweiligen Algorithmus zu diskutieren (Theorie).
Rundungsfehler: mathematisch kaum ezakt zu kontrollieren. (Zukunft: Ergeb-
nisverifikation, Intervallrechnung durch Computer)

In diesem Kapitel werden heuristische Hilfsmittel zur approximativen Analyse
von Rundungsfehlern und ihrer Fortpflanzung bereitgestellt.

2.1 Gleitpunktdarstellung (floating point numbers)

Im Rechner wird nur begrenzter Speicherplatz zur Darstellung reeller Zahlen
reserviert = die Zahlenwelt des Rechners (“Maschinenzahlen”) besteht
nur aus endlich wvielen rationalen Zahlen. Praktisch alle £ € R miissen
hierdurch approximiert werden und es kommt unvermeidlich zu Darstellungs-
(=Rundungs-)fehlern.
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Ziel: approximiere “groBe” Zahlen (z.B. 710 x €3°) und “kleine” Zahlen (z.B.
e=20/40!) mit derselben Giite. Dies wird durch Gleitpunktdarstellung erreicht.
Man wihlt eine Basis E' € {2,3,4,...} und stellt eine reelle Zahl dar durch:

Definition 2.1:
Die Gleitpunktdarstellung von z € R\ {0} zur Basis F ist

x = sign(z) a x E°

mit dem Vorzeichen sign(x) = +, der Mantisse a € [E~!,1) C R und dem
Exponenten b € Z.

Beispiel 2.2: Zur Basis F = 10:

x = —m0e30 = _0.100076... x 10'°
r = e 20/40! = +0.2526... x 10756
x = 10 = +40.100... x 102

Bemerkung 2.3: Bei gegebener Basis ist diese Darstellung eindeutig:
b= logg(lz) +1], a=lz] B

(mit |y| = GauB-Klammer = grofite ganze Zahl < y).

Die Mantisse wird in Ziffern zerlegt:

Lemma 2.4:
Zua € [E711) existieren Ziffern ay, as, ... € {0,1,..., E—1} mit a; # 0,
sodaf3
a:a1E71+a2E*2+a3E*3+-~ .

Beweis: Algorithmische Konstruktion
ap=|aE|, a=|(a—aEYE?*, a3=|(a—aE~' —aE"?) E3|

usw. Nach Aufgabe 1 gilt 0 <a— (ayE~'+---+a,E") < E7", also
n
— 1 i R
a= nh_}ngo Zl a; B .
1=

Q.E.D.
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Fiir EF = 10 ist dies unsere gewohnte Dezimalschreibweise:

a =0 . 1 2 3 4 5

T 11
ay ay as
Achtung!  0.19999... = 0.20000... .
Allgemein gilt:
[e.e] oo
) ) E — 1)E—(n0+1)
E-1)E" = (B —1)p-to+) " gi = = E0 .
2 (B-DET=(B-nETT ), =
i=nop+1 =0
Vereinbarung 2.5:
FEine Ziffernfolge der Form any4+1 = pgy2 = ... = E—1 (mit ap, < E—1)

ist nicht zuldssig und wird umgeschrieben:

(a1,...,an,, E—1,E—1,...) = (a1,...,an, +1,0,0,...) .

Lemma 2.6:

Mit Vereinbarung 2.5 ist die Ziffernfolge fiir a € [E~!,1) eindeutig.

Beweis: Betrachte zwei Ziffernfolgen

n—1 ' o'} 4 n—1 ' 00 ‘
a = Z a; Bt + Z o B = Z a; BT+ Z a; B
=1 i=n =1 i=n
mit a, # an, 0.B.d.A. a, > a,. Es folgt

e . (Vereinb. 2.5) s .
(an = @n)E"" = Y (4 — a;)E~" < > (E-1)E'=ET".
i=n+1 i=n+1
Widerspruch zu (a,, — a,)E~" > E~".
Q.E.D.
Bei “N-stelliger Darstellung” werden nur die ersten N Ziffern einer Mantisse
gespeichert, der Rest wird abgeschnitten (bzw. gerundet):

Definition 2.7: (Rundung, “round”)
Definiere rd : [E~1,1) — [E71,1) N Q:
rd(a) = rd(mE'+---+anyE N +ay E-WNHD 4.
= aE7' 4+ +anyEN (“Abrundung”) .
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Alternativ ersetzt man ay durch ay + 1, falls

Z a; B> 5E—N
i=N-+1

gilt (“eigentliche Rundung”). Hierbei sind eventuell rekursiv Ubertrige abzuar-
beiten, falls sich ay + 1 = F ergibt:

z.B. 1d(0.4999678) = 0.5000 bei Rundung auf N = 4 Dezimalziffern.

Die sich durch Abrundung oder eigentliche Rundung ergebende rationale Zahl
rd(a) approximiert a € [E~1,1):

< E™N  (Abrundung)
la —rd(a)| 1
< §E_N (eigentliche Rundung)

Mit a > E~! folgt

o — rd(a) < BN (Abrundung)

a

1
< §E1_N (eigentliche Rundung)

Definition 2.8:

Eine Zahl x € R\ {0} wird im Rechner durch die N-stellige Gleitpunkt-
approximation zur Basis F

rd(z) = rd(sign(z) a x E) := sign(z)rd(a) x E* = (£,a4,...,an,b)
dargestellt. Es gilt
E*N  (Abrundung)

x —rd(x)

a —rd(a)

a

1
§E1*N (eigentliche Rundung)

mit der (relativen) Maschinengenauigkeit 7.

Grob gesprochen ist rd(xz) die x € R nichstgelegene rationale Zahl, die auf
dem Rechner dargestellt werden kann. Typisch ist £ = 2 (binér) oder £ = 16
(hexa-dezimal).
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Beispiel 2.9: 64-bit Variablen, F = 2:

64 bits
E | ]
/ ——
Vorzeichen- 52 bits fiir die 11 bits fiir den
bit Mantisse a Exponenten b
Exponentenbereich b,,in,...,bmar: Mit 11 bits lassen sich die ganzen Zahlen
(0,...,0) =0 bis (1,...,1) =2°+2' +... +29 = 1023 und ein Vorzeichen darstellen,
— —

10 10
also b € {—1023,...,1023}, also E® € {271023 21023} g gilt 2+1023 » 10%308,
Mantissengenauigkeit: Mit 52 bits lassen sich
ay , Q2 , a3 , ... , (53 E{O,l}

~—
=1 (braucht nicht gespeichert zu werden)

speichern, also N = 53, d.h., bei eigentlicher Rundung: 7 = %21’53 ~1.1x10716,
Ergebnis: Mit 64 bits lassen sich alle reellen Zahlen x im Bereich 107308 < |33| < 10308
bis auf etwa 16 Dezimalstellen genau approximieren.
Einige FORTRAN-90 Compiler bieten 3 Datentypen fiir reelle Variablen an:

Typ [ bits | 7 | Bbwimes

REAL (KIND=4) 32 | 21077 | ~10%%  (REAL (normal))
REAL (KIND=8) 64 | ~ 10716 | ~10*308  (DOUBLE PRECISION)
REAL (KIND=16) | 128 | ~ 1073} | ~ 10308

Definition 2.10:

Fiir eine gegebene Basis E, eine Stellenzahl N und einen Exponentenbe-
reich byyin, ..., bmar St

N
M = {0} U {i(ZaiE_i)Eb; ae{0,1,...,E—1},
=1

al#oa be{bminw--abmaaﬂ}}

die Menge der vom Rechner darstellbaren Maschinenzahlen.

Sie ist durch die Software (Compiler) bzw. die Hardware (floating-point-
Prozessor) vorgegeben. Sollte in einer Rechnung der Exponentenbereich in M
verlassen werden (overflow/underflow), so wird in der Regel das Symbol NaN
(=Not a Number) ausgegeben.
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Merke: Die Maschinengenauigkeit 7 ist die Grdfie, welche die Rundungs-
fehler beschreibt. Sie ist der Beschreibung des Compilers zu entnehmen und
héngt von der internen Darstellung £ und der Speicherlédnge N ab. Innerhalb
des Exponentenbereichs b,,in, . - . , b kOnnen alle reellen Zahlen z € R mit
einer durch 7 beschrénkten relativen Genauigkeit durch rd(z) € M appro-
ximiert werden:

rd(z) =z +x7, mit |7,| <7 = Maschinengenauigkeit,

wobei
rd(z) —z

x
(relativer) Darstellungsfehler der Zahl x € R heifit.

Ty 1=

2.2 Arithmetik

Als Grundarithmetik wird bezeichnet:

e die 4 Grundrechenarten +, —, *, / und Exponentiation x (z*xy = z¥),

e cinfache Funktionsauswertungen der dem System bekannten Funktionen:
exp,log,sin,cos,arctan,sqrt,... .
Problem: die Grundarithmetik verliafit i.a. die Maschinenzahlen, z.B.

r,YyeEMAr+ye M.

(z.B.:x = 1,y = 1072?% sind im Dezimalsystem exakt mit einer Ziffer darstellbar,
x + y braucht 21 Dezimalstellen.)

Die Arithmetik der meisten Sprachen ist nach folgendem Rechenmodell imple-
mentiert:
Rechenmodell 2.11:
Die von der Maschine ausgefiihrte Operation ist die mathematisch exakte
Operation gefolgt von der Rundung auf die nédchste Maschinenzahl:

Programmzeile berechnet wird

Z:=x+y; z=cdy:=rdlz+y)=z+y + (x+y)7:
z:=exp(x) ; z = exp(z) :=rd(exp(z)) = exp(z) + exp(x) T,

mit |7,| < 7 = Maschinengenauigkeit.

Merke: Jede Grundoperation liefert einen durch die Maschinengenauigkeit
beschriankten relativen Fehler.
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Bemerkung 2.12: 7 ist die kleinste positive Zahl, sodafl 1 + T nicht durch
Rundung zu 1 wird. Damit kann 7 leicht ausgetestet werden:

tau:=1;
while 1+tau>1 do tau:=tau/2;

HéBlich: die Ersatzarithmetik M x M — M wie z.B. @ = rd(. + .) ist nicht
mehr assoziativ, z.B. bei 7 ~ 10716:

(10—210 el a(-1) # 10720%@0a(-1)
0

0 10720

2.3 Fehlerfortpflanzung

Gegeben glattes f : & = (x1,...,7,) € R" — R. Wie éndert sich f bei Anderung
von & auf ¥ + AZ? Taylorentwicklung;:

82

azzﬁmj

f(f+Af):f(f)+Z%Ami+% >
i=1 "

2,7=1

Interpretiere Ax; als “kleine Fehler” und vernachlissige hohere Terme:

Definition 2.13: (Differentielle Fehlerfortpflanzung)

= Of .
Af :_;axi B Az; + f(Z) 7y

heifit differentieller Fehler der Abbildung f : ¥ € R" — R (am Punkt
Z). Er besteht aus der Fortpflanzung der Eingabefehler Ax;, die iiber die
absoluten Konditionszahlen 0f/Jz; verstéirkt werden. Hinzu kommt
der Darstellungsfehler ¢ beim Abspeichern des berechneten Wertes f(Z),
fiir den |7¢| < 7 = Maschinengenauigkeit gilt.

Interpretation: ohne 7¢ ist in linearer Naherung Af = f(Z+ AZ) — f(&) der von
den Fehlern der Eingangsparameter stammende Fehler. Die hoheren Terme der
Taylorentwicklung werden ignoriert:

Achtung: der differentielle Fehler ist nur eine Niherung des wirklichen Feh-
lers (aber eine in der Regel sehr gute).
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Beispiel 2.14: Berechne bei Maschinengenauigkeit 7 den Wert z = v/3/v/2. Wie genau
ist das Ergebnis? Setze x = v/3, y = v/2 mit den Darstellungsfehlern Az = rd(z) —x =
Ty, Ay =rd(y) —y = y 7, (nach Rechenmodell 2.11). Mit z = f(z,y) := x/y folgt die
differentielle Fehlerfortpflanzung

0 0 1
Az:—fo—l——fAy + zTZ:fo—ﬁAy + zT,
oz dy Y y?
Az Az Ay
7:7_7""7—,2:7—:1:_7@"‘7_2 .
z x Yy
. Az
Nur bekannt: |7,], ||, |72] < 7. Ergebnis: |—| < 37.
Bezeichnung 2.15:
Die absoluten Fehler von Zahlen x,y,... werden mit Ax, Ay, ... be-

Az Ay

zeichnet, die relativen Fehler mit e, = 5% , ¢, = TR

Relative Fehler sind meist aussagekraftiger als absolute Fehler, Rundungsfehler
sind relative Fehler.

2.3.1 Fehlerfortpflanzung in der Grundarithmetik
Gegeben z,y mit den Fehlern Az, Ay bzw. €, €,. Es sei 7, mit |7,| <7 = Ma-

schinengenauigkeit der Darstellungsfehler des aus x, y berechneten Ergebnisses.

Addition zweier Zahlen mit gleichem Vorzeichen:

x Y
€+
r+vy r+y

z=f(z,y) =a+y = Az=Ac+Ay+27, = €y = €y+T2

<1,0< -7
T4y T4y
werden also nicht verstédrkt. Offensichtlich gilt

Gleiches Vorzeichen = 0 <

< 1, Fehler der Summanden

‘ lext+y| < max(|e;], |ey]) +|72|| (Addition ist harmlos!)

Subtraktion zweier Zahlen mit gleichem Vorzeichen: ersetze y durch —y:

X

z=x—Y: €r—y = €x —

€y + T2
r—y r—y

Die relativen Fehler werden um die Faktoren |z/(z — y)|, |y/(x — y)| verstérkt,
von denen mindestens einer > 1 ist. Kritisch, wenn

x x
m%y,d.h.;m%%l,d.h. ’1— z‘l—%‘«l,d.h. o —y| < |z| ~ |yl ,

Y

T

=y

~
~

da dann

2>
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Merke: Bei Ausléschung |z —y| < |z| & |y| werden relative Fehler in
x und y extrem verstéirkt. Dies ist die Hauptursache fiir Rechenfehler.

x| 0.123456777 (auf 6 Stellen genau)
Beispiel: — y | —0.123444777 (auf 6 Stellen genau)
= z | 0.000012777 (auf 2 Stellen genau)

Damit sinnvoll:

Vereinbarung 2.16:
In Zukunft hat “~” eine konkrete Bedeutung:

x ~y heifit: |x —y| < |z|, also ‘1—% <1
x
und damit auch |z —y| < |y|, also ‘1 - a:' <1.
Achtung: z ~ 0 macht keinen Sinn! Y
Weiter:
Multiplikation Z=TY: (€ =€ €+ T, (harmlos)
Division z=ua/y: |€; =€, —€y+7.| (harmlos)
. (kritisch fiir |y| > 1
_= Y. =
Exponentiation 2z = z¥: €2 =ye+In(z)e + 7, oder |In(2)] > 1)
/!
Funktionsauswertung z = f(x): |e, = :CJ{((J;) €x + T,
x
z.B.
2 =exp() : |€exp(z) = T€x + 72| (kritisch fiir || > 1)
z=1In(z): €In(z) = lnﬁ(ixx) + 7, | (kritisch fiir z ~ 1)
z=4/x: €5 = oy Tz (harmlos)
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Noch einmal:

Zusammenfassung: Wesentliche Ursache fiir Rechenfehler ist die Diffe-
renzbildung zweier fast gleicher Zahlen = ~ y (“Ausléschung”), genauer:

Falls x,y fehlerbehaftet sind, so ist fir |z —y| < |z| =~ |y| die
Differenz x — y mit einem extrem wverstdirkten relativen Fehler
behaftet.

Es tritt dann allerdings kein zusdtzlicher Darstellungsfehler der Differenz auf
(Aufgabe 3).

2.3.2 Differentielle Fehleranalyse

In jedem Rechenschritt(Grundarithmetik) entstehen Fehler. Wie analysiert man
deren Effekt beim Weiterrechnen? Also: was passiert bei einer Hintereinander-
schaltung mehrerer Grundoperationen?
Definition 2.17:
Ein Algorithmus f: R™ — R™ | der Eingabedaten ¥ € R" die Ausgabe-
daten j = f(Z) € R™ zuordnet, ist eine Komposition f = f*) o ... o fl)
von Elementaroperationen ﬁ : R%~-1 +— R™ der Grundarithmetik:

nomt g0 =g I g0 g gm 2

relR —
I 50 ¢ gm U g g

Hierbei seien alle Komponenten der Zwischenergebnisse 70 = U0 (z(=1))
durch Operationen der Grundarithmetik aus den Komponenten von £~
berechenbar.

Abbildungen, die sich nicht in diesem Sinne in Elementaroperationen zerlegen
lassen, konnen nicht auf dem Rechner implementiert werden.

Beispiel 2.18: Berechne y = v/z +1 — vz — 1. (Achtung: Ausléschungsproblem fiir
z>11)
Algorithmus:

. 0
= ()-8

(1) VI+1
1
VAT

— 2®=2® P = aFi- vz Uyt = (3
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Heuristisches Verfahren:

Methode der Differentiellen Fehleranalyse: benutze die differentielle
Fehlerfortpflanzung 2.13 Schritt fiir Schritt (analog zu Beispiel 2.14), um
den relativen differentiellen Fehler des Endergebnisses als Linearkombinati-
on des Eingangsfehlers und der Darstellungsfehler aller Zwischenergebnisse
zu schreiben. Es interessieren dabei die Verstirkungsfaktoren (Konditions-
zahlen).

Beispiel 2.19: Es seien Ti(j ) die relativen Darstellungsfehler der Zwischenergebnisse

acl(j ) des Algorithmus

(1) _ .0 2 _ /.0
zy =2V +1, 7 =2y,
MO ! ! ! 2® =@ ®
MV =20 _1 2@ = [V |

aus Beispiel 2.18. Anwendung von 2.13 liefert
Az(® = Az (Eingabefehler)

Axgl) = Az® 4 :1751) 7’1(1) = Az + (z+1) 71(1)

Aazél) = Az 4+ xél) 72(1) = Az + (z—1) 7'2(1)

Ar) 2“5()1) P o A TEL
1

Az$? = f“f(i) + a7 =5 \/A% + ‘/9? )+ Vo177
2

Az® = Az — AzlP 4+ 2® B = <\/x1ﬁ_ \/%) %

M
+ Va1 (o)

(1)
—vr—1 (7—2—4—72(2)) + 2376
2

Ergebnis y = (3 mit Ay = Az®): 130.10.97

(1) (1)
Qy_ oz A Vel (ml o) veol(nlo o), @
Y 2vVr2i—-1 = Y 2 y 2
Annahme z > 1 und Vereinfachung vz +1x=+ve -1~z , Va2 — 1=z,
Ve+l-vVr—1)(Vz+1+vz—1) 2 1

— — ~

Vi+l + Vo—1 T Va+l+ V-1 Wz
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A M B
= |2 = - ?x+x(71—+71(2)—7-2——72(2))+7(3).

2 2

Der Eingangsfehler Az/x und 7(3) sind harmlos, alle anderen Fehler werden um z > 1
verstirkt. Mit |7'1(1)|, ..., |m3] <7 = Maschinengenauigkeit:

S —

A (approxz.) 1 |A
‘yy 5 ) R R

Beispiel: z = 1.234 x 10™ mit 16-Stellen-Arithmetik

yegjakt == 900207 X 1078 (% ]_/ﬁ)
YRechner = 8.94069... x 1078 (PASCAL) ,

also 10
Yexakt — YRechner ~ 6 x 10~ ~ 7Tx1073
Yexakt 9x10-%

Die Fehleranalyse sagt mit |Az/z| < 7~ 1071¢ die obere Schranke
(approx)
Ay g <3x+2) 7 < 4x1072

Y

voraus.

Anmerkung: es gilt die alternative Darstellung

2
Vi1l 4+ Voe—1°

Sie ist fiir z > 1 numerisch viel besser, da Ausloschung vermieden wird.

y = Ve+l - Vo-1 =

Man sieht: differentielle Fehleranalyse ist schon fiir kleine Beispiele aufwendig.
Anwendung: analysiere kritische Bausteine in komplexen Algorithmen.

Formalisierung dieser Analysetechnik:

yi(z1, ..., xn)
Firy = : gilt nach Definition 2.13 des differentiellen Fehlers
Ym(T1, ..y Tp)
Ay; = Zj ggj_ Ax; + 1y, yi, also
0 0
Ay oy ct B Az Ty Y1
ag=| = ¢ |+
Aym, %yTT .. gi’: Axy Tym Ym
o
= Y AT+ 1y

)
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mit der diagonalen Fehlermatrix 7; = diag(7y,,...,7y,,) und der iiblichen
Jacobi-Matrix g—g = gg;

zweier Abbildungen Z — ¢(Z) — Z(¥) folgt

) der Abbildung # — ¢(Z). Fiir die Komposition

. 0z , S 0z0y , 0z .
AZ = @Ay + 122 = @%Am + a—gﬂ'gy + 122
mit g—;g—g = g—g (Jacobi-Matrix der Abbildung # — Z(%(Z))) und den Darstel-
lungstehlern 75 = diag(7,, 7,, - . .) der Komponenten von 2. Fiir einen allgemei-
nen Algorithmus

7 00 20) _ g, 20O Iy Ly g0 (D) CURI) p o

ergibt sich die rekursive Fehlerfortpflanung

, o7® . N
g0 — 977 A=) (1) 70
AZ S AF + 7
mit den Darstellungsfehlern (%) = diag(Tl(i) , TQ(i), ...) der Komponenten des Zwi-
schenergebnisses #() = (xgl),:cg),...)T (T'=Transposition, alle Vektoren sind

Spaltenvektoren!). Die offensichtliche Losung dieser Rekursion

4 oz oz
720 — #(0)
AT = GFen  gEm AT

7(®) 7(2) 7(2) 7(3)
8:1/‘ 8x T(l)f(l) 4 8$ aSC

@@ L ..
97D 9z o710 gz T T T

_l’_

fithrt zu:

Definition 2.20:
Gegeben Algorithmus f: ﬂk) o-- -of?(l) mit Eingabeparametern #9) = 7
und Zwischenergebnissen &%) = £ (#0-1), i =1,...,k. Der absolute

—

differentielle Fehler der Ausgabewerte ij = #%) = f(Z) ist

o N
;{( D ED 4 W g

8@7 k—1
Ay:afAm-l—;a -
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B ozk)  gztk=1) 9z gz) Az (fortgepflanzter
- o7k—1) 9pk—2) oz(1) o7(0) v Eingangsfehler)
=(k =(k—1 =(2 )
i o N oA O O eY
oz(k=1) ggk=2)  gz(1)
+ ...
970 k-1 (fortgepflanzte
+ T e F(k=2) z(k=2) Darstellungs-
ax((k) ) 9F(h=2) fehler)
or
(k—1) =(k—-1)
+ 970 D) T T
PNy

mit () = diag(Tl(z), 7'2(1), ...) und |7']@\ < 7 = Maschinengenauigkeit.
Interpretation: Der so definierte differentielle Fehler ist die lineare N&herung
an den tatsdchlich anfallenden Fehler (bei kleinen Fehlern eine sehr gute
Approximation). Gehalt der Formel: Endfehler ist als Linearkombination der
Eingabefehler AZ und aller Rundungsfehler T]@ dargestellt und kann iiber
die Verstirkungsfaktoren als Vielfaches der Maschinengenauigkeit abgeschétzt

werden (siehe Beispiel 2.19).

Definition 2.21:
Unter Vernachldssigung von Rundungsfehlern gilt

i Avy; x; 0y Ax;
Ay; = Az; = e
;81‘]’ J Yi ; Yi a:rj Zj

Die Gréfien gg? bzw. %% heiflen absolute bzw. relative Konditions-
J 3 J

zahlen der Abbildung ¥ — 3(¥). Sie sind die Verstirkungsfaktoren der
absoluten bzw. relativen Eingangsfehler.

Bemerkung 2.22: Zwei verschiedene Algorithmen

F= (f(k) o...of(l)><f) _ (ﬁ(K) o._.oﬁu))@
fiir dasselbe Ergebnis §(Z) haben dieselben Konditionszahlen gg; beziiglich des
Eingabefehlers AZ. Sie kénnen sich trotzdem numerisch véllig unterschiedlich

verhalten, da Ay auch durch die von den Teilalgorithmen f(k) 0.0 ]?’(2)’
Moo j?(3) usw. verstérkten Fehlern der Zwischenergebnisse bestimmt wird.
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Ein Algorithmus ist numerisch nur dann gutmiitig, wenn alle Teilalgorithmen
gut konditioniert sind. Beispiel:

2
Vr+l+yvx—1

y = Vr+l—Vzr—1 =

schlecht out

In der ersten Darstellung ist fiir x > 1 der die Differenz der Wurzeln bildende
Teilalgorithmus schlecht konditiniert.
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Kapitel 3

Nichtlineare (Gleichungen
(skalar)

Aufgabe: finde Losung von f(z) = 0 mit f : R — R (eine Gleichung fiir eine
Unbekannte). Allgemeine Idee: Umformulierung in ein dquivalentes Fixpunkt-

problem
flz)=0 <= &)=z

und Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes.

3.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Definition 3.1:

Eine Abbildung ® : A C R — R heifit Kontraktion, wenn eine Kon-
traktionskonstante k € [0,1) existiert, so daf} |®(z) — ®(y)| < k |z — y|
Vr,y € A.

Bildpunkte liegen dichter zusammen als die Urbilder (“Kontraktion”).
Bemerkung 3.2: Kontraktionen sind automatisch (Lipschitz-)stetig.

Satz 3.3: (Banachscher Fixpunktsatz (“BFS”), skalare Version)

Sei & : A — A Kontraktion auf abgeschlossenem A C R mit einer
Kontraktionskonstanten k < 1. Dann

a) existiert ein eindeutiger Fixpunkt z* = ®(z*) € A,

b) konvergiert jede Folge x;11 = ®(x;) mit beliebigem Startwert zo € A
gegen ¥,

21
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c¢) gelten fiir jede solche Folge die Abschétzungen

% = 1_k 7 i—1 = 1_k 1 0
N———
“a posteriori” “a priori”
Beweis: Zeige: (z;) ist Cauchy-Folge.
[Titn — @] = [Titn — Titn—1 + Titn1 F -+ — Tig1 + Tip1 — T4
< %in = Tign-1| + [Tign-1 — Tign-2| + o+ [T — 2

fur jedes i,n > 0. Aus |zj —xj_1| = |P(zj—1) — P(xj_2)| < k|rj—1 —xj—2|, d.h,,

2y —wjo1] < K lrja - w0 <K e —ajs| <

folgt
|Tign — 2] < K"z —al + KV i — @l 4+ 4 @i — @
2 n—1 1—k"
= (I+k+k"+-4+k" ) |wip1 — i) :?k|1’i+1—l‘i|
|£L‘Z'+1 — $Z| (ﬁ) k ‘l‘l — xi,1| k‘2 ‘1‘1;1 — xi,2| < (#4) kjl ‘:L‘l - $0|
- 1—-k - 1—k - 1—k - = 1—k

Mit k% — 0 folgt die Cauchy-Eigenschaft. Es existiert somit ein Grenzwert z*.
Mit g € Aund ® : A — A folgt z; € A = x* ist Haufungspunkt von A =
x* € A (abgeschlossen). Da @ stetig:

¥ = limx;y1 = lim &(x;) = ¢(lim ;) = P(z7) .

i—00 i—00 i—00
Eindeutigkeit: fiir weiteren Fixpunkt x** # x* folgt der Widerspruch
|z* — ™| = [®(z") — P(z™)| < k|z" —2™| < |z¥ —2™].
Die Abschétzungen c) ergeben sich aus (#) und (##):

, . # & ##) i
Jdim [z — 2] = |27 -] < T % |z; — 21| < T %

|z1 — o] .

Q.ED.
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Bemerkung 3.4: Je kleiner die Kontraktionskonstante k, umso schneller wird
der Fehler beim Ubergang x — ®(x) kleiner:

B(2) — o = |B(x) — D(a")| < ko — o]

Also: k < 1 bedeutet schnelle Konvergenz, fiir k ~ 1 ist die Konvergenz lang-
sam.

Bemerkung 3.5: FEs gilt folgende angenehme Interpretation der a posteriori
Abschiitzung: fiir k < 1/2 gilt k/(1 — k) < 1, also

|x; — ™| < |z; —ximq] .

Im Klartext: die erreichte Genauigkeit nach i Schritten ist besser als die letz-
te beobachtete Anderung der Folgenpunkte. Also (fiir k < 1/2): die fithrenden
Stellen, die sich in der Iteration nicht mehr dndern, sind bereits exakt! Dassel-
be gilt im wesentlichen auch mit Rundungsfehlern, siehe Satz 3.12. In einem
Programm kann man damit ein Abbruchkriterium der Form

if |x; — x;_1| < gewiinschteAbsoluteGenauigkeit then Abbruch

implementieren, falls k < 1/2 gilt.

Bemerkung 3.6: Fiir stetig diff 'bares ® gilt der Mittelwertsatz ®(z)—®(y) =
' (&)(x — y) mit Zwischenwert & zwischen x und y. Fiir Intervalle liegt mit x

und y auch & in A, womit sich die beste (= kleinste) Kontraktionskonstante

durch k = sup |®'(€)| ergibt.
£eA

Es gibt viele Moglichkeiten zur Umformulierung f(z) = 0 <= ®(z) = = (z.B.
®(z) = x + a(z) f(x) mit beliebigem a(x)). Man mufl ® so wihlen, dal der
BFS 3.3 anwendbar ist.

Satz 3.7:

Es sei ® : R — R stetig diff’bar mit Fixpunkt x* = ®(x*). Es existiert
eine abgeschlossene Umgebung A von x* mit

e d:A— A
o & ist Kontraktion auf A

genau dann, wenn |®'(z*)| < 1 gilt.
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Beweis: 1) Es gelte |®'(z*)| < 1. Dann existiert U (z*) = {§;]§ — 2| < €} mit
|®'(&)] < 1VE € U.. Fiir x,y € A:={&;|§ — z*| < ¢/2} C U, folgt

@(z) — @) =" [ llx —yl <k |z —y]

mit k := ?ajc |®'(£)] < 1. Weiterhin gilt Vz € A:
€

|[@(2) — 27| = [®(x) — (2")| <k |z —2"| < |z —2"] < % ,
also ®(A) C A.

2) Sei |®'(x*)| > 1. Setze k(z,y) :=

” =" [2'(&(x, )] -

Fiir z,y — z* und damit £ — 2* folgt k(z,y) — |®'(x*)| > 1, so dafl nicht
|(®(x) — (y))/(xz — y)| < k fiir ein festes k < 1 gelten kann.

O(z) — P(y) ‘ (MWS)

Q.E.D.
Bemerkung 3.8: Intuitiv ist dies klar. Fiir x ~ x*, also
D) — 2" = B(z) - D(a*) = P (€)(x — 2*) ~ ¥ (a*)(z — 2*)
folgt
|®'(z*)| >1 = |®(x)—a*| > |r—2a*| (“abstoBender” Fixpunkt)

|®'(z*)| <1 = |®(x)—a*| <|r—2a*| (“anziehender” Fixpunkt)
|®'(z*)] =1 :  alles kann passieren  (“hyperbolischer” Fixpunkt).

Damit gilt die allgemeine Strategie: zur Losung von f(x) = 0 finde dquiva-
lentes Fixpunktproblem = = ®(x), so da§ an der Losung |®'(z*)| < 1 gilt (=
BF'S 3.3 ist lokal anwendbar).

Beispiel 3.9: Problem f(x) = 2+ 2® —1 = 0. Da f monton und f(£o0) = +00 = es
existiert eindeutige Losung.
Einsetzen: z.B. f(0.6) = —0.184, f(0.7) = 0.043 = z* € (0.6,0.7).

Versuch 1: z+2°-1=0 & z=1-2°=: ®(x). Aber:
|®' ()] = 322 € (3 x 0.6%,3 x 0.72) = (1.08,1.47) Yz € (0.6,0.7)

= |®'(z")| > 1.08 (abstoBender Fixpunkt).
In der Tat:
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xo = 0.700... / \
x1 = 0.657...

To = 0.716...

| | P |
I3 Iy xT i) )
x3 = 0.632... k \ ) j

Versuch 2: z+22-1=0 & z=(1+2z—23)/2=: ®(x). Mit ®'(x) = (1 —32?)/2
(monoton fallend fiir x > 0) folgt

&' (z) € (9/(0.7),9(0.6)) = (—0.235, —0.04) Vz € (0.6,0.7)

= |®'(2*)| < 0.235 (anziehender Fixpunkt).

2o = 0.70000...
1 = 0.67850... N
# T3 # Ji‘* # T4 # o 530

In der Tat:

2 = 0.68307...
z3 = 0.68217... T

® ist eine Kontraktion auf A := [0.6,0.7], denn

e $([0.6,0.7]) = [®(0.7),®(0.6)] = [0.6785...,0.692...] C A (P ist auf A monoton
fallend, da @' (z) € [~0.235, —0.04])

e Kontraktionskonstante k = max |9’ (¢)] = 0.235 < 1.
€

Wie gut approximiert x4 die Losung?

k4
<
- 1-k
k
<
- 1-k

a priori: |xg — ¥ |x1 — o] 8.57... x 1075

a posteriori: |z4 — x*| |zy — 23] = 5.45..x107°.

Bemerkung 3.10: Alternative Fehlerkontrolle: fiir ein Nullstellenproblem
f(x) = 0 mit stetig diff’barem f gilt stets (unabhéngig vom verwendeten Ver-
fahren ® : A — A):

~ min|f(]

£eA

|z; — x
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Beweis: Taylorentwicklung mit Zwischenwert & € A:

fas) = f@*) + F©) (@i-a") = m—a" = ff(@) . QED.
Dies liefert bei einfachen Nullstellen und hinreichend kleinem Intervall A sehr
realistische Fehlerabschitzungen.

Bemerkung 3.11: Zum Einflufl von Rechenfehlern: erfreulich!

exakte x;

fehlerhaft berechnete ;

Banach-Iterationen sind “selbstkorrigierend”: fehlerhaft berechnete
Punkte werden beim Weiterrechnen wieder vom Fixpunkt angezogen. Fehler
konnen sich hierdurch nicht akkumulieren!! Lediglich die a priori Abschitzung
wird bei langen Iterationen verfalscht.

Genauer:
Satz 3.12: (Rundungsfehler bei Banach-Iterationen)
Es sei z* = ®(z*) der exakte Fixpunkt einer Kontraktion ® mit der

Kontraktionskonstanten k < 1. Es sei ®(x) die mit einem Auswertungs-
fehler A®(x) := ®(x)—®(x) behaftete numerische Iterationsfunktion. Die
Iteration Z; = é(ii,l) wird abgebrochen, sobald |%; — ;1| < € (= vorge-
gebene absolute Genauigkeit) gilt. Akzeptiert man das Folgenglied Z; als
numerischen Fixpunkt, so gilt

ke [AP(Z—1)|

1—k + 1—-k

~—— —_———
Verfahrensfehler ~Rundungsfehler

|Z; —2¥] <

Beweis: Aufgabe 8.

Interpretation: bis auf den Faktor 1/(1 — k) ist die prinzipiell erreichbare
Genauigkeit (¢ = 0) durch die Auswertungsgenauigkeit A® eines (des letz-
ten) Iterationsschritts gegeben (unabhiingig von der Zahl der tatséchlich
ausgefiihrten Iterationsschritte!). In der Praxis muf} allerdings ¢ > |A®]
gewihlt werden, um Abbruch garantieren zu kénnen. Fiir k£ < 1 gilt dann

< ke—+ |A(I)(jlfl)|
- 1—-k

~ke+ |AP(Tio1)| < (k+1)exe.

5 — o
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Zusammenfassung: finde Nullstelle * von f, d.h., 16se f(z) = 0.
Algorithmus 3.13: (“Banach-Iteration”)
a) Waibhle stetig diff’'bares ® : R — R, so daf§
o P(z¥)=2z" = f(z*)=0,
o |D'(z*)<1.

b) Identifiziere abgeschlossenes Intervall A um z*, so daf§

o d(A)CA
o ko— Igngﬁi /()] <1 A existiert nach Satz 3.7.
€

c) Iteriere x;+1 = ®(z;) mit beliebigem zo € A. Es gilt

i |z — x| < ul
k—1 et = g

Alternativ: Fehlerkontrolle nach Bemerkung 3.10.

|z; —a*| < |z1 — o] -

Verbleibendes Problem: systematische Konstruktion eines “guten” (schnell kon-
vergierenden) ® aus gegebenem f. Schnelle Konvergenz ergibt sich bei kleinen
Kontraktionskonstanten & < 1. Im Sinne des folgenden Kapitels kann man
Iterationen betrachten, deren Kontraktionskonstanten “effektiv”’ 0 sind.

3.2 Superlineare Konvergenz

Gegeben Ay = [ap, by, @ : Ag — Ap stetig diff’bar und ko := gn%x@'(g)\ <1
€Ao
(d.h., alle Voraussetzungen des BFS 3.3 gelten). Betrachte Intervallfolge
CAZ' = (I)(Ai_l) CAi_l (@R CAO :

optimale

Kontraktionskonstante:

G b ko= max 127(8)]
| @
a1l ik ky = 5%%)1( ®'(€)]
] @
agL— by kg := max 12/ (€)]

| @
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Es gilt A; = [a;, b;] = [®(ci—1), P(Bi—1)] mit gewissen «;_1, ;-1 € A;j—_1, so dal
bi —a; = ®(Bi—1) — ®(ai—1) = (&) (Bim1 — aiz1) < kicy (bicg —io1)
Die Intervalle schrumpfen zum Fixpunkt zusammen, es gilt
o : A, — A; (dad(4;) C P(Ai1) =4A),
e & ist Kontraktion auf A; mit “lokaler” Kontraktionskonstante k;:

\@’(w*)] <k; = 2%2}4X|(I)/(§)‘ ki1 <kio<...<ky<l1.

Damit kann die Iteration fiir Indizes > 7 als Banach-Iteration iiber dem kleineren
Interval A; angesehen werden, sodafi effektiv die kleinere Kontraktionskonstante
k; < ko giiltig ist.

Ergebnis: mit xg € Ao, z; = P(x;—1) € A; gilt

i1 — x| = |®(z;) — B(a")| < ki |z — 2|

mit den lokalen Kontraktionskonstanten 1 > ko > ki > ... > k; = |D'(z*)].
Frage: was passiert bei ®(z*) = 07 Es ist extrem schnelle Konvergenz zu er-

warten.

Satz 3.14: (Kriterium fiir hohere Konvergenz)

A sei abgeschlossenes Intervall, ® : A — A sei g-fach stetig diff’bar mit
Fixpunkt x* = ®(z*) € A. Es gelte

P (z7) =" (a")=...= 0 V(") =0.

Dann gilt fiir die Iteration x;1+1 = ®(z;) mit zo € A die Fehlerfortpflan-
zung
max [ ()|

|JIZ‘+1—ZE*| < €A ' |$Z‘—«T*q-
q!
Beweis: Taylorentwicklung um z*:
qg—1
k) (p* @
O(z) = P(z") + (z7) (x —a2*)F + © (x — x*)?
—_—— — k! q!
z* —
0
Lo o _ 1299 “1q
mit Zwischenpunkt £ € A, also |®(z) —a™| = —F= [z —= 7.
q!

Q.E.D.
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Definition 3.15: (Konvergenzordnung)

Eine gegen x* konvergierende Folge (z;) heifit konvergent von der Ord-
nung ¢, wenn eine Konstante const existiert, so daf

|x; — z*| < const |z;—1 — z*|? Vi > geeignetes iy .

Superlineare Konvergenz heifit lim [ — 2] =0 (z.B. beiq>1).

1—00 |:Ei,1 — CC*|

Bemerkung 3.16: Superlineare Konvergenz ist ein lokales Phdnomen, das nur
in einer (kleinen) Umgebung der Lésung relevant ist. Die Abschédtzung

neuer Fehler < const (Potenz des letzten Fehlers)

sagt nur dann etwas iiber die schnelle Verkleinerung von Fehlern aus, wenn der
“letzte Fehler” bereits klein ist. Damit hilft superlineare Konvergenz nur in der
Endphase einer Banach-Iteration.

Bemerkung 3.17: Bei superlinearer Konvergenz ist die a priori Abschitzung
des BF'S sehr unrealistisch (viel zu grob), da sie auf dem Konzept einer festen
Kontraktionskonstanten beruht. Die a posteriori Abschétzung ist wesentlich bes-
ser (aber auch noch recht grob). Die Kontrolle geméfl Bemerkung 3.10 liefert
i.a. realistische Werte.

3.3 Das Newton-Verfahren

Ansatz: ®(x) = z + a(x) f(z), womit ®(z*) = z* < f(x*) = 0. Ziel: superli-
neare Konvergenz, also

!

¥(a") = 1+d/(@) fe") +a@) @) L0 = a@)=-

—~
Ny
[a—

fr@)
Wihle a(x) = —1/f'(z): das Newton-Verfahren fiir f(z) = 0 ist die Banach-
Iteration mit

f(z)

f'(x)

O(x)=x—

Satz 3.18: (Das Newton-Verfahren)
Es sei z* einfache Nullstelle der 3-fach stetig diff’baren Funktion f. Dann
existiert eine Umgebung U (z*), so daf3 die Newton-Iteration
f(z:)

Tit1 = Ti — e
3

fiir alle xg € U(x*) quadratisch gegen x* konvergiert.
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Beweis: Wegen f/(z*) # 0 folgt f/(z) # 0 auf einer Umgebung von z*, womit
®(x) =x — f(x)/f'(z) dort definiert und 2-fach stetig diff ’bar ist. Mit

, ff/l " 2ff/l2 _ ff/f/// _ f/2f//
' = frz " = 113

folgt ®'(z*) = 0, " (a*) = —f"(x*)/ f'(x*). Nach Satz 3.7 ist lokale Konvergenz
garantiert, die nach Satz 3.14 quadratisch ist.

QED.

Bemerkung 3.19: “f einfach stetig diff’bar” reicht fiir superlineare Konver-
genz. Mit f(z) = f'(§)(x — x*) (Zwischenwert &) folgt

“ _ fl@) L] )
N S Rl
Mit x — x* und somit & — x* folgt |®(z) — z*| < k(x) |z — x*|, wobei k(x) =

11— F1(&)/f ()] =5 0.

\ =

Bemerkung 3.20: Geometrisch: x;11 ist die Nullstelle der Tangente am Punkt
XTi:

*
x Tit1 X5

Bemerkung 3.21: Prinzipielle (aber sehr grobe) Fehlerkontrolle: identifiziere
Umgebung A von x* mit ® : A — A und

fEF"(E)

(f'(€))?
und benutze die Fehlerabschétzungen des BFS 3.3.

ke := sup [®'(§)] = sup
£eA EeA

<1

Besser: a posteriori Kontrolle nach Bemerkung 3.10 oder:
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Satz 3.22: (realistische Fehlerabschitzungen fiir das Newton-Verfahren)
Es sei f 2-fach stetig diff ’bar und A ein abgeschlossenes Intervall um eine
einfache Nullstelle x*, es gelte ®(A) C A (mit ®(z) = x — f(z)/f'(z))
und f'(x) # 0 Vz € A. Mit

Igéi£|f’(§)] ’ 2 gg}‘f/(fﬂ

gelten fiir das Newton-Verfahren x; = ®(z;—1) fiir jedes xy € A die
Abschétzungen

(d g — %] )@

i — 27| <

Ul =

(Ved |z — zol )(Qi) (a priori)

i — 27| <

lz; — z¥| < ed |z — 21| (a posteriori) .

Beweis: Taylor-Entwicklung um x;_1:

f($*) =0 = f(l'ifl) + f,(fﬁifl)(x*_l'ifl) + %f”(ﬁi—l) (fk_l'ifl)Q
Nach Division durch f'(x;—1):
. f(wi1) « 1 f(&-1)

T — 2" = T — ) o= - 2 (g — x)? (3.1)

2 f(zi-1)

mit Zwischenpunkt & _1 zwischen x;_1 und x*. Es folgt

r; — x; —x*
C; = =

(zi — @i-1)? (f(zi-1)/f'(wi-1) )?
f"(&=1) fl(wiz) (wimg — x%)?
2 f(xi-1)? '

Taylor-Entwicklung mit anderem Zwischenpunkt n;—; liefert f(z;—1) =
f (miz1) (k-1 — x*), sodafl

) e | BEITON el

2f"(ni—1)? - 2 (222 |f'(n)])? -

lei| =

Es folgt die a posteriori Abschétzung

o — 2" = o] (1 — 2i21)® < ed (33 — i-1)°
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Aus (3.1) ergibt sich |z; — 2*| < d |z;—1 — *|?, wodurch rekursiv die erste der
angegebenen Abschétzungen folgt:

lz; — 2% < dlzig —2*]? < dd? |z — 2t <

@)

IN

dd? - d® ) gy — 7|7 d® ) |y — 2|7

dd? - d® D) gy —2*|@) = d@D |z — 2*|@)

IN

Mit (#) und |2y — 2*| < ed |1 — 20]? (a posteriori Abschitzung, i = 1) erhilt
man die a priori Abschatzung:

(\fd\asl—a:(ﬂ)

Q.E.D.

SH

Bemerkung 3.23: Was passiert bei g-fachen Nullstellen, d.h.,
fl@)=fa*)=...=f V@) =0, fO@*)£07

Antwort (Aufgabe 12): das Newton-Verfahren konvergiert immer noch, aber
nur linear mit asymptotischer Kontraktionskonstante |®'(z*)| =1 —1/q. Ist q
bekannt, so kann mit der Modifikation x;11 = ®(x;) mit ®(z) = z—q f(x)/f'(z)
wieder quadratische Konvergenz erreicht werden.

Bemerkung 3.24: Das Newton-Verfahren konvergiert lokal immer (d.h., fiir
hinreichend gute Startwerte). Global gibt es grofe Probleme, wenn die Funktion
f lokale Extrema oder Sattelpunkte hat (® wird singulér):

Y T

/()

Bemerkung 3.25: In der Steffensen-Iteration z;,1 = ®(x;) mit

) = o (f(x))? e
f@+ @) — f(@) Fersfle) -]

wird die Ableitung f'(x
fla+f

im Nenner des Newton- Verfahrens durch

)
() = f(z)

@) (= f'(x) fiir [f(z)] < 1)
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ersetzt. In unmittelbarer Néhe einer Nullstelle verhéilt sich das Steffensen-
Verfahren damit genauso wie das Newton-Verfahren. Z.B., quadratische Kon-
vergenz:

lim &'(x) = 0, lim &"(x) = f"(«) <1 - ) .

T—T T—x* f/($*)

Zusammenfassung: Das Newton-Verfahren fiir f(z) = 0 ist die Banach-
Iteration mit ®(z) =z — f(z)/f'(x).

+ konvergiert lokal immer (selbst bei Entartung),

+ quadratische Konvergenz (aufier bei Entartung) mit nur 2
Funktionsauswertungen pro Schritt,

+ sehr realistische a priori Abschitzung moglich,

F f' wird benétigt (durch Steffensen-Variante vermeidbar),

— globale Konvergenzprobleme.

3.4 Ein Newton—Verfahren fiir entartete Nullstellen

Nach Bemerkung 3.23 kann man bei entarteten Nullstellen die quadratische
Konvergenz des Newton—Verfahrens retten, wenn die Vielfachheit bekannt ist.
Bemerkenswerterweise kann man diesen Entartungsgrad mit einer weiteren
Funktionsauswertung (von f”) automatisch ermitteln. Die Funktion

@y
1) = T — 1(a) )

nimmt nédmlich an einer p-fachen Nullstelle * von f den Wert

q(z*) = lim g(z) =p

r—ax*

an. Um dies zu sehen, setze f(z) = g(z) (x — 2*)P mit einer Funktion g die
g(z*) # 0 erfiillt. Mit etwas Rechnung folgt:

q(z) — p =
(=2 (1=p) (0@)? + po(@)g"@)) + 2pg(x) g ()

(2= 2 ((g@)? - g(2)g"(x)) + pgla)?

also limg_.z+(g(x) — p) = 0. Ersetzt man nach Bemerkung 3.23 im quadrati-
schen Newton—Verfahren ®(z) = x — ¢ f(z)/f'(x) fiir ¢-fache Nullstellen den

(z —27) ,
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konstanten Entartungsgrad ¢ durch die obige Funktion ¢(z), so erhélt man das
Verfahren

flz) _ f(z) f'(x)

fla) — " (P = @) @)

welches das Newton-Verfahren automatisch an den Entartungsgrad der ge-
rade angefahrenen Nullstelle anpasst. Zwar ist dieses Verfahren wegen der
zusitzlichen Auswertung von f” um etwa 50% teurer als das mnormale
Newton-Verfahren, dafiir wird aber jede Nullstelle —unabhéngig von ihrem
Entartungsgrad— mit quadratischer Konvergenz erreicht.

Ein weiterer Vorteil ergibt sich bei Polynomen f. Zunéchst bemerkt man, dafl
die n-fache Nullstelle des Polynoms f(x) = ¢(x — 2*)™ problemlos von jedem
Startpunkt x aus mit nur einem einzigen Schritt erreicht wird:

(c (x — x*)") (cn (x — w*)”*1>
(CTL (z — x*)"—1>2 - (c (x — :U*)”) (cn (n—1)(x— x*)"—2)

O(x) = @ — qla)

O(x) = =z —

An(z—2*

2 m? — nn-1)) (x—a*)?n—2
Dieses Phidnomen ist ein entscheidender Vorteil auch bei allgemeinen Polyno-
men. Das normale Newton-Verfahren hat Singularititen an den Extremstel-
len/Sattelpunkten f’(z) = 0, f(x) # 0, dieses Verfahren an den Punkten mit
(f'(2))? = f(z) f"(x), f(x) # 0. Gerdit man in die Nihe einer solchen Sin-
gularitat, so erhédlt man jeweils Iterationspunkte “weit drauflen”. Das normale
Newton-Verfahren erholt sich nur sehr langsam von einem solchen Ausreifler
(sieche auch Bemerkung 3.41). Da jedes Polynom fiir |z| > 1 n#herungsweise
wie ein Monom f(x) &~ cz™ aussieht, bringt das obige Verfahren jeden Ausrei-
fler in einem einzigen Schritt in die Nihe des Nullpunktes (die Nullstelle des
Monoms cz™) zuriick.

)277,—1

*

=x — =z — (z—2") ==z

Bemerkung 3.26: Dieses Verfahren ist nichts anderes als das normale
Newton-Verfahren, allerdings nicht fiir f(z), sondern fiir f(x) = f(z)/f"(x)! Ist
f in einer Umgebung einer Nullstelle x* analytisch, so ist ©* stets eine einfache
Nullstelle fiir f (leicht nachzurechnen). Dies erkléirt sofort alle oben aufgefiihrten
angenehmen Eigenschaften des Verfahrens. Dies sind aber nur Aussagen iiber die
Konvergenzgeschwindigkeit. Es verbleibt das prinzipielle Problem numerischer
Rundungsfehler bei Entartung, das in Abschnit 3.8 genauer diskutiert wird. Dies
kann durch diese Modifikation des Newton—Verfahrens natiirlich nicht behoben
werden. Im Gegenteil, die erreichbare Genauigkeit ist sogar geringfiigig schlech-
ter als beim iiblichen Newton—Verfahren fiir f, da sich durch die zusétzliche
Auswertung von f"(x) die Auswertungs(un)genauigkeit A® etwas verschlech-
tert.
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3.5 Hohere Verfahren

Betrachte

@
f'(x)

€T 2 ¢l T

f///(x)

Oy(z) = P3(x)+ (f(x))g (6(]“(56))4 N 2(

Oy(z) =

(Newton-Verfahren)

Die Iteration mit ®2 konvergiert quadratisch, mit ®3 kubisch, mit ®, in 4.ter
Ordnung gegen einfache Nullstellen von f (z.B. ®4(z*) = ®4(z*) = 0). Man
kann leicht Verfahren beliebig hoher Ordnung angeben, die fiir die Praxis jedoch
nicht sinnvoll sind.

Begriindung (Beispiel): @, braucht 4 Funktionsauswertungen f, ', f”, """ pro |13.11.97
Schritt. Vergleiche mit Newton-Doppelschritt

Ba(z) = Ba(@a(a) = o — 2L T

der auch nur 4 Auswertungen braucht und ebenfalls ein Verfahren 4.ter Ordnung
darstellt:

|Bo(Py(z)) — 2*| < const |Py(z) — z*|? < const® |z — 2*[* .
Vergleich:
e &, braucht nur f, f, ®, braucht f, ', f", f",
e fiir &, braucht nur ®, implementiert werden,

o die Auswertungsgenauigkeit von &, = ®4 o ®y ist praktisch identisch mit
der von Ps:
—_

< 1 fiir x & Losung

mit APy = Auswertungsfehler eines Newton-Schrittes.

Damit ist &, dem &, weit iiberlegen!
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3.6 Bisektion (Intervallhalbierung)

Die Nullstellenfunktion f sei stetig, es seien a < b bekannt mit f(a)f(b) < 0
(d.h., f hat Vorzeichenwechsel auf [a, b]). Betrachte Intervallmitte ¢ = (a+b)/2,
ermittle das Vorzeichen von f(c). Es existiert entweder auf [a, ¢] oder auf [c, b]
ein Vorzeichenwechsel. Fahre mit der entsprechenden Intervallhélfte fort.

/()

In jedem Schritt wird die Nullstelle auf ein Intervall halber Lange festgelegt
(Interpretation: Intervalllinge = erreichte Genauigkeit). Dies entspricht linearer
Konvergenz mit Kontraktionskonstante 1/2.

+ globale Konvergenz: wenn Startintervall mit Vorzeichenwechsel
bekannt ist, dann wird eine Nullstelle mit Sicherheit gefunden,

+ es wird eine EinschlieBung (obere und untere Schranke) der Null-
stelle geliefert,

+ nur Stetigkeit von f notig,

— nur lineare Konvergenz: mit 2719 = ﬁ ~ 1073 gilt die Faustregel,
dafl durch je 10 Schritte etwa 3 Dezimalstellen absoluter Genauigkeit
gewonnen werden.

3.7 Das Sekantenverfahren

Banach-Iterationen x;11 = ®(z;) sind Einschrittverfahren. Betrachte nun
Mehrschrittverfahren x; 11 = ®(z;, x;_1,...), speziell:
Definition 3.27:

Das Sekantenverfahren zur Losung von f(x) = 0 ist die Iteration

Ti— Ti) — i J\X5— xT;
e S f(m‘i{—<f(z‘)i_1>

f(xl) - f(xi—l) T;—Ti—1

Man braucht nun 2 Startwerte xo, 1 mit f(zo) # f(x1).
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Satz 3.28:

Es sei z* einfache Nullstelle einer 2-fach stetig diff’baren Funktion f.
Dann existiert eine Umgebung U(z*), so dafB fiir die Sekanteniteration
mit beliebigem xy # x1 € U(x™*) gilt:

a) entweder es existiert ein Index iy mit f(x;,) = 0 (Abbruch: Null-
stelle ist gefunden), oder f(x;—1) # f(x;) Vi € N (d.h., alle Schritte
(xi—1,x;) — xi41 sind durchfiihrbar),

b) die Iteration konvergiert mit der Konvergenzordnung p = 1+—2‘/5 =

1.618... (“goldener Schnitt”) gegen z*.

Beweis: a) Auf einer hinreichend kleinen Umgebung einer einfachen Nullstelle
ist f monoton. Unter der Voraussetzung, dafl (z;) diese Umgebung nicht verlaft
(ist mit b) gerechtfertigt):

Induktionsannahme: es gelte xy # z1,...,%i—2 # z;—1 (und damit f(x¢) #
f(x1),..., f(xi—2) # f(zi—1)), sodaB die Rekursion bis x; wohldefiniert ist. Fiir

f(SCl',l) 75 0 fOlgt
(961'71 - xi72)f(xi71)
f@iz1) — f(zi-2)

womit x;y1 auch wohldefiniert ist.
b) Mit e; := z; — x* folgt

#Fric1 = flz) # f(zie1)

T, =Tj—1 —

e f(@)—eif(wio1) - Zahler
T T ) ~ flee) 7 Nenner
mit
Nenner = f(zia) = f(wi) — (&)

Ti-1 — T4
(Zwischenwert &;) und

flxi)—f(zi) _ flzi)—f(z")

Ti_1—x4 x;—x*

Ti—1 — x*

Zahler =

Dies ist eine sogenannte “zweite dividierte Differenz”, fiir die in Satz 7.12.b)
spiiter bei der Polynominterpolation die Darstellung Zahler = f”(n;)/2 mit
einem Zwischenwert

7; € < min(wi_l,xi,x*),max(zi_l,xi,x*))

gezeigt werden wird. Damit gilt die Fehlervererbung

e oo 1 f"(m)
Ty e
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f"(z)
fr(@)
gebung U (2*) mit C' > i
mit Radius r. Setze

Wihle ein C > 3 . Wegen Stetigkeit von f’, f” existiert eine offene Um-

fl

f//((g))‘ Vn, € € U(z*). Sie enthilt ein Intervall um z*

1 -
)= =1 2 ) } 7.
(%) z; |z w\_mlnrzc c U(z")
Fir z;_1,2; € U(z*) folgt z;41 € U(x*), da |eiy1]| < |eillei—1|C < lesl/2.
Hiermit folgt auch Konvergenz e; — 0 fiir beliebige Startwerte xg # 1 € U(z*).

Zur Konvergenzrate: definiere Ey := |eg|, E1 := |e1] und E;yq = C E;F;_1,
womit wegen |ej+1]| < Cle;||ei—1| induktiv |e;| < E; fir i = 0,1,2,... folgt.
Nach Aufgabe 15 gilt lim (E;41/EF) = CP™1, also E;+q1 < const EY.
11— 00
Q.ED.

Bemerkung 3.29: Geometrische Konstruktion: x;41 ist die Nullstelle der Se-
kante durch x;_1, x;.

f(z)
T
x* Tit1 T Ti-1
flx)  flwiq) w1 f(w5) — 2 f (25-1) .

Strahlensatz: = Ti4l =

f@i) = f(@iz1)
Bemerkung 3.30: Zur Berechnung von z; braucht man f(x;—1) und f(z;—2).
Speichert man f(x;—1), so braucht man fiir x; 1 nur noch eine Funktionsaus-
wertung f(xz;)! Vergleich:

Ti — Ti+1 Ti—1 — Ti+1

e 1 Newton-Schritt: 2 Auswertungen f und f’,

e 1 Sekanten-Doppelschritt x;—xi11—xiy2: 2 Auswertungen f(x;), f(iy1).

In diesem Vergleich ist das Sekantenverfahren schneller als das Newton-
Verfahren:

1 —n2
|Zi0 — 2¥| < Ol — 2P < CCP |a; — [P (+p=r®) (C|z; — x*])> 618
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Bemerkung 3.31: Es gibt globale Konvergenzprobleme bei lokalen Extrema
und Sattelpunkten, auch bei mehrfachen Nullstellen:

f(x)

Li41

*
Ti-1 T Ti-1 X X

Bemerkung 3.32: FEine Variante des Sekanten-Verfahrens ist die regula falsi:
(i — 20) f (i)
f(zi) = f(zo)

mit fixiertem x¢ und Startpunkt x1 # xg. Dies ist eine Banach-Iteration mit der
asymptotischen Kontraktionskonstante

Ti+1 = (I)(.%'z) = X; —

! *
P S ¢
(27) =1~ 507wy

ro—x*

d.h., hochstens lineare Konvergenz. Ist nur historisch interessant.

Zusammenfassung des Sekantenverfahrens:

+  sehr schnell,

+ braucht nur f, nicht f’,

+ realistische a priori Abschitzungen verfiigbar (siehe
z.B. [F.Stummel u. K.Hainer, Praktische Mathematik]),

— Probleme bei entarteten Nullstellen moglich,

— globale Konvergenzprobleme.

3.8 Numerische Genauigkeit bei mehrfachen Null-

stellen
Mehrfache Nullstellen reagieren empfindlich auf Rundungsfehler: 118.11.97
f)+Af
x* + Ax*
x
x*
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Behauptung 3.33:

Es sei Af der Auswertungsfehler bei der numerischen Berechnung einer
Funktion f, es sei * eine g-fache Nullstelle:

fa)=f@)=...=f9 @) =0, f9a)+£0.
Dann 148t sich x* prinzipiell nur bis auf die absolute Genauigkeit
RN
Az | ~ | =
|f(@(a")]
bestimmen.

Begriindung: Es sei 2 die exakte Nullstelle von f (x), es sei z* die exakte
Nullstelle der numerischen Funktion f(z) = f(x) — Af. Taylor-Entwicklung um
x* liefert

0=f(@@")=/f@@") + (J@@*) - f@)) =
)

(@) 7
f !(f) (F — 2" — (f(F) - f(7))

e L UE) @) a Af
(" — 2" = ~
F@(€) f@ (%)
mit einem Zwischenwert £ ~ x* ~ *. D.h., selbst mit einem (hypothetischen)

Verfahren, das die Nullstelle Z* von f auf jede beliebige Genauigkeit bestimmen
kann, wird z* mittels Z* nur bis auf die angegebene Genauigkeit approximiert.

—

Merke: Wenn ‘]?(!ql)?w{l)l in der Groflenordnung der Maschinengenauigkeit 7

liegt, so ist eine g-fache Nullstelle mit jedem Verfahren nur bis auf 7/¢ be-
stimmbar. Z.B., eine dreifache Nullstelle ist mit 15stelliger Rechnung prinzipi-
ell nur bis auf etwa 5 Nachkommastellen absoluter Genauigkeit zu berechnen!

3.9 Nullstellen von Polynomen

Hauptanwendung: bestimme Matrixeigenwerte, d.h., Nullstellen eines charakte-
ristischen Polynoms. Aber: es gibt hierfiir auch schnelle und stabile Methoden,
die nicht das charakteristische Polynom benutzen, siehe Kapitel 6.

3.9.1 Das Horner-Schema

Aufgabe: werte p(x) = apa™ + - -+ + an—12 + ay, fiir x = o aus.
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Naiv: berechne x%, x%, ...,z (n —1 Multiplikationen)
Ap—120,...,a0x; (n Multiplikationen)
und addiere (n Additionen)
Besser:
plz) = ((...((apx+a)z+ay)x+-)...)c+apn-1)x+ay.
7
b() = ag
———
bi(z) =apx + a;

bo(z) = apz? + ay x + az

bo(z) =agz™ +a1 2" 1+ tap 17+ ay

Also:  bi(x) = xbi—1(x) + a; mit by = ap.
Horner-Schema 3.34:

Zu gegebenen ay, . .., a, und xg liefert die Rekursion

bo 1= ag ;

fori:=1ton dob; :=b_1x9+ a; ;

die Polynomauswertung b, = apx{ + -+ + an—1 o + an = p(xo) mit n
Multiplikationen und n Additionen.

Bemerkung 3.35: Mit p(x) = agx™ + - - -+ an—1 x + a,, gilt fiir die b; aus dem
Horner-Schema:

p(x) — p(xo)
T — X0

=boz" L+ ba" P+ by x4 by

(Beweis: Aufgabe 17). Also: das Horner-Schema erlaubt numerische Polynom-
division, die b; sind die Koeffizienten des Faktorpolynoms.

Bemerkung 3.36: Nach Konstruktion ist b; ein Polynom i.ten Grades in xqg:
bop=ay, bi=agxg+ai, b2:a0$3+(ll$0+a2,
Fiir ¢; := db;y1/dxq folgt durch Differenzieren von b;+1(xo) = xgbi(xo) + ait1

die Rekursion

db

= = b
d.’Eo 0

¢ =x9ci—1 +b; mit dem Start ¢y
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Damit wird die Ableitung p'(xo) = db,/dxy = ¢,—1 numerisch berechenbar.
Analog fiir d; := dcj41/dxo = d2bi+2/dzx%:

d
di = zods 1 +2¢; mit dem Start dy = dﬁ —2¢ .
x0

Hohere Ableitungen sind analog auswertbar:

Erweitertes Horner-Schema fiir p(z) = apz™ + -+ - + ap:

bg:=ag; fori:=1ton do b; :=x0bi—1 + a; ;
co := by ; fori:=1ton—1do ¢ :=x9c,_1+b;;
do:=2cy; fori:=1ton—2do d;:=xpd;_1+2¢; ;

ep:=3dy; fori:=1ton—3do e :=xpe;_1+3d;;

Liefert: b, = p(x0), ¢n-1 = p'(x0), dn—2 = 0" (20), en—3 = p"'(x0) etc.

3.9.2 Nullstellenabschitzung
Die Lage der Nullstellen eines Polynoms kann a priori aus den Koeffizienten
abgeschéitzt werden:

Satz 3.37:
Fiir die Nullstellen z € C von p(x) = ap x™ + - - - + ag gilt

ay

an,

an—1
Gn

, 1+ Lo, 14

|z| < max (

).

Achtung: andere Indizierung der q; als in Sektion 3.9.1!

n

Beweis: Es sei m das angegebene Maximum.

j—1
Behauptung: Fiir |z| > m gilt Z Ok 1zF 7 <1 firj=1,...,n.
k=0'""
Beweis: Induktion nach j:
, ap| 1 0
j=1: |—| —<1 <= |z|>|—| (ok).
an ‘Z| n
J ag ; 1 - ag ; a;
e AP B ol N R et | 2L
k=0'"" k=0'"" "



3.9. NULLSTELLEN VON POLYNOMEN 43

1 1 (j<n)
< — (14 <— 1|14+ < 1.
|z m

O (Behauptung)

4 4

Gn Gn

Hiermit folgt

n—la
k _

a

k=0 "

|z]k”> >0.

p(2)| = = lan]|2"]

n
>
k=0

umgekehrte n—1
> o (1-3F

Dreiecksungl. k=0

ag

n

<1

Also: |z| > m = z ist nicht Nullstelle.
Q.E.D.

Bemerkung 3.38: Es existieren noch viele andere Abschétzungen (z.B. Satz
5.5.8 in [J. Stoer, Numerische Mathematik 1]).

Bemerkung 3.39: Satz 3.37 beschreibt den maximalen Abstand der Null-
stellen vom Nullpunkt. Als einfaches Korollar ergeben sich Abschétzungen des
minimalen Abstands der Nullstellen vom Nullpunkt. Dazu betrachte man zu
p(x) = apx™ + - -+ + ag das Polynom p(z) = ag 2™ + - -+ + an, in dem die Rei-
henfolge der Koeffizienten vertauscht wurde. Fiir & = 1/x gilt

ﬁ(l) =2y

x xn xn

a Ay ag+arx+---+apx” T
R e =pg(:n),
d.h., die Kehrwerte der Wurzeln von p sind die Wurzeln von p. Wendet man
Satz 3.37 auf p an, so gilt (beachte a; < an—;)

2] < max ( 1% ]t ] )
ag aq ag
fiir alle Wurzeln Z von p, also gilt
-1
IZ\Zmax(‘a"‘,lJr ntl 1+ |2 )
a ag ag

fiir alle Wurzeln z = 1/Z von p(z) = an 2" + --- + a1 = + aop.

Hat man eine Approximation z einer Wurzel eines Polynoms f(x), so kann man
die Taylor-Entwicklung p(Az) = f(z+ Ax) = ap, (Az)"+---+ay Ax+ag von f
um Z betrachten und so abschétzen, wie grof der Abstand Ax zwischen T und
der néchstgelegenen exakten Nullstelle von f mindestens ist.
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3.9.3 Das Newton-Verfahren fiir Polynome
Mit

Ap_1 ap (lz[>1) n
X anp<T
ap T Ay T

p(x)=a,x" + - +ap=apx" <1+

ist die Newton-Folge fiir Startwerte |2(?)| > 1 zunschst monoton:

2 23 2@ L0 2(0)

Satz 3.40: (Globale Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir Polynome)

Das reelle Polynom p(z) habe die reellen Nullstellen 1 > ... > xx und die
komplexen Nullstellenpaare &1,&1,. .., &0, En (d.h., Polynomgrad(p) =
N +2M). Falls 1 > max{Re(&1),...,Re(&nr)} gilt (Re = Realteil ),
dann konvergiert die Newton-Folge z(*V) = (0 — p(2®@)/p/(z®) fiir
jeden Startwert z(°) > x; monoton fallend gegen 1.

Beweis: Aufgabe 18.

Bemerkung 3.41: Die Lage der Nullstellen kann mittels Satz 3.37 (Bemer-
kung 3.38) abgeschétzt werden, sodafi Startwerte £© > gz leicht ermittelt
werden koénnen. Ist der Startwert jedoch zu weit von x1 entfernt, so beobach-
tet man zundéchst, dafl sich die Newton-Punkte nur langsam der Nullstelle x
néhern, bis die (bei nicht-entartetem x1) quadratische Konvergenz einsetzt: Fiir
sehr grofies x gilt p(x) = apx™ + - -+ + ag = a, ", sodall mit

L) ) p($(zé) ~ 20 _ M _ (1 — l) z(®
nay (z(@)n-1 n

die Punkte zunéchst um den konstanten Faktor 1 — 1/n verkleinert werden,
der fiir n > 1 dicht bei 1 liegt. Bei hochgradigen Polynomen ist eine gute
Abschétzung der grofiten Nullstelle wichtig!
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Nach Auffinden der grofiten Nullstelle kann das Newton-Verfahren zur Suche
nach den weiteren Nullstellen benutzt werden:
Bezeichnung 3.42:

Es sei z1 eine schon gefundene Nullstelle von p(x). Dann heiit pi(z) =
p(z)

r — T

Deflationspolynom. Es enthéalt die restlichen Nullstellen.

Uber das Horner-Schema 3.34 sind nach Bemerkung 3.35 die Koeffizienten b;

von
- p) _p@) =p@) oy

r — I r — I
berechenbar, so dafl mittels p; die weiteren Nullstellen ermittelt werden kénnen.
Aber (Problem!): die berechnete Nullstelle z; ist mit einem Fehler behaftet.
Dieser pflanzt sich auf p; fort, so dafl weitere Nullstellen immer ungenauer

bestimmt werden.

pl(x

Besser “formale Deflation”: Es seien x1, . .., z; schon gefundene Nullstellen von
p. Das Newton-Verfahren fiir das Deflationspolynom
p(z)
(z) ;o wilz) = (@ —a1)- (z—x5)
’ wi(z) * !

ist die Iteration

p;() 5 p(a)

r — Qj(z) =z — f( ) =T = /() ) w’ () -t w’(x)
Fi @ ~ PO 5oy P () = p(@) 5

mit

r — Pj(x)=x— ,
S|
P(@) —p(x) Y

k=1
Dies ist unabhéngig davon, ob z1,...,z; Nullstellen von p sind. Wenn sie
Nullstellen sind, dann ist p; wieder ein Polynom und die Iteration mit ®; kon-
vergiert fiir grofle Startwerte monoton fallend gegen die néchste Nullstelle von p.

T — Tk

Dies fiihrt zum Newton-Maehly-Verfahren zur Bestimmung aller reellen
Nullstellen eines Polynoms:
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Algorithmus 3.43: (“Newton-Maehly-Verfahren”)
Gegeben reelles Polynom p mit rein reellen Nullstellen x1 > xo >

a) Finde mit Satz 3.37 einen Startpunkt z(©) > ;.
b) Finde x; durch das Newton-Verfahren mit Start z(©).

b) Wenn x; > xg > -+ > x; schon gefundene Nullstellen sind, dann
finde x11 durch Iteration mit

p(z)

P(z)—p))

k=1

Dj(x) =z —
1
T — Tk

mit Startwert () (die Konvergenz ist monoton fallend).

Bemerkung 3.44: Die Nullstellen kénnen durchaus entartet sein und werden
dann mehrfach angefahren. Sie werden aber nur in linearer Konvergenz und mit
grofien Fehlern berechnet.

Bemerkung 3.45: Aufler bei Entartung ist dies Verfahren numerisch sehr
stabil, da es sich um eine Banach-Iteration mit der Ausgangsfunktion p handelt.
Die explizite Deflation auf p; wird vermieden. Der Zusatzterm mit xj, in ®;
kommt nur fiir x =~ x; zum Tragen und sorgt dafiir, daf3 die Newton-Iteration
monoton fallend iiber xj, hinwegléduft und x;,1 ansteuert:

pj(z)

| |
T T

Tj42 Tj41 Tj Tj—1 e I

Da die numerischen Nullstellen z; = $E"um) allerdings mit Fehlern behaftet sind,
hat pj(x) = p(z) dicht beieinander Nullstellen z****"
_(num)y _, (num) ?
)@y
(num) |

und Pole x;
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pj(z)

(num)
| ij—l lxl
; ‘ T T T
T, xXq
J+2 AR (exakt) (exakt) (exakt)
; T ST

Bemerkung 3.46: Auch bei vorhandenen komplexen Wurzelpaaren werden
in der Regel alle reellen Wurzeln gefunden, allerdings nicht mehr notwendiger-
weise in der Reihenfolge x1 > xo > ... .

Bemerkung 3.47: Die komplexen Wurzelpaare reeller Polynome kénnen eben-
falls mit reeller Arithmetik berechnet werden (Bairstow-Verfahren, siche z.B.
[Stoer, Numerische Mathematik 1] oder [Oevel, Einfiihrung in die Numerische
Mathematik]).
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Kapitel 4

Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe: berechne die Losung & = A~} eines linearen Gleichungssystem Ax = b
mit invertierbarer n x n-Matrix A.

4.1 Vorbemerkungen

a) Der Rechenaufwand ist i.a. %3 ... n3 Operationen fiir beliebiges A. Weniger,

falls A spezielle Strukturen hat (“diinnbesetzt” ist).

b) Es gibt 2 universelle Verfahren
e Gaufl-Elimination = LR-Zerlegung,
e QR-Zerlegung,
die fiir jedes A funktionieren. Diese sind direkt, d.h., die Losung ist nach
O(n3) Rechenschritten exakt bis auf Rundungsfehler berechnet. Fiir spezielle
A gibt es schnellere iterative Verfahren.

c¢) Man berechnet A~! nicht (!) explizit.

d) Der Rechenaufwand ist aus einer (Pseudo-)Implementierung abzuleiten, |]25.11.97
z.B., Matrixmultiplikation C' = (¢;;) = AB = (a;j)(bij) zweier n x n-
Matrizen:

Z 1 = n® Multiplikationen

M=
M=

for i :=1 to n do

for j:=1to n do i=1 j=1 k=1
n = n o n
Cij = Z a; byj ; Z(n — 1) = n® — n? Additionen
k=1 i=1j=1
n n
1)(2 1
Niitzliche Formeln: Zz = , i? = n(n+1)@n+1) , etc.
i=1 i=1 6

49
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4.2 Blockzerlegungen

Man kann grofle Matrizen als kleinere Matrizen mit “Blockeintrigen” auffassen,
die formal multipliziert werden konnen, z.B.:

air a2 || a1z a4 b1 bi2
a1 a2 || a3 ax ba1 b2
az1 az2 || azz as4 b31 b3z
aq1 Q42 || Q43 Qa4 ba1  bao

_ _ ( [AuBi+ AuBy|
| [AnB1 + AnBs]| )

Anderes Beispiel:

AB = A (by,by,...) = (Aby, Abs,...) .
——— N————
Spalten von B Spalten von AB

Also: Spalten des Produktes = A wirkend auf die Spalten von B.

4.3 Strassens schnelle Matrixmultiplikation

Die Multiplikation C = AB zweier n x n-Matrizen braucht weniger als O(n?)
Operationen!
Standard:

C - ( A A ) < Bi1 B > _ < A11Bi1 + A12Ba1 AniBia+ Ai2Bao >
Aoy Ag By B A21B11 + Az Bo1 A21Bia 4 AgeBay )

Strassens Beobachtung: man kommt mit 7 statt 8 Multiplikationen aus:

C = mi1 + mg —m3 + my ms + ms
mo + Mg mi + ms — mg + my

mit

my = (A1 + A) (Bi1 + Ba) , ms = A (B2 — Ba) ,

mg = Asy (B21 — B11) , me = (Ag1 + As2) By

m3 = (Ay1 + Ai2) Boy my = (A1 — A11) (Bi1 + Bi2) ,
my = (A2 — Ag2) (Ba1 + Ba2) -

Z.B.: m3+ms=(A11 + A12)Bas + A11(B12 — Baa) = A11B12 + A12Bs ete.
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statt (Standard) 8 Multiplikationen + 4 Additionen

Also: nun (Strassen) 7 Multiplikationen + 18 Additionen.
Sei n gerade, es seien Aiy,..., By Matrixblocke der halben Dimension § x 5.
Angenommen, my, ..., my werden durch “naive” Matrixmultiplikation berech-
net:
n? skalare Multiplikationen
Standard: + (n® — n?) skalare Additionen
= 2n3 — n? Operationen.
7(%)? skalare Multiplikationen
Strassen: + (7 ( (%)3 — (%)2) + 18 (%)2) skalare Additionen
= % n3 + 1741 n? Operationen.

Fiir n>> 1 gewinnt man etwa 12.5% an Rechenzeit (£n® gegeniiber 2n3).

Satz 4.1: (Strassen 1969)

Die Multiplikation zweier 2™ x 2™-Matrizen kann mit 7" skalaren Multi-
plikationen und 6 (7™ — 4™) skalaren Additionen berechnet werden. Mit
n=2" und 7™ = 2m1827 = ploga T — 2807 st dies fiir n > 1 schneller

als die Standardmultiplikation (O(n®) Operationen).
Beweis: Zuriickfithren auf Blocke halber Gréfle, diese werden wiederum hal-
biert usw. (Aufgabe 21).

Bemerkung 4.2: Fiir die Praxis ist dies nicht sehr relevant. Z.B., m = 10,
n = 2" =1024:

Standard: 23 —n? ~ 2.146... x 10° Operationen,

Strassen: 7™ +6 (7™ —4™) =~ 1.971... x 10° Operationen,

d.h., nur =~ 8.2% Gewinn bei viel hbherem Implementierungsaufwand.

4.4 Dreieckssysteme

all 0
Lose AZ = b mit unterer Dreiecksmatrix A = (a;;) =
an1 Ann
a1 T = b
a1 x1 + a2 = by

a1 T1 + a2 + - A+ AppTp = by
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Beachte: A invertierbar <= alle a;; # 0. Losung durch
Riicksubstitution 4.3:

x1 = bi/an;

1—1
for ::=2tondo z; := b; — E Q5 T / aii ;
j=1

mit
"L n(n+1) n? 1
1=2

Multiplikationen/Divisionen (und &hnlich vielen Additionen).

Analog bei oberen Dreieckssystemen:

ajlry + -+ A1pn—1Tp-1 + anTp = b1
Ap—1m—1Tn—1 + Apn—1nTn bn—1
App Tn = bn
Tp = bn/ann 5
L.. n
osung: .
& for i:=n—1downto 1do z;:=| b, — E aijxj | /ai;
j=it1

Bemerkung 4.4:
a) Bezeichnung: lineare Systeme mit Dreiecksmatrizen heiflen gestaffelt.

b) Der Losungsaufwand ist fiir gestaffelte Systeme AZ = b nur O(n?) (statt
O(n3) bei vollbesetzten Matrizen).

¢) Bei zusétzlichen Bandstrukturen, z.B.

* 0
p
A= *
0 * *
N——
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d)

4.5

reduziert sich der Aufwand auf ~ np Multiplikationen (und &hnlich vie-
le Additionen). Allgemein reduziert sich der Aufwand bei diinnbesetzten
(“sparse”) Dreiecksmatrizen auf m Multiplikationen, wo m die Anzahl
der nicht-trivialen Matrixkomponenten ist. Dies gilt auch bei komplizier-
teren Diinnbesetztheitsgeometrien (“sparsity pattern”), wo sich die nicht-
trivialen Matrixelemente nicht notwendigerweise zu wenigen Bidndern um
die Diagonale formieren sondern irgendwie in der Matrix verteilt sind.
Hierzu miissen lediglich die Summen in der Riicksubstitution so imple-
mentiert werden, daf sie nur tiber die nicht-trivialen Matrixelemente lau-
fen.

Die explizite Berechnung von A~! braucht auch fiir Dreiecksmatrizen
O(n3) Operationen (Aufgabe 20.c).

Der Gauf3-Algorithmus

ist ein Standardalgorithmus fiir Systeme ohne besondere Struktur. Idee: trans-
formiere AZ = b auf ein dquivalentes oberes Dreieckssystem RZ = ¢, das dann
durch Riicksubstitution schnell 16sbar ist. Umformung mittels Elementarope-
rationen:

Start:

vertausche Gleichungen,

addiere Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen.

aj1r1 + appxe + o+ + apx, = b
as1r1 + axTe + - 4+ awmxTy, = by
an1T1 + ap2T2 + - + appnxTy = by

1.ter Eliminationsschritt: ziche geeignete Vielfache der ersten Zeile von den
anderen ab, um Nullen unter a;; zu erzeugen:

mit

ajnwy + apre + - + apmrT, = b

/ / /
asi /a1 Ay T2 + -+ + Gy, Ty 2

/ / /
ani/ann | ahoza + - + a,r, = b
a1 a;1 .
!/ 1 / (2
Qi = Qi — —— a1, by =b;j——0b1, 4,k=2,...,n.
aii all

Bezeichnung: a;1/a11 = “Eliminationsfaktoren”.
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2.ter Eliminationsschritt: erzeuge Nullen unter a),:

a1 + aipx2 + aizrzy + -+ + apr, = b

/ / / . /

! ! 1 " _ /!

ago/ahe agsrz + -+ ag, T, = b

! ! " 1/ /!

anl/all an2/a22 p3 T3+ 0+ Uy, Tp = bn
mit . ,
a,; a:

"o i2 1 VY, i2 1/ L.
Qi = Qi — —— Qo , by =0, ——=by, i, k=3,...,n.
22 Q99

j.ter Eliminationsschritt: ziehe Vielfaches der j.ten Zeile von den restlichen
Zeilen ab, um unter dem j.ten Diagonalelement Nullen zu erzeugen.

Finzig moégliches Problem: das j.te Diagonalelement verschwindet.

1. Fall: Darunter stehen nur Nullen. Es ist nichts mehr zu tun, gehe zum
(7 + 1).ten Schritt. Dieser Fall tritt genau dann irgendwann ein, wenn A nicht
invertierbar ist.

2. Fall: Es gibt mindestens einen nichtverschwindenden Eintrag unter dem
j.ten Diagonalelement. Wihle irgendeinen dieser Eintridge (das “Pivotele-
ment” ), bringe es in die j.te Zeile, indem die gesamte Pivotzeile (inklusive der
abzuspeichernden Eliminationsfaktoren!) mit der j.ten Zeile ausgetauscht wird.
Dann erzeuge die gewiinschten Nullen.

Implementierung:

Algorithmus 4.5: (Gauf-Elimination = LR-Zerlegung, siche Satz 4.12)

Erweitere A = (a;;) zum n x (n + 1)-Schema:

ailp ... Qln | Aln+1
mitai,nH:bi, izl,...,n.

Gpl .-+ Qpn | Ann+l
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for j:=1 to n—1 do begin

falls aj; = aj41; = ... = an; =0, so gehe zum (j + 1).ten Schritt ;
p :=Pivotindex(j)e {j,j +1,...,n};
Vertauschung der Zeilen j und p im n x (n + 1)-Schema ;
for i :=j+1 to n do begin
aij = a;j/aj; ; (* Abspeichern der Eliminationsfaktoren x)
for k:=j+1 ton+1do aj = aj — ajjaj ;
end ;

end ;

Resultat: zuletzt ist die zu AT = b dquivalente gestaffelte Gleichung RT = ¢

i - Tin | C1

* Tnn | Cn

im Schema gespeichert und kann schnell durch Riicksubstitution gelost werden.

Rechenaufwand zur Erzeugung des gestaffelten Systems:

n—1 n n+1 B , .
XY (1 3 )=t = (1o(])

Multiplikationen (und &hnlich viele Additionen).

Bemerkung 4.6: Die Umformung AZ = b <= RT = ¢ funktioniert immer,
selbst wenn A nicht invertierbar ist (wobei dann auch R nicht invertierbar ist).

4.6 LR-Faktorisierung

Bezeichnung 4.7:
Die Standardbasis des R™ wird mit & = (0,...,0,1,0,...,0)T bezeichnet.
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Bemerkung 4.8: Die Elementaroperationen des Gauf-Algorithmus lassen sich
als Multiplikation mit Elementarmatrizen interpretieren: mit

1
0 1 — 1
P = I = 1-é&él —&él +&é) +é&e
1 0 — 7
|
7 7
t J
1
F = ' , = IT+ae é;r
o ‘. «— 1
1
1
i
A — PA : Vertauschung der Zeilen i und j,
gilt: A — AP : Vertauschung der Spalten i und j,
A— FA : addiere das a-fache der j.ten Zeile zur i.ten Zeile.

Definition 4.9:

Eine Permutationsmatrix ist eine quadratische Matrix, die in jeder
Zeile und jeder Spalte mit genau einer 1 und ansonsten mit 0 besetzt ist.

Lemma 4.10:

a) Produkte von Permutationsmatrizen sind wieder Permutationsmatrizen.
b) Permutationsmatrizen sind orthogonal: PPT = PTP = 1.

c¢) Linksmultiplikation mit einer Permutationsmatrix entspricht einer Zeilen-
vertauschung, Rechtsmultiplikation einer Spaltenvertauschung.

Beweis: offensichtliche Ubung.

010 Zr
Beispiel 4.11: Sei P=| 0 0 1 , A= ZF' | =(51,52,53) (Zerlegung
100 B
_q—'
£
von A nach Zeilen bzw. Spalten). Es gilt PA = ( zZr ) , AP =(55,5,5) .
ST
21
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Satz 4.12: (LR-Zerlegung)

Das System AZ = b wird im Gauf-Algorithmus 4.5 auf die Endform

11 ... PN T1n | C1
l1
lp1 ... ln,n—l Tnn | Cn

gebracht (der untere Dreiecksanteil (l;;) entsteht aus den abgespeicherten
Eliminationsfaktoren). Es seien Pi, ..., P,_1 (eventuell mit P; = 1) die

bei der Pivotierung durchgefiihrten Zeilenvertauschungen. Mit

1 0 11 -+ ... Tin
L= 11'1 ., R=
lnl ce ln,n—l 1 0 Tnn

und P = P,_y--- P, gilt: PA=LR (“LR-Faktorisierung” ).

Beweis: Zu Beginn des j.ten Schrittes liegt das Zwischenschema

11 e e 7’17]‘_1 7’1]' e T1n
l21
lj_17j . lj_17j_2 Tj_17j_1 Tj_17]' . Tj—l,n — L(j) + R(j)
() ) () ()
lj1 lm_l aj; Ay,
@ 9 WG
mit
0 0
121 0
L = () ('?
J <. J
I - i
R : 0
A
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und
11

Tj—1,5-1

T'in

T]_17n

)
ajj
()

anj

o

o)

vor. Die néchste Zeilenvertauschung P; liefert LU = PjL(j ) und

r11 Tin
0 Tj-1,j-1 Tj-1n
RU) = PjR(j) — rjj Tin
~(4) ~(4)
@jt1 J+1n
0 3 :
i) s
0
. 0
Die neuen Eliminationsfaktoren [; = werden als j.te Spalte

an LU) angefiigt:

~(7)
aj—&-l,j/rjj

dffi /T

L(j‘f’l) — L(J) + lj é’f .

Vielfache der j.ten Zeile E?R(j) = (0,...,0,7jj,...,7j,) von RY) werden von

den unteren Zeilen von RY) abgezogen:

RU+D = RO _ [T RO

Beachte hierzu
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Ergebnis: der Gau-Algorithmus wird beschrieben durch
LU+ — ij(J') + fje}“ . RUTD = PjR(j) _ fje}“ ij(j)
mit LM =0, R =4 .
Behauptung: In jedem Schritt gilt (I + L(j))R(j) =P_1---P A
(Mit L=1+4 L™, R=RM™, P =P, |--- P ist der Satz damit bewiesen).

Beweis: Induktion nach j:

j=1. (I+LM)RM = A gilt offensichtlich.
Schritt j — 5 + 1:

(1 + L(j+1)) RU+1)

= (I+PLY + el (1 -1 jT)PjR< B
= (I _><f+ P;LW — P ')fjg‘JT + el — l;é‘]rfj(?gr)JDjR(j)
= (I+PjLW)P;RY (beachte LWI; = 0, 11} = 0)

= P(1 +L(j)Pj)R(j) ®) P;(1 +L(j))R(j) = Pj(Pj_1---PLA).

Fir (*) beachte LW P; = LU), da Rechtsmultiplikation mit P; die Spalten

y.-.yn von LU) Vertauscht die alle gleich (némlich 0) sind.
Q.E.D.
1
Bemerkung 4.13: L = % . ist immer invertierbar. Damit ist
* % ]

R = L7'PA genau dann invertierbar, wenn A invertierbar ist.

Bemerkung 4.14: Zu jeder quadratischen Matrix existiert damit eine Zeilen-
vertauschung P, so dai PA in der angegebenen Form LR faktorisiert werden
kann. Bei invertierbarem A und fixiertem P sind die L R-Faktoren eindeutig:

LR=LR — L7'L = RR™! = Diagonalmatrix D .
S—— S——
untere obere

Dreiecksmatrix  Dreiecksmatrix

Mit L = LD folgt D = 1, da die Diagonalen von L und L mit 1 besetzt sind.
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Bemerkung 4.15: Es gibt Matrizen, fiir die keine Faktorisierung A = LR
existiert, man braucht i.a. P. Faktorisierbarkeit ohne Zeilenvertauschungen ist
z.B. fiir diagonaldominante Matrizen (Aufgabe 23) oder positiv definite
symmetrische Matrizen (Bemerkung 4.32) garantiert.

Bemerkung 4.16: P ist die Gesamtheit aller im GaufB-Algorithmus durch-
gefiihrten Zeilenvertauschungen. Man speichert P nicht als Matrix, sondern als
“Buchhaltungsvektor” p. Dazu initialisiert man die Spalte p’= (1,2,...,n)T
und wendet die Zeilenvertauschungen auch auf p an. Zuletzt hat man p =
(p1,...,,pn)". Interpretation: die urspriingliche Zeile p; ist in die i.te Zeile ge-
wandert. Hiermit ergibt sich fiir beliebiges b dann &= Pb durch

for i:=1tondo ¢ :=b ;

Bemerkung 4.17: Mit det(L) = 1 und leicht berechenbarem
det(R) = Produkt der Diagonalelemente

kann det(A) aus det(P)det(A) = det(R) berechnet werden. Mit det(P) =
det(P,—1)---det(Py) und
1 ,falls P; =1

—1 , falls P; = Austausch zweier Zeilen

det(P;) = {

braucht nur die Anzahl der nichttrivialen Zeilenvertauschungen im Gauf}-
Algorithmus mitgezéhlt zu werden.

Bemerkung 4.18: Die Faktorisierungsdaten P, L, R sind genauso gut
wie eine explizite Inverse A~!'! Die Losung von

A7=b = PAZ=Pb, dh, LRZ=Pb

RZ
~
Yy

ist durch 2 Riicksubstitutionen

bestimme ¥ aus Ly = Pg,
dann bestimme ¥ aus R¥ = 1/

schnell zu berechnen. Der Aufwand (etwa n? Multiplikationen) entspricht dem
der Matrix-Vektor-Multiplikation A~'b bei explizit vorliegendem A~".
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Merke: Der GauB-Algorithmus liefert mit =~ n3/3 Multiplikationen die
Zerlegung PA = LR einer n x n-Matrix. Liegen P, L, R vor, dann ist A¥ = b
durch doppelte Riicksubstitution mit etwa n? Multiplikationen schnell zu

16sen.

4.7 Bandmatrizen

Definition 4.19:

Eine quadratische Matrix der Form

q
——f
* * *
*
P *
*
. q
* * ok
N——

heifit Bandmatrix mit p unteren (exklusive Diagonale) und q oberen
(inklusive Diagonale) Béndern.
Satz 4.20:

Falls fiir eine Bandmatrix A mit p unteren und q oberen Bédndern eine
LR-Zerlegung A = LR ohne Zeilenvertauschungen existiert, dann hat

1

*
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bzw.

p untere bzw. q obere Bénder. Der Gauf-Algorithmus 4.5 liefert die Zer-
legung mit weniger als np q Multiplikationen.

Beweis: Gaufl-Algorithmus ohne Zeilenvertauschungen fiir

all . alq bl
a1 cee eee Q24941 b2
Ap+1,1 -o0 e e ceo OAp4l,g+p bp+1
1.ter Schritt: Eliminationen sind nur in den p Zeilen 2,...,p + 1 notig mit je

q Multiplikationen pro Zeile.
weitere Schritte: analog.

Der Rechenaufwand und die Form von L und R sind hiermit klar.
Q.E.D.

dl aq 0

Beispiel 4.21: Sei A = “ . Angenommen, die Faktorisierung
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A = LR existiert. Ansatz:

A = L R
dy  aq ! ooa
i 1
cr dy ap — L1 T2 a2
1 ai
bLiry Liai+7r2  a

— 127’2 lg as + 13 as

Zn—lrn—l ln—lan—l +7n
Vergleich mit A liefert:
di=r1, di=1l;_1a,_1+7; (i:2,...,7’b), c; = l;r; (iZl,...,?’L—l).

Ergebnis: Die LR-Daten sind durch die Rekursion

”/‘1 = d1; for i =2 to n do begin li—l = Ci—l/ri—l y Ty = dz - li—l A;—1 5 end;‘

mit O(n) Operationen bestimmt. Es kénnen sich Probleme durch r; = 0 ergeben (wenn
die Zerlegung A = LR ohne Zeilenvertauschungen nicht existiert).

4.8 Pivotierung

Betrachte den Gauf3-Algorithmus 4.5 zu Beginn des j.ten Schrittes: 111.12.97
(0 I a1.n+1
aj_lyj_l SRS ‘e aj—l,n+1
ajj e ajn aj7n+1
Qpj .. Gpp | Anntl
Suche ein Pivotelement aus {a;j, ..., an;}, um es auf die Diagonale zu bringen.

Kriterium: minimiere den Einflu von Rundungsfehlern. Mit a,; als Pivotele-
ment entstehen nach Elimination die neuen Zahlen

P

/ 17 . . . .

aikzaik—;apk, i1=4,...,n,i#p, k=j+1,...,n+1
pJ

im rechten unteren Block. Differentielle Fehleranalyse von

/
li=aijfap; , ti=lap, ay =a;—1
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liefert
Aa;k Aa,-k 1 Aaik Aaij Aapj Aapk

= t 7, + G an - + - —T Tt
al, ik i I Ak Qg Apj Gpk

(kaaij
mit
7z, |, 1Tl |7¢| = Darstellungsfehler von al, L und t
< 7 = Maschinengenauigkeit.

Ergebnis: Wihle p so, dafl die Konditionszahlen

1 . . .
Wk_l’ i=7,...,mn, i#p, k=j+1,...,n+1
Apk Qg

moglichst klein werden. D.h., bei gegebenem j suche p € {j,j7 + 1,...,n} so,
daf} der kleinste Nenner

. . . QqjAik .
K(j,q) = min min 22 _1|, g=4,...,n
k=j+1..n+1 i=j..n | QgkQ;jj
i#q

maximal wird:  K(j,p) = max(K(j,7),...,K(j,n)).

Problem hierbei: fiir gegebenes j braucht man O((n — j)3) Operationen,
um K(j,7),...,K(j,n) zu berechnen (und dann in der Suche nach p zu
vergleichen). Mit j = 1,...,n — 1 ergibt dies O(n*) Operationen!

Heuristische Maximierung der K(j,p): Es gilt

. . . Qpj Qi Apk
K(j,p) = min min Py |k PR
k % Qpk Q5 Qpj
. Qi . . Ak Qpk
> min L7 min min |— — 2
k=j+1..n+1|apk k=j+1.n+li=j..n | Qjj Apj
i#p
maximiere ignoriere p-Abhéngigkeit
p
Apj . . . Qi Qgk
> | p]’ min min min |—=& - &

max |(ka| qg=j..n k=j+1l..n+1 z:Z;éqn aij aqj

k=j+1..n+1
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Definition 4.22:
Bei “Spaltenpivotierung” wird der Pivotindex p € {j,...,n} im j.ten
Schritt der GauB-Elimination 4.5 so bestimmt, daf3

T |aqj|
K =
(:9) max |agk|
k=j+1..n+1

fiir ¢ = p maximal wird: K(j,p) = max K(j,q).

q=j.n
k% % *
%k *
Ajj - | Qjntl — K(j,7) = laj;|/ max(|aj 1], s lajni1])
I | — f((j, n) = |an;|/ max(|an j+1l, -y [annt1])

Berechne K (3, 7), ..., K(j,n) und finde das Maximum.

Bemerkung 4.23: Die Berechnung von K(j,j), L K(j, n)mitj=1,...,n—1
braucht insgesamt etwa n?/2 Multiplikationen und O(n?) Vergleichsoperatio-
nen.

Bemerkung 4.24: Bei Totalpivotierung wird im Gauf-Algorithmus

alr ... a1,n+1
aj—1,5-1 e e e aj—1n+1
Q5 ... Qjn Ajn+1
Gpq
anj ... Qnpn A n+1

ein Pivotelement a,, im gesamten unteren Block gesucht und durch Zeilen- und
Spaltenvertauschung auf die Diagonale gebracht (eine Spaltenvertauschung
entspricht einer Umnumerierung der Unbekannten x1, ..., x, im Gleichungssy-
stem). Es ist (heuristisch) so zu bestimmen, daf}

: |apq| .
K(]J%Q) = max—pq]a\ , D,q € {],...,n}
fejomi1 | PF

k#q

maximiert wird. Mit j = 1,...,n — 1 braucht dies O(n3) Multiplikationen und
O(n*) Vergleichsoperationen und ist daher fiir die Praxis i.a. uninteressant.
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Bemerkung 4.25: Statt aufwendiger Pivotierungsstrategien ist die Nachite-
ration effektiver und schneller. Sei Zpym, eine numerische Losung von AX = b.
Die Rundungsfehler lassen sich durch folgenden Schritt erheblich reduzieren:

mit gegebenem Tnum

berechne das “Residuum” 7= AZpum — b ,
I6se A =7

und korrigiere Tresser = Tnum — Y

Grob gesprochen gilt: liefert der Gleichungsldser die ersten ¢ Dezimalstellen der
Lésung, so werden beim Schritt Tpym — Tpesser Weitere q Dezimalstellen rela-
tiver Genauigkeit hinzugewonnen. Nach mehreren Nachiterationsschritten sind
die Rundungsfehler des Gleichungslosers praktisch eliminiert! Die Grenzgenau-
igkeit ist durch den relativen Fehler der Berechnung von AZT,m in ¥ bestimmt
(Details: siehe Kapitel 4.13). Bei vorliegender LR-Faktorisierung kostet jede
Nachiteration nur O(n?) Operationen!

Merke: Pivotierung dient zur Verbesserung der numerischen Stabilitét
der GauB3-Elimination. Spaltenpivotierung braucht einen dhnlichen Aufwand
wie die eigentliche Elimination, Totalpivotierung erhcht den Rechenaufwand
dramatisch (von O(n?®) auf O(n*)). In der Praxis kombiniert man Spalten-
pivotierung mit der effektiven und schnellen Nachiteration.

4.9 Cholesky-Faktorisierung

ist eine spezielle Form der L R-Zerlegung fiir symmetrische positiv definite Ma-
trizen.
Definition 4.26:

Eine symmetrische reelle n x n-Matrix A heifit (symmetrisch) positiv
definit (s.p.d.), wenn mit dem iiblichen euklidischen Skalarprodukt ( , )
gilt:

(¥, AZ) >0 VZeR"\{0}.

Satz 4.27: (Cholesky-Zerlegung)

Jede s.p.d. Matrix A ist in der Form A = LLT mit reellem invertierbarem
* 0

Dreiecksfaktor L = Do zerlegbar.
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Beweis: Induktion nach der Dimension 3.
i=1: fir 0 < A € Rgilt trivialerweise A = LLT mit L = LT = VA # 0.

a | a
=T
mit a* = (ail, PN ,am'_l).
Qg

Der linke obere (i —1) x (i —1)-Block a ist nach Aufgabe 26) s.p.d. und hat nach
Induktionsvoraussetzung eine Cholesky-Zerlegung a = [17 mit invertierbarem

Schritt ¢ — 1 — 4:  zerlege A = <
C—iT

I 0
l= :
Licig oo L1
110 .
Im Ansatz L = - mit I T = (l;y,. .., l;i—1) ist nur die unterste Zeile
141 1
zu bestimmen. Mit
1|0 T 1T ‘ 1
A=1LL" = | — = —
U7 ) b 0 |l (ll)T‘lTl—i-lfi
gilt:
[ ist aus der Gleichung @ = [l eindeutig bestimmt, (#)
l;; ist aus der Gleichung a;; = ITT + l?i bestimmyt. (##)

Nach Aufgabe 26 gilt
ag > (@ a @) =AM NN =00 =17 = B=a;—1"1>0,

womit [;; reell ist. Wegen [; # 0 verschwindet kein Diagonalelement, womit L
invertierbar ist.

Q.E.D.
Der Cholesky-Faktor L = (I;;) wird durch den folgenden Algorithmus geliefert:
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Algorithmus 4.28: (Cholesky-Zerlegung)

for i :=1 to n do begin

7—1
for j:=1toi—-1do [;:= ( ajj — Zlik Lik ) /ljj ; (x1x)
k=1

(%2:%)

for j:=i+1tondo [;;:=0; (%3%)

end;

Erklirung: In Zeile (x1x) wird das Gleichungssystem (#), d.h.,

ai 11 0 i1

i1 Licign oo lic1-1 lii1
durch Riicksubstitution gelost. Zeile (x2%) bestimmt l;; aus (##):

ag =l +- -+ G+ 1

Bemerkung 4.29: Es wird nur auf den unteren Block a;; mit j < i zugegriffen.
Man kann A = (a;;) mit L iiberschreiben:

j—1
for j:=1toi—1do a; = ( aij — Zaik ajk > [aj;;  (xlx)  (usw.)
k=1

Das explizite Setzen (x3%) des oberen Dreiecksanteils wird in der Praxis
natiirlich vermieden.

Bemerkung 4.30: Der Rechenaufwand ist mit etwan3 /6 Multiplikationen (und
n Wurzeln) etwa halb so grofl wie bei der GauB3-Elimination/L R-Zerlegung. Der
Grund ist die Symmetrie der Matrix.

Bemerkung 4.31: Die Zerlegung A = LLT = LL” ist bis auf Vorzeichen
eindeutig:

Lt = LT = Diagonalmatrix D .
~—— ~———
untere Dreiecksmatrix  ohere Dreiecksmatrix



4.9. CHOLESKY-FAKTORISIERUNG 69

Mit L = LD folgt LLT = LLT = LD?LT, also D? = 1:
+1 0
0 +1
Der Algorithmus 4.28 bestimmt L so, daf3 die Diagonalelemente l;; positiv sind.

Bemerkung 4.32: Die Cholesky-Zerlegung ist eine Variante der L R-Zerlegung.
Mit D = Diagonale von L gilt

A=LL"= (LD™) (DLT) = LR — Zerlegung .
—— ——
1 0 ¥ ... %
* 1 0 *

Hiermit ist gezeigt, daf s.p.d. Matrizen eine LR-Zerlegung A = LR ohne Zei-
lenvertauschungen besitzen. Bei vorliegender Cholesky-Zerlegung ist jedes Glei-
chungssystem A% = LL"T# = b durch 2 Riicksubstitutionen

bestimme ¥ aus Ly = 5,

dann bestimme ¥ aus LT% = §f

schnell gel6st.

Bemerkung 4.33: Ist A eine s.p.d. Bandmatrix, so hat der Cholesky-Faktor L
genauso viele untere Bénder wie A (siehe Satz 4.20 und Bemerkung 4.32). Der
Rechenaufwand reduziert sich hierdurch erheblich.

Bemerkung 4.34: Die L R-Zerlegung kann ohne Pivotierung unter numerischer
Instabilitéit leiden (vergleiche Aufgabe 25). Die Cholesky-Zerlegung ist stabil
(Bemerkung 4.67).

Bemerkung 4.35: A ist genau dann s.p.d., wenn A = BT B mit irgendeiner
m x n-Matrix B mit kern(B) = {0} :

A=B'B — (#,B'BZ)=(BZ,BZ)>0 VYZ#0.
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Bemerkung 4.36: Typische Anwendung in der Approximationstheorie: “lose”
ein iiberbestimmtes Gleichungssystem BX = ¢ mit einer m X n-Matrix B, m > n
(d.h., mehr Gleichungen als Unbekannte). Eine Nédherungslésung, die den Fehler
(BZ — ¢, B — ¢) minimiert, ist durch

BBz =BT
~— -~
A b

O

bestimmt, wobei A = BT B s.p.d. ist, falls kern(B) = {0} gilt.

4.10 Invertierung von Matrizen
Ziel: explizite Invertierung von A. Lose dazu
Az, =¢;, i=1,...,n (#)
mit der Standardbasis 4.7 des R™. Dann gilt
A(Z, ..., &) = (AT, ..., AZ,) = (€1,...,6,) =1,

d.h., Z; ist die i.te Spalte der gesuchten Inversen A~' = (&y,...,%,). Jeder
Gleichungsloser kann damit benutzt werden, um die Inverse spaltenweise zu
bestimmen. Aufwand beim Gauf-Algorithmus:

e Bestimme eine LR-Zerlegung PA = LR mit ~ n?/3 Multiplikationen.

e Lose die n Gleichungen AZ; = €; durch Riicksubstitution aus LRZ; = Pé;
mit jeweils ~ n? Multiplikationen: insgesamt ~ n? Multiplikationen.

Damit ist die Inverse A~! = (Z1,...,¥,) mit insgesamt ~ 4n3/3 Multiplikatio-
nen (4-facher Aufwand einer LR-Zerlegung) bestimmt.

Bemerkung 4.37: Bei Matrizen mit wenigen Bédndern kénnen LR-Daten in
der Laufzeit O(n) berechnet werden: siehe etwa Beispiel 4.21. Zur Bestimmung
der n? Komponenten von A~! (i.a. vollbesetzt) braucht man mindestens O(n?)
Operationen. Daher sollte man —zumindest bei groflen diinnbesetzten Matrizen—
die explizite Berechnung der Inversen vermeiden.

4.11 (@QR-Faktorisierung

Idee: finde eine Zerlegung A = QR mit orthogonalem @ (d.h., Q' = Q7)
und oberer Dreiecksmatrix R. Damit ist dann AZ = QRZ = b dquivalent zu
R# = Q"b und mit O(n?) Operationen losbar.
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Satz 4.38: (QQR-Faktorisierung)
Fiir jede relle quadratische Matrix A existiert eine Zerlegung A = QR mit
orthogonalem @) und einer oberen Dreiecksmatrix R. Fiir invertierbares A
sind die Faktoren bis auf Vorzeichen eindeutig:

QR=QR = (Q=QD, R=DR mit D =diag(£l,+£1,...).

Beweis: Zur Existenz: algorithmische Konstruktion 4.44 von ) und R folgt.
Zur Eindeutigkeit: mit A ist auch R invertierbar, also

 a= ~ 1 o —1A —.
QR=QR — RR = @ Q =D.
obere Dreiecks-  orthogonal
matrix

Orthogonale obere Dreiecksmatrizen sind diagonal:

, (orthogonal)

D~ DT
N~~~ ~~
obere Dreiecks- untere Dreiecks-
matrix matrix

Es folgt D~! = DT = Diagonalmatrix D mit D? = 1.
Q.E.D.

Definition 4.39:

Die einem ¥ € R" zugeordnete Householder-Matrix ist

2
1——=_

. o -

— fall

" - UTUUU ,falls £ 0,
|

,falls v=0.

Bemerkung 4.40: Fiir Householder-Matrizen gilt:
a) Symmetrie: H = HT |

b) H* =1 —4 = 007 +4 = 507 007 4= =1,

7 v

<

c) Orthogonalitit: H> = HH" =1 ,

d) die geometrische Interpretation: ¥ — HZ ist die Spiegelung an der Ebene
durch den Nullpunkt mit dem Normaleneinheitsvektor i = v/vV 01 0:
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HX
, e o L UTE
Der Spiegelpunkt ist HY =% —2d , d=1(i,Z) =10 —7s
71y

Definition 4.41:
18.12.97] Zuj € {l,...,n} und @ = (ai,...,a,)7 € R" definiere die von d er-
zeugte Householder-Matrix H éj ).

t; := sign(a;) \/aj2+a?+1+'--+a% ,

17]' = (0,...,0,25]-+aj,aj+1,...,an)T,
I 2 55T falls © 240
, — —— U;0; , falls U; ,
Héj) — U]T'l_)} J ") J
1 , falls ; = 0 .

Vereinbarung: sign(0) = 1.

Lemma 4.42:
Fiir H = Héj) gilt: HEL;: (al,...,aj,l,—tj,O,...,O)T und Hb = b fiir
alle Vektoren der Form b= (by,...,bj_1,0,...,0)T.

Beweis: Mit tj2» = a? + -+ a2 folgt

207a  2((tj+aj)aj+ai +--+ap)  2(ta;+17)

T = . N2 1 2 2 -2 o412

T (tj +a;)? + a2+ +a? 2+ 2tja; + 12

und

al 0 al
2 aj-1 0 aj-1
e S J - 2z . _ . . — _t.
Ha=a-— 313‘1,”‘_@ = a; tj+a; | = tj
g a1 ajt1 0

an an 0
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Fiir @ = (ay,...,aj-1,0,...,0)T (der einzige Fall mit H = 1) gilt die Aussage
ebenfalls (beachte t; = 0). Fiir b= (b1, bj—1,0,...,0)T gilt fD’JTg =0, also
Hb=b.

Q.E.D.

Bemerkung 4.43: Lemma 4.42 gibt die spéter bendtigten Eigenschaften. Es
wurde nur t? = a§+~ -+4a2 benutzt, womit das Vorzeichen von t; beliebig wéhl-
bar ist. Das Vorzeichen in Definition 4.41 dient zur Vermeidung von Ausléschung
in ¥;. Fiir a; = 0 setze entweder sign(0) = 1 oder sign(0) = —1 (die oft iibliche
Vereinbarung sign(0) = 0 fiihrt hier zu falschen Ergebnissen).

Konstruktion 4.44:

QR-Zerlegung durch Householder-Transformationen:
Start: A= (d,...,d,) (Zerlegung nach Spalten).
Schritt 1: Sei H) = H(g) die von d; erzeugte Householder-Matrix:

HmA:( ,Hmﬁwme@»

Schritt 2: Sei H® die von HV @, erzeugte Householder-Matrix:

—1 *
0 Lt

H®HWA:( S I ,HmHm@wwH®Hm%»
0 0

Schritt j: Sei HY) die von der j.ten Spalte HU=1 .. -H(l)d'j des Sche-
mas erzeugte Householder-Matrix. Durch Multiplikation mit HY) werden
nach Lemma 4.42 in der j.ten Spalte die Elemente unter der Diagonalen
eliminiert, wihren die ersten j — 1 Spalten nicht verdndert werden:

gHO ...gMW 4 =
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_tl *
0
( . _(f] ,HU).--H<1>a'j+1,...,H<J‘>---H<1>an).
0 0

Ergebnis: Nach n — 1 Schritten ist obere Dreiecksform erreicht:

—t1 712

—_—

orthogonal

723

Der Q-Faktor ergibt sich durch QT = H®D...HO prw. Q =
HW ... =Y Dieses Produkt lift sich durch Ausfiihrung an der Ein-
heitsmatrix speichern.

Transformiere AZ = b auf RZ = QTE, berechne Q':

Start: A b 1

Householder- H®M A HWDp HO 1

Transformationen: H® HW A HOFgO§ HOHFO

Ende: He-D...gW g | g ...gWp | g-1).. . g
R QT QT

Damit sind die Daten des zu AT = b dquivalenten oberen Dreieckssystems
R# = QTb berechnet, R und Q"' (falls benétigt), liegen explizit vor 1.

Bemerkung 4.45: Die Matrix- Vektor-Multiplikation

<77j7 §>

(@, 75)

auf die Spalten § des Schemas braucht nur ~ 3 (n — j) Multiplikationen, so

daf jede einzelne H-Transformation des Gesamtschemas mit O(n?) Operationen
ausfiihrbar ist.

HYE =324

'Man verzichtet jedoch i.a. auf die explizite Berechnung von Q7. Das Speichern der Daten
¥; der HY) im frei werdenden unteren Teil des Schemas ist praktisch umsonst. Mit diesen
Daten lassen sich Multiplikationen mit QT schnell durchfiihren (siche Bemerkung 4.47).
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Algorithmus 4.46: (QR-Zerlegung)

Erklarung der in Tafel 4.1 angegebenen Implementierung: Zunéchst
wird A um b zum n x (n+ 1)-Gesamtschema [A | b] erweitert (Schritt
(x1x)). Der Householder-Konstruktion folgend wird die der j.ten
Spalte des Schemas entsprechende Householder-Matrix HY) kon-
struiert. Mit dem in (%2%) berechneten Wert t; ist der HU) =
I—27; 5?/(17}, U ) definierende Vektor U; durch
U = (0,...,0,t; + ajj, ajt14,-- - anj)T

gegeben. Der Fall t; = 0 entspricht a;; = ... = a,j = 0, in dem mit
HU) = 1 das Schema unveréndert bleibt (Zeile (x3%)). Dieser Fall
tritt dann und nur dann ein, wenn die Matrix nicht invertierbar ist?.
Die Transformation

2
(@, 75 )
ist fiir alle Spalten § des Schemas zu berechnen. Der gemeinsame
Faktor d ergibt sich durch

HYE = § — e¥;, e = d{(#;,5), d =

(#)

d - 2 _ 2
(,7)  (tj+ap)? + afy; + o+ ap
2 1
T2 2at + ko al (rag)l
und die Skalarprodukte mit 5= (s1,...,s,)" mittels

(05,8) = (tj + ajj) 85 + @181 + - + anjsn.

Dabher ist es sinnvoll, den Wert t; + aj; als aj; zu speichern (Zeile
(x4x)), womit die j.te Spalte die Daten des Vektors

(0,...,O,ajj,...,anj)T = 17]‘

enthélt. Der Faktor d ergibt sich damit in der Form (x5%). Man beach-
te, daf3 t; dasselbe Vorzeichen wie das urspriingliche aj; hat, womit
tj (tj +aj;) # 0 fiir t; # 0 gilt.

Die ersten j — 1 Spalten des Schemas werden von der Householder-
Matrix invariant gelassen, so dafl nur die restlichen Spalten k =
4y.-.,n+ 1 des Gesamtschemas transformiert zu werden brauchen.
Mit der Schleife (x6x) werden die Spalten k = j+1,...,n+1 mittels
(%7%) und (x8x) gemif (#) transformiert.

?Dies ist klar, da die gerade bearbeitete Spalte in den spiiter folgenden Transformationen
nicht mehr verédndert wird und der Wert —t; somit das j.te Diagonalelement der zuletzt
erzeugten oberen Dreiecksmatrix R ist. Die Invertierbarkeit von R (also das Nichtverschwinden
der Diagonalelemente) ist aber #dquivalent zur Invertierbarkeit von A.
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(+ Erweiterung: x)

for i:=1tondo a;n1:=0b;; (x1x)

(+ Elimination: x)

for j:=1 ton—1 do begin

tj = sign(ajj)

> ak ;o (xsign(0)=1 1! %) (x2%)
i=j

Falls t; =0, so gehe zum (j + 1).ten Schritt ;
ajj = 1tj +ajj ;

d:=1/(t; aj;) ;

for k:=j+4+1 to n+1 do begin

e:=d ( ialjaik) ; (*7)
i=j

for i :=j to n do a;, := aj;, —eai; ; (#8)
end ;

end ;

Tafel 4.1: Transformation von A% = b auf R = QTg.

Zuletzt miifite noch die j.te Spalte transformiert werden, wobei nach
Lemma 4.42 nur das Diagonalelement auf den neuen Wert —t; ab-
zuéindern wire. Da dieses Datum aber im Vektor t = (t1,t2,...)
gespeichert ist, wird hierauf verzichtet.

Nach Ablauf des Schrittes j = n — 1 liegen neben den Werten
t1,...,t,_1 iIm Gesamtschema die neuen Daten

aix ... Qln | Glntl V11 T12 v Tin C1

Un—1n—1 Tn—-1n
anl --- Gpn | Ann+l Un1 ... Unn—1 T'nn Cn
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vor. Die transformierte rechte Seite @ = QTb ist in der (n + 1).ten
Spalte gespeichert, der R-Faktor ergibt sich zu

—t1 T12 T1n
R =
_tn—l Tn—1,n
T'nn
Die Daten v; = (0,...,'O,vjj,...,vnj)T, j = 1,....n—1, der

Householder-Matrizen HY) sind im unteren Teil des Schemas ge-
speichert, aus denen sich QT bzw. Q bei Bedarf leicht konstruieren
lassen (siehe Bemerkung 4.47).

Bemerkung 4.47: Man wird i.a. darauf verzichten, QT bzw. Q explizit zu
)T

berechnen. Mit den Daten der Vektoren U; = (0,...,0,a;j,...,an;)" im unte-
ren Dreiecksanteil des Schemas kann ndmlich eine Matrix-Vektor-Multiplikation
mit QT bzw. Q schnell durchgefiihrt werden. Die Multiplikation & — Q% =
H=D ... HOF eines Vektors Z = (z;) ist in Analogie zu den Schritten (x3%)—
(8%) nach

(x Berechne 7 := Q7% mittels der Daten t;,7; : )
for j:=1to n—1 do begin
Falls t; =0, so gehe zum (j + 1).ten Schritt ;

1 n
€ = < Zaij .Tl> y
tjajj \ i

for i :=j ton do z; :=x; —eay; ;

end ;

im transformierten Vektor & gespeichert. Mit ~ n? elementaren Multiplikationen
laft sich QT so praktisch genauso schnell berechnen wie durch die Matrix-
Vektor-Multiplikation QT# bei explizit vorliegendem QT. Bei Bandstrukturen
ist dies Verfahren sogar erheblich giinstiger, da der untere Dreiecksteil von QT
voll besetzt ist, wihrend die untere Dreiecksmatrix der Daten (¥, Vs, ...) die
Bandstruktur von A erbt.

Mit Qz = HY ... H"VZ ergibt sich eine Multiplikation mit Q aus den Daten
tj, v;, indem man einfach die j-Schleife riickwérts durchlauft:
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(*+ Berechne 7 := Q% mittels der Daten ¢;,7; : )
for j :=n —1 downto 1 do begin
Falls t; =0, so gehe zum (j + 1).ten Schritt ;

1 n
e:= ( Zaijbi) ;
tjajj \ i

for i := j ton do z; :=x; — eay; ;

end ;

Wendet man diese Transformationen auf die Standardbasis €1, . . . , €, des R™ an,
so ergeben sich QT bzw. Q mit einem Aufwand von jeweils ~ n® elementaren
Multiplikationen aus den Daten t;, U;.

Bemerkung 4.48: Die Transformation AT = b = RZ= QTZ_; kostet ~ 2n3/3
Multiplikationen (entspricht dem LR-Aufwand mit Spaltenpivotierung 4.22),
wobei die QT bzw. Q) definierenden Daten U; ohne Zusatzkosten geliefert werden.
Die explizite Berechnung von QT bzw. Q (falls benétigt) kostet zusétzlich ~ n3
Multiplikationen.

Bemerkung 4.49: Der Aufwand reduziert sich bei Bandmatrizen. Fiir eine
Matrix mit p unteren und q oberen Bédndern hat der (Q-Faktor p untere und der
R-Faktor p + q obere Bénder:

q
—_——~
* * *
*
*
*
Ptq

—_——~
* * * * *
*

p *
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Dies kann man durch Induktion nach der Schleifenvariable j der Householder-

Konstruktion 4.44 beweisen. Die Zwischenschemata HU=V...HOA zur
Berechnung von R sind von der Form

1 J—1 J+p j+p+1 P+aq J+p+qg—1 n
! ! ! ! ! ! ! !
* * * * * <—]—1
* * * * 0 —j
* L. * * R * —j+p+1
. o, gt
*

Damit besitzt die néichste Householder-Matrix HY) die Gestalt

1
HY —
* .. ok —J+0p
1
woraus der Induktionsschritt 7 — 1 — j zum Beweis der Form von

HG=Y ... HO A folgt. Fiir die Zwischenschemata zur Berechnung von Q7 gilt:
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1 p+1 j—1 J+p
1 1 ! ! 1
* * —1
*
*
HOUD..gW = * ... * * ... x 0 —7—1
* * * * 0 — ]
0 —Jj+p-—-1
0 ... 0 0o ... 0 1 —J+p
1 —j+p+1
1|+n

Bei Matrizen mit wenigen Bédndern reduziert sich die Laufzeit der Transforma-
tion AZ = b= RZ = Qb bei geeigneter Implementierung auf O(n).

Bemerkung 4.50: Die QQR-Zerlegung mittels Householder-Transformationen
ist numerisch sehr stabil (siehe Bemerkung 4.67).

Zusammenfassung: Durch Multiplikation mit orthogonalem Q7 kann jede
quadratische Matrix A auf obere Dreiecksform R transformiert werden. Der
Aufwand zur Umformung AZ = b = RT = QTZ; entspricht dem einer LR-
Zerlegung mit Spaltenpivotierung.

4.12 Normen und Fehlerkontrolle

Erinnerung an die Analysis:

Definition 4.51:
FEine Abbildung | .| : Vektorraum — [0, co) mit

a) |z =0 < zz=0,

b) |Xx| = |A|x|, X skalar,

c) Jr+y| < |z|+|y| (Dreiecksungleichung)
heiflt Norm.
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Beispiel 4.52: Die Standardnormen fiir ¥ = (z1,...,2,)? € R bzw. C" sind
1Z]n = |z1] + |z2] + -+ + |25 (Summennorm)
1Zl2 = /l|z1® + [z2]2 + -+ + |z,[2 (euklidische Norm)
1Z], = A/lo1lP + [22P + -+ + [2a]P (p-Norm)
|Z]co = max{|x1],|x2],...,|xn|} (Maximumsnorm) .
Satz 4.53:
Auf endlich dimensionalen Vektorrdumen V sind alle Normen &quivalent:
zu | .| und || .|| existieren Konstanten ¢ und C, so dafi
|z < cllell Nzl < Cllz] VeV

Beweis: siehe Analysis.

Definition 4.54:
Die einer Vektornorm | .| auf dem R" bzw. C" zugeordnete Matrixnorm
(Operatornorm) ist

|AZ] - _ Ty @=E

A— Afl .
max | max | Ay

|A] = max —
1Z] |71=1

70 |7

Dies ist in der Tat eine Norm. Das Maximum existiert, da {y; |§]| = 1}
kompakt und |A .| stetig ist.

Bemerkung 4.55: Fiir Operatornormen gilt
a) Vertriglichkeit: |AZ| < |A||Z],
b) Submultiplikativitit: |AB| < |A]||B|

|ABZ| @)

.
(1481 = max BT 2 4} e 1271

o [zl o |7

= 4l|BI) .

Im folgenden werden nur noch Operatornormen betrachtet.

Satz 4.56: (Identifizierung einiger Matrixnormen)
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Die| . |1, |.|2 und | .| auf dem R™ bzw. C" zugeordneten Matrixnormen
fiir A= (aij) sind

A—» n
A, = 1}51;28{ ””faﬂl — j:ﬁ.}.{n ;|aij| (Spaltensummennorm)
A7
|Al2 = m%( ” ” _,7| |2 = \/ gréBter Eigenwert von AT A
T T2
(Spektralnorm)
| AT o - :
|Alco = max —— = max la;j|  (Zeilensummennorm) .
> Z#0 ”IL’”OO i=1..n ng *J

Anmerkung: es gilt |AT|1 = |A]so, |A]2 = | AT 2.

Beweis: siehe Analysis (Aufgabe 29.a) fiir |A|1, Satz 6.3.a) fiir |A|2, beachte
|AZ|3/|Z]3 = (AZ, Az) /(% %) = (¥, ATAZ)/(¥,T) = Rayleigh-Quotient von
AT A).

Definition 4.57:

p(A) = max { |\ ; X € C ist Eigenwert von A } .
heifit Spektralradius von A.

Satz 4.58:
a) Fiir jede Operatornorm gilt |A| > p(A).

b) Fiir eine diagonalisierbare n x n-Matrix A existiert eine Vektornorm
|.|a auf dem C™ mit

.
4]y := max HAT14
25 el

p(A) .

c¢) Fiir eine beliebige n x n-Matrix A existiert fiir jedes ¢ > 0 eine
Vektornorm | .| a,c auf dem C™ mit

'_ |AZ| 4,
A,e = max

A) < |A -
pA) < Al = max et

< p(A)+e.
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Az
Beweis: a) Mit A7 = A7 folgt |A| > ”” f””” =)l
T
b) Sei 2y, ..., &, mit AZ; = \;Z; eine Eigenvektorbasis. Zerlege & = > x;&; und
definiere |Z]4 := max; |z;|. Es folgt
ATl _ ]
7£0 |Z]a F£0  max; |z

und mit a) auch |A|4 > p(A).
c¢) wird analog zu b) per Jordan-Normalform bewiesen (siehe z.B. Satz 6.8.2 in
[StB90]).

Q.ED.

Merke: Der Spektralradius ist die grofite untere Schranke aller Operator-
normen.

Bemerkung 4.59: Fiir symmetrische Matrizen ist

[Al2 = \/p(ATA) = /p(A?) = p(A)

die beste (kleinste) aller Operatornormen.

Hilfssatz 4.60:

Gilt in einer Operatornorm |1 — A| < 1, dann ist A invertierbar und

1 1
— < JATY € —— .
IA] L —|T-Af

Beweis: Fiir singuldres A ist A = 0 Eigenwert. Damit hat T — A den Eigenwert
p =1 1im Widerspruch zu |u| < |I — A| < 1. Mit
1= I = A7 Al < A7 ] 4]

und
JATH = AT = A) + T < JAT'| [T — A + |1
— (I-T-Apjat<1

folgt die Behauptung.
Q.E.D.

Definition 4.61:
FEiner invertierbaren Matrix wird die Konditionszahl

cond(4) = [A][A7"]

zugeordnet. Schreibweise: cond,(A) bei Verwendung von p-Normen.



84 KAPITEL 4. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Satz 4.62:
Mit den Eigenwerten \; von A gilt
max |AZ|
|1Z|=1 max; |
d(A) = 1.
cond(4) min [AZ] = wing [
x|=

Fiir symmetrisches A gilt conda(A) = max; |A;|/ min; |\;].

Beweis: Es gilt |A| = Hm"ax |AZ| > max; |A;| und
T|=1

A7LZ| (=g y 1
HA—IH — max ” _ IL‘H (z: )] max Hyﬂ‘ _ _
20 |7 770 | Ay -
in ———
740 |7l
(@=g/151) 1 1
min |AZ| — min|\;|
|Z]=1 i

Fiir symmetrisches A gilt conda(A4)"2” p(A) p(A~1) = (max; |\s])(max; [A71]).

Q.E.D.

Der Einflul von Rundungsfehlern in der Losung von AZ = bist a priori nur
schwierig abzuschétzen. Man kann jedoch a posteriori die Qualitét einer vorlie-

genden numerischen Approximation von A~1p leicht und kostengiinstig kontrol-
lieren:
Definition 4.63:

Einem Gleichungssystem AZX = b und einem beliebigen Vektor & wird
das Residuum (%) = AZ — b zugeordnet (intuitiv: man setzt & in die
Gleichung ein).

Das Residuum ist ein leicht berechenbares Maf}, wie gut & die Losung A~1p der
Gleichung approximiert:

Satz 4.64: (a posteriori Fehlerkontrolle iiber das Residuum)

Fiir jedes Z gilt
absoluter Fehler
|7(@)| ‘ ‘

< - A% < |ATYIF@)]
A H H [A™ | |17(Z) |
L i@l . |z — A~'5] cond(A) [7(@)]
cond(4) |p] |A=1o] - o]
————

relativer Fehler
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Beweis: Mit

-,

=A@F- A7) = |F] < A7 - A7'D]
~ A=A = |7 AT < AT |7

=

8

folgt die Abschétzung des absoluten Fehlers. Mit JA=18] < [A~Y 6] und
[b] = |AA™"0] < |AJ|A™"b] folgt
L
[A=Hel A= el ol

Multiplikation mit den Abschitzungen des absoluten Fehlers liefert die

Abschétzungen des relativen Fehlers.
Q.E.D.

Der folgende Satz liefert eine Abschétzung, wie stark sich die Losung ¥ = A1
eines Gleichungssystems éndert, wenn die Daten A,g verandert werden (z.B.
durch Rundungsfehler AA, Ab ). Er beschreibt die prinzipielle mathematische
Konditionierung der Abbildung (A,l; ) — A~ (unabhéngig vom benutzten
numerischen Gleichungsloser):

Satz 4.65: (Einflul der Daten auf die Losung, “exakte Rechnung, gestorte
Daten”)

Es seien & bzw. T + AZ die exakten Losungen von
AZ=b  baw. (A4 AA)(T+AZ) =b+ Ab.

Fiir |[A~Y|[AA] < 1 gilt

|AZ] - _ cond(A) (IIAAII ||A5||)

717 ) cona(a HAAfﬁll [Al b

Beweis: AZ 16st die Gleichung
(A+ AA)AZT=Ab—AAT .

Hierbei ist A +AA = A (1 + A~LAA) invertierbar, wenn A invertierbar ist und
(Hilfssatz 4.60) [ATAA| < 1 gilt. Mit [A~'AA| < A7 |AA| < 1 folgt

AT =(A+AA) T (Ab—AAT) =T+ AP AA)TA (AL — AA D)

4.60) ”A*l ”

oy ¢ - .
= |AZ] < m (|Ab] + [AA]|Z])
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|az] _ _ JATIA4) (HMH HAAH)_
|2 = 1= A jAAl NALE] 1Al
Aus [b] = |AZ| < [A] |Z] folgt
|AZ] _ _ cond(4) ( |Ab] | [AA] )

—= < — +
|Z] L= A= 1AAL N g 1Al

Q.E.D.

Merke: cond(A) ist der Verstidrkungsfaktor von Daten-(Eingabe-)fehlern.
Ein Gleichungssystem mit cond(A) > 1 ist schlecht konditioniert (hingt
empfindlich von den Daten ab).

1

Beispiel 4.66: Die n x n Hilbert-Matrizen A = (a;;) = (ﬁ
i+j—

) sind extrem

schlecht konditioniert:
n| |Al2 A7) conds(A)

51 1.56... | 3.04... x 10° 4.76... x 10°
10 | 1.75... | 9.14... x 102 | 1.60... x 103
20 | 1.90... | 1.28... x 10%® | 2.45... x 1028
100 | 2.18... | 1.73... x 109 | 3.77... x 1050
200 | 2.27... | 1.57... x 10%93 | 3.57... x 10303

Ein solches System mit 20 Unbekannten kann numerisch kaum noch geldst werden!

Bemerkung 4.67: Die bisherigen Gleichungsléser beruhen auf Transformatio-
nen

AZ=b = AZ=V = A't=V" = ... = Ri=¢,
wobei die Daten R,C des resultierenden gestaffelten Gleichungssystems mit Run-
dungsfehlern behaftet sind. Fin solcher Algorithmus ist numerisch nicht stabil,
wenn die Konditionszahlen

cond(A) , cond(A"), ..., cond(R)
ansteigen kénnen.

Dies ist z.B. beim GauB-Algorithmus ohne Pivotierung der Fall (Aufgabe 31.a).

Bei der QR-Zerlegung A = QR ist das erzeugte gestaffelte System genauso
konditioniert wie das Ausgangssystem (Aufgabe 31.c):

condy(R) = condz(QT A) = condy(A) .
Bei der Cholesky-Zerlegung A = LLT gilt (Aufgabe 31.b)

condy(L) = condy(LT) = \/condy(A) < condy(A) ,

so daf3 die resultierenden gestaffelten Systeme sogar besser konditioniert sind.
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4.13 Nachiteration

Betrachte die Nachiteration aus Bemerkung 4.25 zur Verbesserung einer Appro-
ximation Zpym von A~1b:

mit gegebenem Tnum

berechne das Residuum 7 = AZnum — 5,
16se Ay =7

und korrigiere Thesser = Tnum — Y -

Ohne weitere Rundungsfehler wire Tpegser exakt:
- S —1/ 4= . —17
Thesser — Lnum — A (Axnum - b) = A"b )

womit der verbleibende Fehler nur von den Rundungsfehlern in der Berechnung
vom 7 und ¢ erzeugt wird.

Diese Beobachtung liefert sofort eine (etwas pauschale) Erkldrung, warum
Tpesser €ine bessere Approximation der Losung als Zpym liefert:

Der Gleichungsloser sei in der Lage, unabhéingig von der Grofle der rechten Seite
die erste Dezimalstelle der Losung (relative Genauigkeit!) exakt zu liefern. Die
Mantissen /Exponenten-Darstellungen der i.ten Vektorkomponenten seien

(A_lg)i = 0.a1a2azaq ... X 10P
(fnum)z = 0. ai b2 b3 b4 ... x 10P:

(yj)l = 0.0cocgeq ... x 10P
(gnum)z = 0.0 codgdy ... x 10P:

wobel ¥num die numerische Losung von Ay = 7 sei, deren erste Mantissenzif-
fern mit denen in ¢/ = A~!'# iibereinstimmen (die Rundungsfehler in " seien
vernachlissigt). Wegen A~'b = Zyum — ¥ gilt as = by — c3, also

(fbesse'r)i = (fnum - ynum)i = 0.a1 (bZ - 02) (bS - dS) e X107

= 0.a1 a9 (bg—dg)... x 10Pi |

Durch den Nachiterationsschritt wurde damit eine weitere Dezimalstelle Genau-
igkeit hinzugewonnen.

Allgemein gilt: liefert der Gleichungsloser die ersten ¢ Dezimalstellen der
Losung, so werden beim Schritt Zpnum — Tresser Weitere g Dezimalstellen rela-
tiver Genauigkeit hinzugewonnen. Nach mehreren Nachiterationsschritten sind
die Rundungsfehler des Gleichungslosers praktisch eliminiert! Die Grenzgenau-
igkeit ist damit nur durch den (bisher ignorierten) relativen Fehler der Berech-
nung von AZp,m, in 7 bestimmt.

Diese grobe Betrachtung soll nun genauer gepriift werden. Die fehlerbehaftete
Nachiteration ist
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zZu fnum

berechne Froum = AZpum — b + AT,
berechne Goum = A YWum + AY
und korrigiere  Tpesser = Tnum — Ynum

also
Toesser = Trum — A" (AZpum — b+ AF) = AF = A7 — AT'AF— AT,

d.h.,
|Zoesser — A7'0[ < JATH AR + |AF] - (#)

Realistische Annahmen:

a) Unter Vernachlissigung von Darstellungsfehlern sei die absolute Genauig-
keit der Residuenberechnung

IAT] = JAAZpum) | < Tres [AZnum] < Tres | Al Znum |
wobei .
- IA(AZum) |
res - —
| AZ i |

der relative Fehler der Matrix-Vektor-Multiplikation sei.

b) Der verwendete Gleichungsloser liefert die Losung von Ay = 7 bis auf eine
relative Genauigkeit 74:

|1A7]

[A-TF] < 74 (unabhéngig von 7) .

c) Zu erwarten ist 1> 74 > T, > 7 = Maschinengenauigkeit.
Mit
|AG] < 7a JA | = 74 |ATH(AZpum — b+ AF)|
< 7a [Bnum — AT+ Ta [ATY] AT
und
”Ail” |AT] < Tres cond(A) |Zum |
liefert (#)

”fbesser - A_IEH < "fnum - A_lg”
S S TR oy
|A=10] |A~"b|

.

|A-13|

+ Tres (1 + TA) COIld(A)




4.13. NACHITERATION 89

Interpretation: bis auf den durch 7,..; gegebenen Fehler wurde die Anzahl
korrekter Dezimalstellen durch Zpyum — Tpesser um logyo(1/74) Stellen erhoht.
Also: die fithrenden Stellen, die der verwendete Gleichungsloser exakt liefern
kann, werden im Nachiterationsschritt als zusétzliche Stellen gewonnen. Wurde
Znum selbst durch den Gleichungsloser bestimmt, so gilt

anum — A*IEH < anum ”
= — bl g —
|A1b| |A~10]

und es folgt

i esser Ailg
|7, | A-17] H < T3 4 Tres (14 74)? cond(A) .

Nach mehreren Nachiterationen ist der Fehler 74 des Gleichungslésers praktisch
verschwunden, bei 74 < 1 ist die erreichbare Grenzgenauigkeit 7,5 cond(A).
Selbst ein ungenauer Gleichungsloser, der nur die erste Dezimalstelle exakt
liefert (d.h., 74 &~ 1/10), kann durch Nachiteration eingesetzt werden, um die
Losung bis auf die Grenzgenauigkeit zu bestimmen.

Zur Implementierung der Nachiteration:

Stellt der verwendete Compiler mehrere Genauigkeiten
“einfach” (SINGLEPRECISION) und “erhoht” (DOUBLEPRECISION)

zur Verfiigung, so sollte der wesentliche Rechenaufwand der Gleichungslosung,
also die Berechnung von Zerlegungsdaten der Matrix, in einfacher Genauigkeit
durchgefiihrt werden, da die Rechenoperationen schneller sind als bei erhGhter
Genauigkeit. In der Residuenberechnung der Nachiteration sollte erhéhte Ge-
nauigkeit verwendet werden.

Benutze zur Losung von AT = b die Variablen
Ap=A,bp=0b, Zp, 7p (DOUBLEPRECISION)

und
As=A,bs=b, §s, 7s (SINGLEPRECISION) .

Start: 16se zunéchst Agiyjs = 55, wobei eine Zerlegung (z.B. PAg = LgRg in
einfacher Genauigkeit) erzeugt wird. Man erhélt so eine erste Approximation
Zp := ys der Losung.

Nachiteration: berechne das Residuum 7p := ApZ D—l; p in erhohter Genauig-
keit und speichere es in einfacher Genauigkeit ab: s := 7p. Hierbei gehen in der
Mantisse von 7 einige Stellen verloren, die im Exponenten gespeicherte Grofie
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und die ersten Mantissenziffern bleiben aber erhalten. Berechne unter Verwen-
dung der vorhandenen Zerlegungsdaten in einfacher Genauigkeit die Korrektur
ys aus Agyjs = 7's und verbessere Zp:

_'D = .i"D - :ljg .
Da ¢s klein ist im Vergleich zu #p, machen sich die Ungenauigkeiten in ¢s nur

in den hinteren Mantissenstellen von ¥p bemerkbar.

Fiihre die Nachiteration so lange durch, bis |7p | nicht mehr kleiner wird.

Ergebnis: bei nicht zu schlecht konditionierten Marizen wird sich mit den Ma-
schinengenauigkeiten 7g (einfache Genauigkeit) und 7p (erhohte Genauigkeit)
in der Regel die Situation

TD K Tres L Tsg L7y K1

einstellen, so dafl sich trotz schneller Gleichungslosung in einfacher Genauig-
keit fiir die Losung #p eine Grenzgenauigkeit cond(A) 7,es erreichen laft, die
unterhalb 7g liegen kann.

4.14 Iterative Verfahren

Der Banachsche Fixpunktsatz 3.3 gilt auf dem R™ bzw. C", wenn man Betrige

durch (beliebige) Normen ersetzt:

Satz 4.68: (Banachscher Fixpunktsatz (BFS))
Sei ) eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen normierten
Raumes. Fiir ® : Q — ) existiere k € [0,1) mit |[®(x) — P(y)| < k |z —y|
Vz,y € Q. Dann konvergiert z(+1) = q)(a:(i)) fiir jedes 2(9) € Q gegen den
eindeutigen Fixpunkt z* = ®(x*) € Q, es gilt

k
1-k

ki

o — oD <

Jo® — 20

Beweis: wortwortlich wie in Satz 3.3, wenn man |.| durch | .| ersetzt.

Eine affin-lineare Abbildung ®(Z) = BZ + & auf dem R ist genau dann eine
Kontraktion bzgl. |. |, wenn | B[ < 1 gilt:

|®(@) — 2@ = [B(Z -9l < |Bl|Z-4].

Es besteht die Freiheit, irgendeine Norm zu wihlen (Konvergenz in einer Norm
bedeutet Konvergenz in allen Normen, da auf dem R” alle Normen &quivalent
sind). Damit entscheidet der Spektralradius p(B) iiber die Konvergenz einer
Banach-Iteration:
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Satz 4.69:
Eine Iteration der Form #0+1) = Bz 4 ¢ auf dem R™ mit p(B) < 1 kon-
vergiert fiir alle Startvektoren #©) € R™. Der Grenzwert ist unabhéingig
vom Startvektor.

Beweis: Betrachte eine Vektornorm aus Satz 4.58.c) mit 0 < e < 1 — p(B), so
daf3
k = |B|pe < p(B)+e€ < 1

gilt. Wende den BFS mit (2 = R"” an.
Q.E.D.

Bemerkung 4.70: Fiir p(B) > 1 wird die Folge i.a. divergieren. Sei BE = \é
mit |A| > 1. Angenommen, es existiert ein Grenzwert ¥* = BZ* + ¢ fiir einen
Startvektor. Der neue Startvektor #®) = #* + & fiihrt auf die divergierende
Folge 2% = #* 4+ Xi—1¢.

Damit ergibt sich die folgende Strategie zur Losung von AZ = b:

finde ein dquivalentes Fixpunktproblem ¥ = 5(57’) = BZ + ¢ mit
moglichst kleinem |B| (genauer: mit méglichst kleinem p(B) ).

Ansatz: betrachte additive Zerlegungen
A = W 4+ R = “wesentlicher Teil” + (kleiner) “Rest” .
Dann gilt

-

Af=b += Wi=-Ri+b += = -WIRF+W b= Bzr+¢.

Hierbei sollte
e W schnell invertierbar (typisch: W = Dreiecksmatrix)

e und R im Sinne von [W~!R| < 1 hinreichend klein sein.

Satz 4.71:
Sei A = W + R mit invertierbarem W und k := |[W™'R| < 1. Dann
konvergiert die durch

Wzt = Rz 4+ b
definierte Folge fiir jedes #©) gegen A1, Fiir #© = 0 und 5;& 0 gilt
|79 — A~'b]
— <

= < k' (Kontrolle des relativen Fehlers).
|A=0]
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Beweis: Mit Hilfssatz 4.60 ist A = W (I + W~!R) automatisch invertierbar.
Die Banach-Iteration

) = 320y = —WwRzD + Wl

konvergiert mit der Kontraktionskonstanten & < 1 gegen einen Fixpunkt ¥* =
~WIRZ* + W=1tb, also (W + R)#* = b, d.h., #* = A~1b. Mit

0 = (-WTIR) (@Y -7 = ... = (-WTIR) (@Y — 1)

, , (4.55.b) ‘
folgt |79 — & < [(WTR) &0 — 27| < [W'R|"|#© — 2.
Q.ED.

Beispiel 4.72: Fiir

2 x1 + 0.001zy + 000223 = b
0.002 2y + 3 ro + 0.001 x3 = by
0.001 z;y + 0.002z22 + 4 T3 = bs

bietet sich eine Fixpunktformulierung Wz = b— RZ mit “kleinem Rest” R an:

21‘1 = bl — 0.001 i) — 0.002 T3
3!1,'2 = b2 — 0.002 X — 0.001 I3
4$3 = bg — 0.001 xry — 0.002 ZTo .

Definition 4.73:

n
Eine n x n-Matrix A = (a;;) mit |a;| > Z\aiﬂ ,i=1,...,n, heilt

j=1
i
(stark) diagonaldominant.

Bemerkung 4.74: Zerlege A = (a;;) =1+ D +r in die Diagonale
D = diag(ai1, ..., ann)
und die streng unteren bzw. oberen Dreiecksanteile | bzw. r:
0 0 0 a2 ... ain

Gn—1,n
Gn1 --- Gpn-—1 0 0 0
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Mit

a12 Q1n
0o — ... —
a1 a1l
a1 . .
- a2
D Y1+r) =
( + ) : Gp—1,n
a a Gn—1,n—1
nl n,n—1
e 0
Gnn Gnn
gilt

1 n
A ist diagonaldominant < |[D7 (1 + 7)o = max — Z la;j| < 1.
i=1..n |CL“’ o
i
Satz 4.75: (Gesamt- und Einzelschrittverfahren)

Die diagonaldominante Matrix A = [+ D+ sei geméB 4.74 zerlegt. Dabei
sind A, D und D + [ invertierbar, und es gilt

[(D+1)7 oo < [IDTHI+T)e < 1.

Nach Satz 4.71 mit W = D, R =1+7r bzw. W = D+ [, R = r
konvergieren die durch

, , - (Jacobi- oder
DzY = — (14779 + b ¢
Gesamtschrittverfahren)

bzw.
- (Gauf3-Seidel- oder

(D4 1)z = — 20 4§
Einzelschrittverfahren) ,

gegebenen Banach-Iterationen mit den Kontraktionskonstanten
kE'mzel = H(D + l)ilrnoo < kGesamt = HDil(l + 7’)”oo <1
gegen A1b.

Beweis: Da kein Diagonalelement verschwindet, sind D und D+ invertierbar,
A~! existiert nach Aufgabe 23. Nach 4.74 gilt k := [D71(I + 7)o < 1, womit
nur noch |(D +1)7'r|w < k zu zeigen ist. Nehme dazu ein beliebiges ¥ mit
|Z]0o = max; |z;] = 1 und setze § = (%) = (D +1)~!r &, also Dy = —Ilj+r .
Riicksubstitution liefert

n
1
N = — 5 ai; xj ,
a1l <
7j=2

i—1

1 . .
Y = f(—Zaijyj—FZaij:cj), 1=2,...,1.

a
v j=1 j=i+1
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Induktiv folgt |y1|, ..., |y < k:

1 n
i=1: lyil < —— Z la1j| = 1. Zeilensumme von D1 (1+7) < k,
a1

. . 1
i—1l—it |y < — (Z lag| k + Z I%I)

‘a“| Jj=i+1
(k<1) 1

o] Z laij| = j. Zeilensumme von D~Y(I+7) < k.
j=1
i

Es folgt || = max; |y;| < k und damit

[(D+D) 7 e = max [(D+)"rZle = max 7@ < k.

1% o= |Zoo=1

Q.E.D.

Bemerkung 4.76: Der Aufwand des Schrittes &) = (J:gi),...,a:g))T —
1) = (asgiﬂ),...,x,(fﬂ))T (Matrix-Vektor-Multiplikation und Riicksubsti-
tution) ist in beiden Verfahren gleich, nidmlich n? Multiplikationen bei vollbe-
setzten Matrizen:

for k:=1to n do (* Gesamtschritt: D z(+1) = b— 170 — g *)

x;jﬂ) — (bk _ Zakj Z ag; @ ] >;

a
kk J=i+1

bzw.

for k:=1ton do (x Einzelschritt: D Z0+D = p— [ Z0+D —p 70 )

:c,(fﬂ) = akk ( Za Ja;JZH Z A $§i) ) )

j=it1

Also:
Gesamtaufwand (Multiplikatonen) = n? x Anzahl der benétigten Schritte.

Falls die Kontraktionskonstanten nicht zu dicht bei 1 liegen, reichen weniger
als n Schritte, um die Losung auf eine gewiinschte Genauigkeit zu bestimmen.
Hiermit kénnen iterative Verfahren (abhéngig von der Kontraktionskonstanten)
schneller als direkte Verfahren sein, wobei das Einzelschrittverfahren schneller

als das Gesamtschrittverfahren ist (letzteres ist dafiir leichter parallelisierbar).
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Bei diinnbesetzten Matrizen ist zusédtzlich auch jeder Iterationsschritt schnell
durchfiihrbar: die Multiplikation bzw. Riicksubstitution mit den diinnbesetz-
ten Dreiecksanteilen braucht nur die nichttrivialen FEintrdge zu beriicksichti-
gen. Hierbei ist egal, wie diese in der Matrix verteilt sind. Die direkten Verfah-
ren (LR-, Cholesky-, QR-Zerlegung) sind nur dann schnell, wenn die nichttri-
vialen Matrixkomponenten sich zu wenigen Bédndern um die Diagonale herum
formieren.

Bemerkung 4.77: Die Konvergenz der Verfahren ist auch dann garantiert,
wenn die (starke) Diagonaldominanz |a;;| > Z la;j| durch “schwache” Diago-
JF
naldominanz |a;;| > Z lasj| (plus Zusatzbedingungen) ersetzt wird. Zu Details
JF
siehe z.B. [Scw93].

Bemerkung 4.78: Als Banach-Iterationen sind die Verfahren selbstkorrigie-
rend. Die prinzipiell erreichbare Genauigkeit ist i.a. besser als die der direkten
Verfahren (LR- bzw. QR-Zerlegung), eine Nachiteration eriibrigt sich in der
Regel.

Bemerkung 4.79: Leider sind in der Praxis schwach diagonaldominante Ma-
trizen typisch, fiir die das Einzelschrittverfahren (D + 1) 20D = —p 20 4 b
zu dicht bei 1 liegenden Kontraktionskonstanten fiihrt. Man mufl das Verfah-
ren daher beschleunigen, um zu praktikablen Laufzeiten zu gelangen. Mit der
Zerlegung

1 1
A=1+=-D + (1-=)D+r
w w
—— ——
w R
fithrt man z.B.

(1D+l> Z0H) = ((1—1>D—r> 7 4+ b
w w

durch (SOR-Verfahren). Hierbei wird der Relaxationsparameter w € (0, 2)
so gewéhlt, dall der Spektralradius der Iterationsmatrix

(G (6-0-0)

minimal wird (w = 1 ist das FEinzelschrittverfahren). Fiir gewisse Klassen von
Matrizen (Stichwort: “konsistente Ordnung”) kann der optimale Parameter w,
fiir den der obige Spektralradius minimal wird, analytisch bestimmt und for-
melméfig angegeben werden. Zur Theorie siehe z.B. [Scw93] oder [Oev96]. Hier-
mit kénnen grofie diinnbesetzte (schwach) diagonaldominante Systeme (typisch
bei der Numerik von Differentialgleichungen) effizient gelost werden.
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Bemerkung 4.80: Weitere (noch schnellere) iterative Verfahren fiir grofe
diinnbesetzte (s.p.d.) Systeme sind:

ADI siehe z.B. [StB90, Kapitel 8.6],
cg (Verfahren konjugierter Gradienten), siehe z.B. [Scw93],
multigrid ~ (Mehrgitter-Verfahren), siehe z.B. [StB90, Kapitel 8.9].

Siehe auch: W. HACKBUSCH, Iterative Lésung groBer schwachbesetzter Glei-
chungssysteme, Teubner 1991.



Kapitel 5

Nichtlineare
Gleichungssysteme

Aufgabe: 16se ein nichtlineares Gleichungssystem f| (Z) = 0 (mit f : R" — R™)
in n Unbekannten. Die grundsétzliche Strategie ist wieder die Umformung in
ein Fixpunktproblem

—

f(@)=0 — &=
und Anwendung des BFS 4.68.
Bezeichnung 5.1:

0P 0P
Dy (x1,...,2p) dx, T Oz,
Fiir ®(Z) = : sei @(7) = T
D, (z1,...,2p) 0P, 0P,
or; Oz,

die Ableitungsmatrix.

Lemma 5.2:
Fiir stetig diff’bares ® : R® — R" gilt
|2(Z) — ()] < 9] |7~ 7]
mit einem Zwischenpunkt € = Z + g (¥ — @), e € (0,1), auf dem Gera-
denstiick zwischen ¥ und .

Beweis: Mit U(c) := (7 + (§ — ) gilt

() - B(@)| = [9(1) - F(0)] = ‘

1 1
/0 (@ + e - 7)) (7 - &) de| < /O |8/(@ + e — 7)) de |5 - 2] ,

97
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wobei nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein €y € (0, 1) mit

1
/0 |9'(Z + (i — ©))| de = [@"(F+ oy — T))|

existiert.

Q.E.D.

Damit sind Kontraktionskonstanten als Maxima von Ableitungsnormen bere-
chenbar.

Satz 5.3: (Zur Berechnung von Kontraktionskonstanten)
Fiir konvexes A C R™ gilt mit k := sup |®(¢)] :
£eA

|8() — B(§)| <k|Z-7F] VZTEA.

Beweis: Der Zwischenpunkt 5 in Lemma 5.2 liegt fiir &,y € A wieder in A.
Q.E.D.

Analog zu Satz 3.7 ist der BFS lokal anwendbar, wenn in irgendeiner Operator-
norm |®'(Z*)| < 1 gilt. Die Existenz einer geeigneten Norm ist nach Satz 4.58.c)
garantiert, wenn p(®'(*)) < 1 gilt.

Satz 5.4:
Sei & : R" — R™ stetig diff’bar mit Fixpunkt #* = ®(7*).

a) Wenn p(®(z*)) < 1 gilt, dann existieren eine abgeschlossene Um-
gebung ) von ¥* und eine Norm auf dem R", beziiglich der ® eine
Kontraktion mit ®(2) C € ist.

b) Gilt & (&*) = 0 fiir zweifach stetig diff’bares ®, dann gibt es eine
Umgebung von &*, auf der

|2(@) — ®(@)] < cl@ -z

mit einer geeigneten Konstanten c gilt ( “quadratische Konvergenz”).

Beweis: a) analog zum Beweis von Satz 3.7 mit einer Norm gemif Satz 4.58,
fiir die |®'(2*)] < 1 gilt.

b) Sei ®; die i.te Komponente von 3. Taylor-Entwicklung liefert

-\ ok 6¢7, ik * *
(0) = () + L T Za%axk o) ox — 7)
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mit Zwischenpunkten é auf dem Geradenstiick zwischen ¥ und &*. Es folgt

|®;(Z) — ©i(27)| < B Z

maxx-—x"f)
033]8:rk < j 5 =l

Die zweiten partiellen Ableitungen sind auf einer Umgebung von Z* beschrinkt,
so daB
2 2 —% b d —k 2
|2(Z) = ©(Z")|oe < ¢ |7 - T3,

mit geeignetem c gilt. Jede beliebige Norm ist dquivalent zu | . | cc-
Q.E.D.

Das vektorwertige Analogon des skalaren Newton-Verfahrens 3.18 ist

Satz 5.5: (Das Newton-Verfahren)

Es sei &* Nullstelle der dreifach stetig diff’baren Funktion f :R?* — R”
mit invertierbarem f'(#*). Dann existiert eine Umgebung U(Z*), so daB3
das Newton-Verfahren z(t1) = &(7(9)) mit

&) = #—(f(@)f(#@)
fiir alle Startwerte aus U(&*) quadratisch gegen &* konvergiert.

Beweis: Mit Satz 5.4 ist nur & (&*) = 0 zu zeigen. Aus

e &7 7102\ 7 e - 0 i 0 3
f@e@) = f(@7— f(@), dh, fi o; = f 2 — f;
Ox;j Ox;
j 1 ,]—
folgt
Zn: 9 fl zn: afz @ - 0 fz
Ox;0xy 7 = Oxj Oxy, Ox;0zy 7
d.h.,

Mit #* = &(Z*) ergibt sich hieraus f/(z*) & (#*) = 0 und damit &'(7*) = 0.
QED.

Bemerkung 5.6: Fiir nicht invertierbares f7 (Z*) konvergiert die Newton-Folge
i.a. nicht (Gegenbeispiele sind leicht konstruierbar).
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Bemerkung 5.7: Der wesentliche Aufwand ist die Auswertung und Invertie-
rung von f'(¥). Fiir grofle Systeme bietet es sich an, mit einer festen Matrix
C =~ (f'(#*))~! zu arbeiten:

O(7) = 7— COf(7) .
Dies liefert zwar nur lineare Konvergenz mit der (lokalen) Kontraktionskonstan-

ten | & ()| = |1 —C f'(&*)|, dafiir ist jeder einzelne Schritt wesentlich schneller
durchfiihrbar.

Bemerkung 5.8: Da mit Satz 5.5 nur lokale Konvergenz garantiert ist, braucht
man gute Startwerte. Dies ist in héheren Dimensionen ein grofes Problem! Fi-
ne mogliche Strategie zur “Globalisierung” ist das schrittweitengesteuerte
Newton-Verfahren:

0D = 2O — @ (P @ON )
Hierbei wird t) =1, %, i, ... ausprobiert, bis (fiir f(:f(i)) # 0) zum ersten Mal
[F@ED)]s < [ F@D)]a

gilt. Dieses Z0tY) wird akzeptiert.

Erkliarung:
1) Mit F(&) = (f(&), f()) und &(t) := £@ — ¢ (f/(#D)) 71 f(7D) gilt
d S S S S

SR@E) = -2 (f@w), PEe) (PE) ).

Damit ist F(Z(t)) fur stetig diff’bares f in einer Umgebung von ¢t = 0 streng
monoton fallend, falls (9 nicht schon Nullstelle ist:

d - =0y Fra
FEED) = =2 @), [ < 0.

Die Suche nach ¢t € {1, %, %, ...} fithrt damit garantiert nach endlich
vielen Versuchen zum Erfolg!

2) Der Aufwand der Suche nach der Schrittweite @) ist akzeptabel: der Haupt-
aufwand des Schrittes Z® — #0+1) ist die Berechnung der “Suchrichtung”
(f(@D)) L f(ZD). Fiir jeden Versuch t® = 1,1/2,... fillt dann nur die Aus-
wertung von | f(Z(1)[y zum Vergleich mit | f(Z)], an.

3) Nach Konstruktion gilt /() 2 v 2 U® 2 - mit

UY = {ZeR"; |f(@)] < [F@D))2 } .

Mit " € U® vollzieht sich dLe Iteration damit auf immer kleineren Gebieten,
die sémtliche Nullstellen von f enthalten:



101

Falls U(® beschriinkt —und damit kompakt— ist, so hat die Newton-Folge einen
Héufungspunkt 7*, fiir den man (unter technischen Zusatzvoraussetzungen, sie-
he z.B. [Sto93, Satz 5.4.2.5]) f'(z*)T f(#*) = 0 zeigen kann. Die Bedingung

“#0) hinreichend nahe an einer Nullstelle”

beim {iiblichen Newton-Verfahren wird damit durch die wesentlich schwéchere
Bedingung

“U) beschréinkt (und damit kompakt)”

ersetzt.

4) In der Nihe einer Nullstelle werden wegen

lim = =0
T | £(@)]2

die Schrittweiten t() = 1 gefunden. Damit erhilt man in der Endphase das
normale Newton-Verfahren mit quadratischer Konvergenz.

Bemerkung 5.9: Eine Anwendung des Newton-Verfahrens auf dem R? ist das
Bairstow-Verfahren zur Suche nach (eventuell komplexen) Nullstellenpaaren
von Polynomen (siehe z.B. [Scw93] oder [Oev96]).

Bemerkung 5.10: Weiteres zu nichtlinearen Systemen:

J.M. ORTHEGA UND W.C. RHEINBOLDT: Iterative solution of nonlinear equa-
tions in several variables, Academic Press, New York 1970.

— —

Viele Strategien versuchen, die (globalen) Minima von F(¥) = (f(Z), f(Z)) zu
suchen: nichtlineare Optimierung.
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Kapitel 6

Eigenwertprobleme

Zu einer n x n-Matrix A sind Eigenwerte A € C und Eigenvektoren 7 € C",
Z # 0, mit AZ = AT gesucht.

Zusammenfassung der wichtigsten Fakten aus der Linearen Algebra: Die Eigen-
werte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

(V) = det(A—AL) = (=1)" (A= A)™ -+ (A= Ap) .
Die algebraische Vielfachheit von J\; ist a;. Der Eigenraum zu J; ist
E,, = {ZeC"; Ax=X\T}.
Die geometrische Vielfachheit von ); ist dim E},. Es gilt stets
a; > dimEy, > 1.

Wenn fiir alle Eigenwerte a; = dim E), gilt, dann existiert eine Basis Z1,...,Z),
des C" aus Eigenvektoren. Mit T = (1, ..., %,) gilt

A = Tdiag(\,...,\,) T7! (Diagonalisierung).

Jedes symmetrische reelle A ist diagonalisierbar, es existiert eine Basis des R"”
aus orthonormalen Eigenvektoren (d.h., T"ist orthogonal), die Eigenwerte und
-vektoren sind reell.

Wichtige Tatsache: die Eigenwerte sind stetige Funktionen der Matrixkom-
ponenten! Einfache Eigenwerte hingen sogar analytisch von den Matrixdaten
ab.

103
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6.1 Allgemeine Abschitzungen

Satz 6.1: (Gerschgorin-Kriterium)

a) Alle Eigenwerte der n x n-Matrix A = (a;;) liegen in der Vereinigung der
Kreisscheiben

n
Ki:{ZE(C;]z—aM < Z\aij\}, 1=1,...,n.
pos

b) Es sei {il,...,’ik} U {ik+1,...,’in} =hLUIl = {1,...,n}. Sind U K;
i€l

und U K; disjunkt, dann liegen in U K; genau k und in U K; genau
1€1> i€lq 1€l

n — k Eigenwerte (mit ihrer algebraischen Vielfachheit gezéhlt).

(NN © N
N NV

—_—— ——

2 Eigenwerte 1 Eigenwert 3 Eigenwerte
Beweis: a) Sei ¥ = (1,...,7,)T Eigenvektor, sei || = max; |z;|. Aus A\zy =
>_j akjx; folgt

n n
I\ — ag |zx] = ]Zaijj‘ < (Zyam) x|, dh., AeKj.
g por

b) Sei D die Diagonale von A und N = A — D, sei A(e) = D + €N mit
den Eigenwerten A(e). Fiir € = 0 bestehen die Kreise K;(¢) aus den durch die
Diagonalelemente gegebenen Punkten, die beim stetigen Vergréflern von € = 0
auf € = 1 zu den Gerschgorin-Kreisen K; = K;(1) von A anwachsen (die Radien
sind proportional zu €). Die Eigenwerte hiingen stetig von € ab und kénnen nach

a) nicht zwischen U K;(e) und U Kj(€) wechseln.
i€l 1€l

Q.E.D.
Ein anderer Weg zu Eigenwertabschitzungen basiert auf “Testvektoren”.
Definition 6.2:
Der Rayleigh-Quotient von I # 0 beziiglich der Matrix A ist
(¥, AT)
(Z,7)

ra(@) =

Fiir komplexes A oder komplexes X ist hierbei das komplexe Skalarprodukt
(@,¥) = >, %; yi gemeint, das fiir reelle Daten zum iiblichen Euklidischen
Skalarprodukt auf dem R™ wird.
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Satz 6.3:
Sei A reell und symmetrisch, ¥ € R" \ {0} beliebig.

a) Mit dem kleinsten bzw. gréfiten Eigenwert Amin bzw. Apar von A gilt
>\min < TA(f) < /\max .

Die Extremwerte werden dabei offensichtlich fiir die entsprechenden Ei-
genvektoren angenommen.

b) Eigenwertabschéitzung durch den Rayleigh-Quotienten eines Testvektors:
es existiert ein Figenwert A von A mit

[(A —ra(@)T) 73

(Z,7)

A—ra(@))? < rae(@) - (ral@)? =

Vorsicht: Ausléschung!

numerisch stabile Darstellung

Beweis: a) Sei 71,..., T, eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren: A¥; =
A% Mit & = 22 x; ; folgt

ra(@) = Do @y, Dy N @) _ S hia?
b) Sei u nicht Eigenwert von A:

| = M(A=p D)™ (A = pT) Z[3

IN

)\ma:r 9

Z min -

12 1A —p )73
=) < (A= pD)73 o
1713 1713

Mit o
[(A = pT) 7|3 1 1

@5 C JA-pD B a(A—pl)0)

1
= = min |\ — pl?
max Dy =2 i A=l
1=1...n

folgt (nun auch fiir p = Eigenwert):

7.7) 7.3 u
Mit
(A—p) & (A—pl)F)  (AGAT) [ (7 AF) 2 (@, A)\?
7, 7) Z,7) ( 7.7) ) +<“ <f,f)>
42 (%) ra(Z)

wird die Abschétzung fiir g = r4(Z) optimal.
Q.E.D.
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Bemerkung 6.4: Wenn & ein Eigenvektor ist, dann liefert r ,(Z) den entspre-
chenden Eigenwert. Der Rayleigh-Quotient ist ein Hilfsmittel, aus einer Appro-
ximation eines Eigenvektors eine Approximation des Eigenwerts abzuleiten.

Bemerkung 6.5: Wann ist ¥ € R" (bzw. C™) Approximation eines Eigenvek-
tors? Es sei E der Eigenraum zum FEigenwert \ und F' der von den restlichen
Eigen- (bzw. Haupt-)vektoren aufgespannte Raum, so da R" = E & F (bzw.
C"=E®F). Zerlege ¥ = ¥p + ¥r mit ¥y € E, ¥r € F. Dann bedeute:

Z ist approximativer Eigenvektor zum Eigenwert \
— ITxIp <<= |7r|<|ZE| .
Fiir symmetrische Matrizen ist F' das orthogonale Komplement von E:

(Zp,Zp) = 0. Der Winkel ¢ zwischen & und seiner orthogonalen Projektion
Zg auf den Eigenraum FE, definiert durch

cos?(¢p) = (T, Tn) _‘?c" 7o)

<fF7 F>

(#,7) '

ist ein Maf fiir den “Abstand von ¥ zum FEigenraum E”. Fiir symmetrisches A
mit den Eigenwerten \; gilt

(g;glA—Ail) sin®(¢) < [A—ra(@)] < (mAa:xM—M) sin?(4) . (#)

bzw. sin?(¢) =

S| &8¢

Damit héidngt die Approximation eines FEigenwertes durch den Rayleigh-
Quotienten quadratisch vom durch den Winkel ¢ gemessenen “Abstand des
Testvektors & zum Eigenraum” ab.

Beweis von (#):

A —ral@) = A — ——

(Z,7)

(@, ATg) (@r,ATE) (T, ATp)
B N @ 7)
_ (@, 7E) \  (@p.Tp) (T, ATp)
- (- %R ) - B R
_ i _ (Zr, AZF)

- ) </\ (TF,TF) >

Der auf F' eingeschrinkte Rayleigh-Quotient nimmt in Analogie zu Satz 6.3.a)
als Extremwerte einen der von \ verschiedenen Eigenwerte von A an:

= Az
min \; < M < max\; .
XA (Zp,ZF) A £

Q.E.D.
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Merke: Bei symmetrischen Matrizen kénnen auch méflige Eigenvektorap-
proximationen durch den Rayleigh-Quotienten gute Eigenwertapproximatio-
nen liefern.

Satz 6.6: (Abhingigkeit der Eigenwerte von den Matrixdaten)
Sei A = T'diag(A1,..., \,)T ! eine diagonalisierbare n x n-Matrix mit
Eigenwerten A1, ..., A\, und diagonalisierender Transformationsmatrix T .
Fiir einen beliebigen Eigenwert A einer beliebigen anderen Matrix A gilt
beztiglich der p-Normen

min |); — A < cond,(T) |A - A, .

Beweis: Sei A = diag(A1,...,A\n), X sei nicht Eigenwert von A. Es folgt
(A=A, = |TA =MD, < condy(T) (A = AT) 7', -

Die p-Norm einer Diagonalmatrix ist der maximale Betrag der Diagonalelemen-
te:

- 1 1
[(A=AD)~, = max 5 N
i=l.n |\, — A Il’llln [IAi — Al

Es folgt
cond,(T")

min [\ — A € Pl
i=L.n [(A = AL)~H,

Mit einem Eigenvektor § von A zu \ gilt
Aj=3j — (A-Aj=(A- D)j — (A-AD)A-A)j=7
und damit
1< (A=A (A=A, < (A=A, [A - A, .

Mit (A — 5\11)*1”;1 < |A — A], und (#) folgt die Behauptung.
Q.E.D.

Bemerkung 6.7: Fiir diagonalisierbare Matrizen ist die Stérung der Eigenwer-
te linear in der Stérung der Matrixdaten. Das Eigenwertproblem ist gutmiitig,
solange nicht Eigenrdume “fast parallel” sind (d.h., solange cond,(T") nicht zu
grof3 ist, vergleiche Aufgabe 30).
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Bemerkung 6.8: Symmetrische Matrizen kénnen mit orthogonalem T diago-
nalisiert werden. Mit

wopy e 1Tz max, 17,

. xX = xT =

condy(T) "= 2 — = 2 — =1
min | T7]2 min |72
|#]2=1 |Z]2=1

folgt ‘rinlin Ai— A < |A—A|y fiir symmetrisches A und beliebiges A.

Merke: Das Eigenwertproblem symmetrischer Matrizen ist stets (auch bei
Entartung) gutmiitig!

Satz 6.9: (Vergleichssatz fiir die Eigenwerte symmetrischer Matrizen)

Fiir symmetrische reelle n x n-Matrizen A und A mit den Eigenwerten

M < ... <X\, vonA bzw. A\ < ... < )\, vonA

gilt [N\ —XN| < p(A—A) < |A—A| (fiir jede Operatornorm).

Beweis: Es seien 77,...,Z, bzw. #1,...,y, orthonormale Eigenvektorbasen
des R™ von A bzw. A. Es sei E; ,, der von T;, . .., T, aufgespannte Teilraum des
R™. In Analogie zu Satz 6.3.a) gilt fiir den auf F; , eingeschrinkten Rayleigh-

Quotienten
n
3 v
k=i

(7, A7) |
min ———- = min — = A,
TEE; n <.'E,:1:> ((E“,l'n)¢0
FHA0 Z xz
k
k=i
wobei ein beliebiges ¥ € E; , \ {0} nach der Basis ;,...,Z, zerlegt wurde:
n
T = Zﬂfkfk;- Es sei Fy ; der von ¢i,...,7; aufgespannte Teilraum des R".

k=1
Ein beliebiges & € (E; , N F1.;) \ {0} wird nach der Basis #1,...,%; von Fi_;
i
zerlegt!: 7 = Zykﬁk Es folgt
k=1

'Die Koeffizienten yr sind dabei durch die Bedingung ¥ € FE; ., eingeschriankt. Da E; ,
das orthogonale Komplement des von 71, ..., %;—1 aufgespannten Teilraums ist, haben die yx
das Gleichungssystem Zizl Yk (Zj,¥k) = 0 mit 5 = 1,...,i — 1 zu losen. Es gibt sicherlich
nichttriviale Losungen dieser ¢ — 1 homogenen linearen Gleichungen fiir die ¢ Unbestimmten
Y1, - .., Yi, so daB} der Teilraum FE;. , N Fy_; nicht nur den Nullvektor enthélt. Damit existiert
ein nichttrivialer Vektor ¥ € E; ., N F1. ;.
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= iz = iz 5\kyk
min x; _,$> < min xl qx> < max =L = )
TEE; n <l‘,£L’> TEE; nNFy 4 (x,x) (Y1,---,y:)#0 ¢
T#0 T# 2
Yk
k=1
und damit
A, > min (¥, AZ) — <4:E,_;(A — A)Z)
FEE; (%, )
T#0
> 4n11Ein (z,ﬁA_}x} ~ max (%, (A_‘ _»A)CL‘)
FEBon (%, T) FeEjn (Z, )
7, (A — A)Z -
> AN — maxu >N — p(A-A4),
weer (T, )
T#0
also p(A fl)~ \i — Ai. Mit vertauschten Rollen von A und A ergibt sich ‘analog
p(A— A) > X\; — A\ und damit insgesamt p(A — A) = p(A — A) > |\ — il

Q.E.D.

Bemerkung 6.10: Wihlt man A als Diagonale von A, und schéitzt man den
Spektralradius durch die Zeilensummennorm ab, so ergibt sich

A —di] < A=Al = max ZI%\ =

J?ﬁk
= Maximum der Gerschgorin-Radien,

wobei di < do < ... eine Anordnung der Diagonale von A ist. Das Gerschgorin-
Kriterium liefert fiir separierende Gerschgorin-Kreise bessere Abschédtzungen,
da jedem Diagonalelement sein individueller Radius zugeordnet ist. Dafiir lie-
fert Satz 6.9 bei tiberlappenden Kreisen bessere Ergebnisse, da durch die Anord-
nung jedem Diagonalelement genau ein Eigenwert mit Abstand < r zugeordnet
werden kann.

6.2 Die von-Mises-Iteration

Ziel: berechne den Spektralradius einer Matrix durch Konstruktion einer Vek-
torfolge, die gegen den entsprechenden Eigenraum konvergiert.
Konzeptionelles Problem: es gibt keinen eindeutigen Eigenvektor als Kandi-
dat fiir den Grenzwert. Statt “Konvergenz gegen einen Eigenvektor” betrachte
“Konvergenz gegen einen Eigenraum”.
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Definition 6.11:

Es sei C" = E @ F durch 2 Unterrdume aufgespannt. Eine Vektorfolge
#() € C™ heift konvergent gegen E, wenn mit der eindeutigen Zerle-
gung

# =) 170 #Wep, ) er

in einer beliebigen Norm lim ”j’%) 1129 =0 gilt.
71— 00

Bemerkung 6.12: “Konvergenz gegen einen Unterraum” hat nichts mit dem

(i) =)

iiblichen Konvergenzbegriff fiir Vektoren zu tun. Die Folgen 2", # Ef , Ty brau-
chen nicht im iiblichen Sinne zu konvergieren!

Bemerkung 6.13: Die Konvergenz gegen E ist unabhéngig von der Wahl des
Komplementérraums F' (Aufgabe 36).

Satz 6.14: (von-Mises-Iteration zur Bestimmung des Spektralradius)

Sei A eine diagonalisierbare n xn-Matrix mit den paarweise verschiedenen
(evtl. entarteten) Eigenwerten A1, ..., \, die gemas

Ml S e < Pl < Il = p(4)

angeordnet seien (d.h., der betragsgrofite Eigenwert Ay, darf entartet, aber
nicht betragsméfBig entartet sein). Die von-Mises-Folge

0D = Az )0 = |Az®)

konvergiert fiir fast jedes #® € C™ gegen den zu \, gehorenden Eigen-
raum und

lim pt = p(A) .

71— 00

Die Konvergenz ist linear mit dem Konvergenzfaktor |Ai—1|/| k|-

Beweis:  Offensichtlich gilt ) = A'#(0) /| A*7©)| (beachte |Z?)| = 1). Sei
C" = By @ --- @ Ej, die Zerlegung nach den Eigenrdumen E; zu \j, seien

Tj = fgj? die Projektionen des Startvektors auf diese Eigenrdume. Mit

k—1
FO = N"F &, AB =N, j=1,....k
j=1

folgt
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k-1 ) A k-1 s i
NoF + AL T N <Ai> 7
20— _J=1 - 2k =1
‘ k—1 <|)\k\> R ANNE - @)
DONE + N B + 2 &
Yt} k )\k J
j=1 j=1
) k—1 s i
Essei ' =E1®---®E;_1. Mit g’l(;) = Z <)\]> Z; folgt fiir den in F' liegenden
, k
7=1
Anteil von Z(®): ' 0
) = (Afe) U
Al Ja+ 2
und " ‘ -
Exd (i) Me—1]” 1 —
i — > 171
| Ak ||fk+?7(p)|| j=1

AusBer fiir 7, = 0 konvergiert damit (") wegen 37(},3)

gehorenden Eigenraum und

— 0 gegen den zu A

= () ()
i v @) ATk + AY (7w —0)
o0 = Jagtd) @ TR AT] G0y

1@ + 73]
Q.E.D.

Bemerkung 6.15: Falls in der Zerlegung des Startvektors ©®) der Eigen-
raum zu A\ nicht beteiligt ist (der Ausnahmefall ¥, = 0 im Beweis von 6.14),
so konvergiert (im Prinzip) #) gegen den zum betragsmiBig groften Eigen-
wert gehoérenden Figenraum, der in der Zerlegung vorkommt. Diese Situation
ist jedoch instabil: durch Rundungsfehler werden kleine Komponenten im zu
A, gehorigen Eigenraum eingeschleppt, die sich nach ldngerer Rechnung durch-
setzen, so daf praktisch immer p" — |\;| = p(A) eintritt (Rundungsfehler
kénnen auch angenehm sein!).

Bemerkung 6.16: Man erhilt |\|. Durch 74(Z%) oder durch Betrachtung
einzelner Komponenten von Z® I}t sich \j, ermitteln:

O
S Y
(Z);

rA(:E(i)) i—00 A

Bemerkung 6.17: Die Konvergenz ist langsam, wenn |Ap_1|/| x| = 1 gilt.
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Bemerkung 6.18: Wenn ein Eigenwert und -vektor A\jp,©j einer Matrix A
bekannt sind, dann kann man diese Daten “l6schen” (Deflation):

—

A= (1- <f:,x§k>) 4

hat dieselben FEigenwerte wie A, aufer dafl \p auf S\k = 0 transformiert wird
(Aufgabe ?7?). Hiermit kénnen sukzessiv alle Spektraldaten von A ermittelt
werden. Aber: Fehler addieren sich auf, die numerischen Daten werden immer
ungenauer.

6.3 Die Wielandt-Rayleigh-Iteration

Idee: um die Spektraldaten von A zu ermitteln, benutze die von-Mises-Iteration
mit einer Matrix A, die dieselben Eigenvektoren und verwandte Eigenwerte hat.
Beispiel 6.19: A~! hat dieselben Eigenvektoren wie A zu den Eigenwerten 1/)\. Damit
konvergiert _
g = ATTY
|A-1Z®)]
gegen den Eigenraum des betragskleinsten Eigenwertes von A.

Der Spektralradius von (A—pul)~! ist durch den Eigenwert von A bestimmt, der
dem Wert p am néchsten liegt. Durch Wahl von p kénnen damit Eigenwerte
gezielt angesteuert werden. Satz 6.14 mit A ersetzt durch (A — pl)~! liefert
unmittelbar:

Satz 6.20: (Inverse Wielandt-Iteration mit Spektralverschiebung)

Es sei A derjenige Figenwert der diagonalisierbaren Matrix A, der p € C
am néchsten liegt. Dann konvergiert fiir fast alle Startvektoren

i+1) (A—pI)!

- z
FHH) ’
T

gegen den Figenraum zu A und

| ) A7)y
~)y _ (@ ATY) i
ra(@") 70, 70 — AL

Die Konvergenz ist linear mit dem Konvergenzfaktor

Abstand von p zum néchsten Eigenwert von A

Abstand von p zum iibernéichsten Eigenwert von A
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Bemerkung 6.21: Bei vorliegender LR- oder Q) R-Faktorisierung von A — pl
ist jeder Schritt

=

lose (A—pl)g = 79, dann 0D =

<y

schnell durchfiihrbar.

Bemerkung 6.22: Die Konvergenz kann beliebig schnell gemacht werden,
wenn die “Spektralverschiebung” p nahe genug am gewiinschten FEigenwert
gewédhlt wird. Allerdings darf p nicht exakt mit einem Eigenwert iibereinstim-
men, da sonst A — pu 1 singuldr ist.

Idee: mit 74 (") stehen immer besser werdende Approximationen des Eigen-
wertes zur Verfiigung. Setzt man diese in die [teration ein, so ergibt sich quadra-
tische Konvergenz. Bei symmetrischen Matrizen liefert der Rayleigh-Quotient
nach Bemerkung 6.5 besonders gute Eigenwertapproximationen und fiithrt sogar
zu kubischer Konvergenz.

Satz 6.23: (Das Wielandt-Rayleigh-Verfahren: Konvergenzbeschleunigung mit
Rayleigh-Quotienten)
Fiir eine symmetrische Matrix A konvergiert die Iteration
Hit1) _ (A—p@ 1)~ 30

(0) =y (70)) =
S A ponige) 0 KT ral@) =

(£ Az()
(£, 7))

lokal kubisch gegen einen Eigenraum und den dazugehérigen (eventuell
entarteten) Eigenwert lim p'D . Fiir fast jeden Startvektor () ist die

71— 00

Konvergenz global, die Ausnahmefille sind instabil und treten daher nu-
merisch nicht auf.

Beweis: Wir beweisen hier nur die lokale Konvergenz: zu jedem Eigenraum
gibt es eine “Umgebung” (“Konvergenzkegel”), innerhalb der der Iterations-
vektor in superlinearer Weise angezogen wird. Der Konvergenzkegel zu einem
Eigenwert A soll nun charakterisiert werden. Sei F der Eigenraum zu A, F' sei
das von den restlichen Eigenvektoren aufgespannte orthogonale Komplement.
Zerlege 700) = :E’g) + :E’g). Der Winkel ¢() € [0,7/2] zwischen ) und :E’g) ist
durch

7o) ()
12012 1701

definiert. Mit

, i)\ —1 (i € i) =10 - -
j= (A-p0n70 = o (A7) = g+ g
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und #+D = /|7 folgt

. s A— T —1(4) ,
tan(¢(z+1)) _ ”ziFHQ _ H( % : ) T ”2 |A B H(l)‘
|7E]2 ||f%) |2

J(A - O 1)~172),

= 0) A — M(i)‘ tan((b(i)) :
|5 2

Mit den Eigenwerten \; von A und

c = )1\1;1;%|)\—)\j|, 2 = H}\E;X|)\—)\j|

gilt nach Bemerkung 6.5 fiir den zweiten Faktor
A= pD| < e sin®(o™) .

Fiir den ersten Faktor gilt

A — O 1)—1z0 A 1
|5 2 i [ =
wobel |Blar = max |BZ|2/|%|2 die Spektralnorm darstellt, die durch Ein-
IS

schriankung der Vektoren auf den Unterraum F' entsteht. Fiir die symmetrische
Matrix (A — u(i) 1)~! ist dies der durch Betrachtung aller moglichen Eigenvek-
toren in F' gegebene Spektralradius, so daf§ nur die entsprechenden Eigenwerte
Aj # A zu beriicksichtigen sind. Mit

i — D > mi N — D DTY S e — e sin2(a®
win =0 > min (1 =A== ) > e = e sin’(9)

ergibt sich
co sin?(p™)

t (+1)y <« ‘
(@) < c1 — cg sin?(p®)

tan(¢)

fiir hinreichend kleine ¢, fiir die der Nenner positiv ist. Fiir

| p min = A
2y « L - LAA T
sin(9) < 2 ¢ 2 II?;\&XP\]‘ = Al (#)
J

ist der Faktor zwischen tan(¢(*+1)) und tan(¢®) kleiner als 1, so daB der Winkel
verkleinert wird. Der Faktor héngt selbst in monotoner Weise von dem Win-
kel ab, womit rekursiv die Bedingung (#) in den folgenden Schritten erhalten
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bleibt und sich die Konvergenz ¢() — 0 ergibt. Damit liefert (#) eine Charak-
terisierung des Konvergenzkegels, innerhalb dessen die beziiglich des Winkels
monoton fallende Konvergenz gegen den zu A gehorenden Eigenraum garantiert
ist. Bei kleinen Winkeln (tan(¢®) ~ sin(¢®) ~ ¢(¥)) folgt mit
. (%) Co .
¢(z+1) < 2 (¢(z))3
S
kubische Konvergenz. Mit Bemerkung 6.5 folgt dieselbe Konvergenzordnung fiir

die Approximation des Eigenwertes durch die Rayleigh-Quotienten.
Q.E.D.

Bemerkung 6.24: Plausibilitdtsargument zur globalen Konvergenz: das “Re-
siduum” 7 = (A — 1) 29 (vergleiche Satz 6.3.b)) fillt fiir symmetrisches
A in der Tteration monoton: [V |y < |79 |y (Aufgabe ?777?).

Bemerkung 6.25: Nach dem Beweis von Satz 6.23 ist Konvergenz gegen den
Eigenraum zu X\ garantiert, sobald (#), also

min |[A; — Al
YRS

in2(p® - M7
s (¢) < 2 n}\ax|/\j =l
j

gilt:
Eigenraum

Konvergenzkegel Eigenraum

Um einen FEigenwert )\ gezielt anzusteuern, miite man den Startvektor
geniigend nahe am Eigenraum (“im Konvergenzkegel”) wéhlen, was in der Pra-
xis schwierig ist. Daher wird man zunéchst einige Schritte mit konstantem p
(~ gewiinschter Eigenwert) durchfiihren, wodurch die Iterationsvektoren Z() in
den entsprechenden Konvergenzkegel hineingetrieben werden. Dann beschleu-
nigt man mit Rayleigh-Quotienten.
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Bemerkung 6.26: Vorsicht in Implementierungen: da A — W1 fast singulér
wird, muf rechtzeitig abgebrochen werden. Mit den Eigenwerten \; von A und

. (4.62) Y. @) =
cond(A—,u(Z)][) > max; [A; — p'"| i—00

min; [A; — pl)]

wird die Berechnung des Schrittes " — Z(+D immer schlechter konditio-
niert. In der Praxis ist dies jedoch i.a. kein Problem, denn das Verfahren ist
selbstkorrigierend: ein ungenau berechneter Nachfolger ZU*Y) wird im weiteren

Verlauf wieder vom Eigenraum angezogen. Erst wenn Z(t1) von Rundungsfeh-
lern dominiert wird, d.h., wenn cond(A — p® 1) auf die Grofienordnung von
1/7 (r = Maschinengenauigkeit) angewachsen ist?, so ist durch den Schritt
20 — g0+ keine Verbesserung zu erwarten. Fiir symmetrisches A ergibt sich
fiir den Schritt ¢, indem diese Situation eintritt

max; | A; — o]

)

1 .
= ~ condg(A — p 1) = ,
- con 2( K ) minj |)\j _ ,U«(Z)|

womit sich fiir den durch pY) approximierten Eigenwert \ als (theoretisch) er-
reichbare relative Grenzgenauigkeit

AN ming [A; — pO] O max; [A; — Al L <man Al

Al A A B A
ergibt. Der betragsgrofite Eigenwert ist damit (theoretisch) bis auf die GréBen-
ordnung der Maschinengenauigkeit bestimmbar, die betragskleineren werden
ungenauer bestimmt. Fiir den betragskleinsten Eigenwert ergibt sich als (theo-
retisch) erreichbare relative Grenzgenauigkeit

+1)T.

[AN _ (man A

S —i—l) 7 = (condg(A) + 1) 7 .

ming [ A

Bemerkung 6.27: Da p\9) sich in der Iteration éndert, kann man nicht wie in
der unbeschleunigten Iteration nach Satz 6.20/Bemerkung 6.21 auf einmal be-
rechnete Zerlegungsdaten zuriickgreifen, sondern mufl in jedem Schritt erneut
eine vollstindige Gleichungslosung (A — p® 1)~'2%) durchfiihren. Dieses Auf-
wandsproblem 148t sich aber umgehen: man kann eine beliebige n X n-Matrix
A durch eine orthogonale Ahnlichkeitstransformation mit O(n®) Operationen
zunéchst auf Hessenberg-Form (ein unteres Band)

*
0 * %

2Mit Satz 4.65 ist dann |AZCHD | /|20 | auf die GroBenordnung 1 angewachsen.
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bringen, bei symmetrischen Matrizen ergibt sich 3-Band-Form. Zu Details siehe
z.B. [Sew93, Kapitel 6.3.1] oder [Oev96, Kapitel 6.6]. Dann ist jeder Schritt
(A — pO1)~120) mit O(n?) bzw. O(n) Operationen schnell berechenbar.

Da die Ahnlichkeitstransformation A — H = QAQ" auf Hessenberg-Form H
mit orthogonalem () durchgefiihrt wird, verdndern sich die Winkel zwischen
den Figenrdumen nicht: die spaltenweise aus den Eigenvektoren aufgebauten
Matrizen Ty zu H bzw. T4 zu A sind durch Ty = QT4 verkniipft. Mit
conds(Ty) = conda(T4) (vergleiche Aufgabe 31.c) und Satz 6.6 folgt, dafi die
Konditionierungen der Eigenwertprobleme fiir A und H iibereinstimmen, wo-
mit die Transformation keine zusétzlichen Stabilitédtsprobleme in die numerische
FEigenwertberechnung einbringt.

Bemerkung 6.28: Eine typische Anwendung: aus anderen Verfahren sind Ei-
genwertapproximationen bekannt. Mit der Wielandt-Rayleigh-Iteration lassen
sich diese schnell und stabil verbessern und gleichzeitig Eigenvektoren bestim-
men.

6.4 Weitere Verfahren

6.4.1 Das Jacobi-Verfahren fiir symmetrische Matrizen

Sei A symmetrisch. Durch eine orthogonale Ahnlichkeitstransformation A —

A" = QT AQ mit

I
cos(¢) sin(¢) —p
Q = Qg9 = I
— sin(¢) cos(¢) — q
T
T T
p q

wird die “Diagonaldominanz” verstéirkt. Bei gegebenem p < ¢ wird der Dreh-
winkel ¢ geméf

1 ot
vize 0= e

cos(¢) =

mit
1 _ Qpp — Qqq

K+ sign(k) V14 k2 2 apq

(bzw. t = 0 fiir a,q = 0 bzw. t = 1 fiir a,, = aqq) gewéhlt. Mit diesen Parametern

verschwinden die Matrixeintrige aj,, = ap, = 0 der transformierten Matrix
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A =QTAQ = (ai;). Man kann leicht zeigen, daB fiir ¢ # 0 die Quadratsumme
der nicht-diagonalen Elemente verkleinert wird:

§ 12 § 2
aij < a/i]’ .
2% 0,3
i#] i#]

Durch  Hintereinanderschaltung solcher orthogonalen Jacobi-Trans-
formationen, in denen (p,q) zyklisch den oberen Dreiecksanteil durchlduft,
ergibt sich eine Folge #hnlicher Matrizen A — A — A” — ... | die
gegen Diagonalgestalt konvergiert, so dal die Eigenwerte letztlich von der
Diagonalen abzulesen sind. Zu Details siehe z.B. [ScW92, Kapitel 15.7], [Scw93,
Kapitel 6.2] oder [Oev96, Kapitel 6.7].

6.4.2 Das (QR-Verfahren

Fiir eine beliebige Matrix A wird die Ahnlichkeitstransformation A — A’ =
QT AQ durchgefiihrt, wobei @ einer QR-Zerlegung A = QR entstammt (d.h.,
A" = RQ entsteht durch Vertauschung der Faktoren). Durch Hintereinander-
schaltung solcher Transformationen entsteht eine Folge &hnlicher Matrizen, die
unter gewissen technischen Voraussetzungen gegen obere Dreiecksform (bei sym-
metrischen Matrizen gegen Diagonalform) konvergieren.

Dies ist das schnellste und stabilste Verfahren zur Eigenwertberechnung! Man
transformiert dabei zunichst A mit O(n®) Operationen auf Hessenberg- bzw. 3-
Band-Form, so daf jeder Q R-Schritt nur O(n?) bzw. O(n) Operationen braucht.
Mittels spektraler Verschiebungen kann die Konvergenz beschleunigt werden.
Zu Details siehe z.B. [Scw93, Kapitel 6.4] oder [Oev96, Kapitel 6.5]. Praktisch
brauchbare Implementierungen sind recht komplex. Statt eigener Implementie-
rung sollte man auf professionelle Programmbibliotheken zuriickgreifen. Letzere
Bemerkung gilt allgemein: eigene Implementierungen werden selten die Qualitét
ausgetesteter professioneller Software erreichen.



Kapitel 7

Interpolation

Aufgabe: zu einer Wertetabelle (xo, fo), ..., (Zn, fn) finde eine Funktion F(x),
so daf3

e F(x;) = f; und

e max, |F(z)— f(z)| moglichst klein ist, falls f; = f(z;) einer glatten Funk-
tion f entstammt.

Die allgemeine Idee ist, einen Ansatz F(x;co,...,c,) mit Parametern ¢; zu
verwenden, die aus den Gleichungen F'(z;;cq,...,c,) = f; bestimmt werden.
Wihle dazu einen n + 1-dimensionalen Funktionenraum mit “Basisfunktionen”
¢i(x). Der Ansatz

n

F(:U;CO) CIEaE 7Cn) = Z C; QSZ(I)
i=0
fithrt dann auf ein lineares Gleichungssystem

¢o(zo) ... @nlwo) Co fo

bo(en) - bul@n) ) \ cn fa

zur Bestimmung der c;.

7.1 Polynominterpolation

Die Ansatzfunktion F'(x;co,...,c,) sei ein Polynom n.ten Grades in x.

Notation 7.1:

Das Interpolationspolynom durch die Stiitzstellen xq, . .., x, wird mit

Pn(x) = P[zg,...,am](‘T)

bezeichnet.

119
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Mogliche Darstellungen:
n .
P, (x) = Z cxt (Monomentwicklung),
i=0

(@ —wic) (@ —wi) - (@ — )

" ' (x — x9)
fule) = ; “ @i —w0) - (@i — @) (@ — Tip1) - (@1 — )

(Lagrange-Darstellung),

Pn(x) = Co+01(aﬁ—xo)+02(a:—x0)(x—a:1)+--~
+ep (x—x0) -+ (T — xp—1) (Newton-Darstellung).

7.1.1 Entwicklung nach Monomen

Satz 7.2:
Zu (zo, fo),- .-, (xn, fr) mit paarweise verschiedenen x; existiert ein ein-
deutiges Interpolationspolynom P, (x) vom Grad < n mit P,(z;) = f;,
n

i =0,...,n. Es hat die Darstellung P,(x) = ch z’ | wobei cg, ..., cp
§=0
die Losungen von

1 o ... x}} Co fo

sind.

.

n
Beweis: Das Vandermonde-System P, (z;) = Z cjx; = fi ,1=0,...,nist
§=0

eindeutig losbar.
Q.E.D.

Diese Darstellung ist numerisch ungiinstig, da ein Gleichungssystem zu lésen
ist.

7.1.2 Lagrange-Darstellung

Definition 7.3:

n
x —
L] (1:) = H T ) = Oa ,
keo L3 T Tk
py

heiflen die Lagrange-Polynome zu xg, ..., x,.
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Satz 7.4: (Lagrange-Interpolation)
Das Interpolationspolynom aus Satz 7.2 hat die Darstellung

n
P,(z) = Z fj Lj(x) (Lagrangesche Interpolationsformel).
=0

Beweis: Offensichtlich gilt fiir die Lagrange-Polynome
L,i=7,
Li(x:) =
i) { 0,i#j.

Damit sind die Interpolationsforderungen i fi Lj(z;) = f; erfiillt. Das Poly-
nom ist eindeutig.

Q.E.D.

Bemerkung 7.5: Die Definition L;(z) = [, 4 ;j;’“k ist numerisch ungiinstig,
wenn an mehreren Stellen interpoliert werden soll: man kann nicht auf schon
berechnete Werte zuriickgreifen. Eine bessere Darstellung mittels Stiitzkoeffi-

zienten k; ist (Aufgabe 38):

R .
T —x; -1
Lj(z) = #v Ky = (H(ﬂﬁj—xk)) :
k k=0
_ k]
e

Fiir das Interpolationspolynom folgt

n

3 fiKj
r — T

7=0 J

Po(z) = —F—— . (#)

>
x—xj

J=0

Der wesentliche Aufwand von O(n?) Multiplikationen steckt in der Berechnung
der kj. Liegen diese Daten vor, so ist dann fiir jedes x das Interpolations-
polyom in der Darstellung (#) mit O(n) Multiplikationen berechenbar. Bei
dquidistanten x; braucht auch die Berechnung der Stiitzkoeffizienten nur O(n)
Operationen (Aufgabe 38.1).

7.1.3 Newton-Darstellung
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Definition 7.6:

Zu (zo, fo),-- -, (zn, fn) mit paarweise verschiedenen x; definiere die von
Ti, Tit1,...,T; erzeugten (j — i).ten dividierten Differenzen rekursiv
durch F f
7 %
0 | flzo]
o > f[xo,xl} \
Z1 f[ml] f[xo,xl,xg]
> f[xl,xz} < f[ro,mlam%rii]
€2 f[rg] s f[zl,mg,mg,]
> f[xz,xg}
23 | flas]
Hilfssatz 7.7: (Syntheseprinzip)
Das Interpolationspolynom zu x;,...,x; ldft sich aus denen zu
Tiy1,--.,T; und x;,...,x;_1 aufbauen:
(.%' - m’b) P[:ci+1,...,xj](x) + (.’Ej - (L‘) P[xi,...,xj,ﬂ(x)

P[xl,,x]}(x) = T —

Beweis: Induktion nach der Anzahl der verwendeten Stiitzstellen. Indukti-
onsschritt: setze x = x;,...,x; ein, wobei sich nach Induktionsvoraussetzung
jeweils f;,..., f; ergibt.

Q.E.D.

Hilfssatz 7.8:
Die dividierten Differenzen sind die Leitkoeffizienten der Interpolations-

polynome: Py, o1(2) = flg, o @7+ ()27 7 4

Beweis: Bezeichnet man den Leitkoeffizienten mit ¢, . . ) und betrachtet man
in Hilfssatz 7.7 die hochsten z-Potenzen, so folgt die Rekursion

Clwivi,ms] — Clwiyemj1]

l’j—l‘i

[mi,.‘.,azj}

der dividierten Differenzen.
Q.E.D.
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Folgerung 7.9:

Da das Interpolationspolynom durch x;, ..., x; offensichtlich unabhéingig
von der gewéhlten Anordnung der Stiitzstellen ist, ist fi;, . ., symime-
trisch in den Stiitzstellen.

Satz 7.10: (Newton-Interpolation)
Das Interpolationspolynom zu (xq, fo), - - ., (Tn, fn) hat die Darstellung

P[xo,...,xn] (33) = f[xo] + f[:po,:pl] (x - .’L’o) + f[a:o,:vl,xg} (‘T - '7;0)('1; - wl) +oe
s f[cco,...,xn] (33 - .T(]) T (l’ - ivnfl) .

Beweis: Es gilt

P[xo,...,a:n](x) - f[xo,...,zn] (.11 - ‘TO) T (‘T - xn—l) = P[:Jco,...,xn_1]($) )
da dies nach Hilfssatz 7.8 ein Polynom vom Grand n — 1 ist und Einsetzen von
T =2x0,...,Tp_1 jeweils fo,..., fr_1 liefert. Aus

P[:co,...,xn} (‘7;) = P[:Jco,...,zn,ﬂ(x) + f[xo,...,:vn} («T - :BO) te (37 - xn—l)

folgt induktiv die Behauptung.
Q.E.D.

Beispiel 7.11: Schitze f(1.8) durch Interpolation der Wertetabelle
z |01 2 3
f) |2 4 2 14

Berechnung der dividierten Differenzen:
SL'O:O 1’1:1 1'2:2 1'3:3

e 4 6 14
N
f[wi@iﬂ] 2 8
f[(Er,;7ZDi+1 \Tit3] @ 3
f[;co,:cl,acg,xg]

Uber die Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms erhiilt man

Plag w1 22,5 (T)
= flwol T fiwo,e1] (& = 20) + flag,z1,20) (£ — T0) (z — 21)
+fiwo,21,22,25] (T — T0) (x — 1) (¥ — 22)
= 242x(x—20)+0x (x—x0)(z —x1)+ 1 X (x —x0) (x — 21) (x — 2)
= 2422+ (23 —322+22) =23 -322 +42+2
und damit Py o, 2.0 (1.8) = 5.312.
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Satz 7.12: (Restglieddarstellung, Interpolationsfehler)

Die Wertetabelle (xq, fo),- .., (Tn, fn) entstamme einer glatten Funktion

[, also fi = f(i).
a) Fiir (n + 1)-fach stetig differenzierbares f gilt

FrD )

flz) — P[xo,...,zn] () = m (x—20) -+ (v — 2p)
mit einem Zwischenwert £ € <min(xg, ooy T, ), max(x, ..., Ty, :c))

F ()
b) Fiir n-fach stetig differenzierbares f gilt fiz, 2. = ‘ mit

n!
einem Zwischenwert & € ( min r; , max a:z>
i=0..n 1=0..n
Beweis: a) Fiir x € {0, ..., zy} ist nichts zu zeigen. Fiir andere = betrachte

A(y) = ) = Pag,wn)(¥) — (@) (y = 20) -+ (y = 2n)

mit P
L) = Hxg,...,zn]\ T
oy = O P a)
(x —xg) -+ (x —xp)
Mit A(zg) = ... = A(zy,) = A(z) =0 gilt
A hat (mindestens) n + 2 Nullstellen
(Réuf) A/ hat dazwischen mindestens n + 1 Nullstellen
= A hat dazwischen mindestens eine Nullstelle £.

Mit 0 = A+ (€) = D (&) — ¢(z) (n + 1)! folgt
f(@) = Py, an)(®) D) .

c(x) = (x—x0) - (x—xn)  (n+1)!

b) Interpolation durch (xo, fo),. .., (n—1, fn—1) liefert nach a)

£

n!

f(x) = Pgg,.zp_(x) + (z—z0) -+ (T —2p—1)
Im Beweis von Satz 7.10 wurde

P[a:o ..... Zn] (.’E) = P[zo ..... xn,1](l') + f[a:o,...,zn} (CL’ - .’ﬁo) T (a7 - :Enfl)
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gezeigt. Aus

(f‘”) )

f(x) - P[:to,...,xn] (1’) = n!

- f[a:o,...,:zfn]> (x - CCO) T (1‘ - .%'n_l)

folgt mit x = x,, die Behauptung.

Q.E.D.
Bemerkung 7.13: Die Newton-Darstellung
P[zo ,,,,, zn](x)
f(@) = flag] T flzoe] (@ —20) + + flag,.zn) (T —T0) -+ (2 — 2p1)
FrD ()
+ m (I'—.f()) (l'—.Tn)
- A . _
mit  flag, . xn] = A ist eine Verallgemeinerung der Taylor-Entwicklung,
die sich im Grenziibergang x1,...,x, — xo ergibt.

Bemerkung 7.14: Betrachte ein Intervall [a,b] und dquidistante Stiitzstellen
T, =a-+ %(b —a),i=0,...,n. Es gibt einfache Beispiele glatter Funktionen f,
fiir die

n—oo

— P —
121[2;?2] | f(x) (20, s2n] (z) | o0

gilt! Beispiel (nach Runge): f(x) = 1/(1 + x?) auf [a,b] = [-5,5]:

n =10

Merke: Bei wachsender Zahl &#quidistanter Stiitzstellen ist keine
gleichméflige Konvergenz der Polynominterpolierenden zu erwarten.
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Bemerkung 7.15: Der Grund hierfiir ist das fiir n > 1 stark oszillierende
Verhalten von w(z) = (z — xg) - -+ (r — z,,) an den Réndern:

Auflerhalb des Stiitzstellenintervalls (min; z;, max; x;) wéchst |w(z)| schnell an!

Merke: Polynominterpolation mit dquidistanten Stiitzstellen nicht zur Ex-
trapolation weit auflerhalb des Stiitzstellenbereichs verwenden! Fiir n > 1
ist dquidistante Polynominterpolation nur im Zentrum des Stiitzstellenbe-
reiches brauchbar!

Bemerkung 7.16: (Optimale Stiitzstellenwahl)
Die Stiitzstellen x; seien wihlbar. Aufgabe: finde zu einem gegebenen Intervall
[a, b] Stiitzstellen x, ..., x,, mit denen

max |(x —xzg) -+ (x — xp)]
z€la,b]

minimal wird. Antwort: wéhle

a+b b—a (
i — _
i 5 5 cos

Dann gilt

1 /(b—a\"! 2¢ —a—b
(x_$0)"'($_$n) = 2n( 5 > Tn+1(b_a>

mit den Tschebyscheff-Polynomen

Toy) =1, Tily)=y, Ty =21, Ty =4"-3y, ...,
die fiir |y| < 1 durch!

(2i+1)7r)

XCES) € (ab), i=0,....n. (#)

Tht1(y) = cos((n+1)arccos(y)), n+1=0,1,2,...

'Es gilt, daB cos((n+1) o) fiir jedes n+1 € N als Summe von Potenzen in cos(a) geschrieben
werden kann:

cos(2a) =2 cos’(a) — 1 = Ta(cos(a)) , cos(3a) =4 cos’(a) — 3 cos(a) = T(cos(a)) , ... .

Damit liefert diese Definition wirklich ein Polynom in y. Aus dieser Darstellung folgt die
entscheidende Eigenschaft |T,4+1(y)| <1V y € [-1,1].
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mit den offensichtlichen Nullstellen

o (2i + 1) o
yi = COS<2(n+1) e (-1,1), i=0,...,n

2 —a—>b
Tn+1< b )
—a

definiert sind:

Intuitiv: die Tschebyscheff-Nullstellen (#) sind zu den Intervallenden hin dich-
ter verteilt, was die starken Randoszillationen unterdriickt. Man kann leicht
zeigen (z.B. [Oev96, Satz 8.5]), daBl dann

1 b —a TL+1
max |t —Zg| - |T—Tp| = Mmax [T —Xg| - |T— Ty = —
z€|a,b| | 0| ‘ n| T x€[a,b] ‘ 0| | n| AL ( 2 >
fiir jedes alternative Stiitzstellensystem X, ..., T, gilt.

7.1.4 Praktische Durchfiihrung der Interpolation

Bemerkung 7.17: (Berechnung dividierter Differenzen) Zur Berechnung
von Py ..1(x) fordert das Newton-Schema zunéchst die Berechnung von

fiwols -+ s Jiwo,.zn] Wit & n?/2 Multiplikationen. Das definierende Schema
j=1 j=2 .. j=n
Jo =1 J{zo]
N
f1="Jwn = | fwoa)
N N\
fo= f[;vz} - f[xl,aiz} - f[ﬂcoﬂclvm]
N N\ N
N N\ N N\
fn= f[acn} - f[xn,hazn] - - - f[a:o,...,xn}
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der dividierten Differenzen kann spaltenweise durchlaufen werden, wobei im
Jj.ten Schritt die urspriinglichen Daten f;,. .., f, mit den j.ten dividierten Dif-
ferenzen tiberschrieben werden:

(x gegeben (xq, f0),- -, (Tn, fn) *)
for j:=1to n do
for i :==n downto j do f;:= (fi — fi—1)/(xi — zi—;);

(* Ergebnis: nun gilt f; = flzg,.. 205 @ =0,...,n. %)

Bemerkung 7.18: (Auswertung des Interpolationspolynoms) Bei vorliegenden
dividierten Differenzen kann die Auswertung von

P[xo,...,mn](x) = f[mo] + f[:po,:pﬂ (‘T - IO) + e+ f[mo,...,zn] (J: - l‘o) T (l‘ - xn—l)

iiber die Horner-artige Darstellung

(- - <f[x0,...,xn} (x —zn_1) + f[xo,...,mn_ﬂ) (r—Tn_2)+.. ) (= 20) + flao)

des Polynoms fiir jedes x mit n Multiplikationen geschehen:

P = flwo,.zn) 3 fOr i:=n—1downto 0 do p:= (v — i) p+ flzg,....z:] ;
(+ Ergebnis: p = Pgo....on] (x) . %)

Bemerkung 7.19: Die dividierten Differenzen fuo1, flzg,z]s - -+ J[zo,....en] S€I-
en berechnet und in f; := [, . 4, gespeichert. Nimmt man nachtréglich ein
weiteres Wertepaar (41, fnt1) hinzu, so mufl zur Interpolation durch die er-
weiterte Stiitzstellenmenge die néchste dividierte Differenz [, . .. .,] aus den
vorliegenden Daten berechnet werden. Mit Definition 7.6 und Folgerung 7.9 gilt
die Rekursion
f _ f[xo,...,mi_l,mn+ﬂ - f[mo,“.,xi] i=1 n
[0,y Ti,Tn+1] Tnil — T; ’ PRI

mit dem Start fiz, 011 = (flonsa] = fiwo))/(Tns1 — @0) fiir i = 0. Uber-
schreibt man f,+1 nacheinander mit den Werten [, so erhélt man

das benétigte Datum mit n + 1 Multiplikationen?:

~-7xi»zn+l}7

?Selbstversténdlich kénnen alternativ zu Bemerkung 7.17 auch fiz,), fizo,e1]s - - » flzo,....en]
auf diese Weise berechnet werden:

(* gegeben (xo, fo), ..., (Tn, fn) *)

for j:=1 to n do
- P _fim i
for i:=0to j—1do f;:= ;
Tj — T4

(* Ergebnis: nun gilt f; = fla,..., e;] 5 J=0,...,n. *)
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_ fer— i

for i:=0tondo fh41:=—"7—"—;
Tn4+1 — T4

(+ Ergebnis: nun gilt f,+1 = f[xo,...,wn,an] *).

Mit weiteren n + 1 Multiplikationen ist dann wie oben Py . . . (x) aus-
zuwerten. Ein nachtrégliches Hinzufiigen einer weiteren Stiitzstelle ist damit in
der Newton-Interpolation schnell mit ~ 2n Multiplikationen durchfiihrbar.

Bemerkung 7.20: Die numerische Berechnung dividierter Differenzen
im Newton-Schema ist durch Ausloschung gefihrdet, wenn die Stiitzwerte
fo, ..., fn nur schwach variieren.

Dieses Stablitdtsproblem kann vermindert werden, in dem man die Berechnung
der dividierten Differenzen nicht explizit durchfiihrt, sondern geschickt in die
Polynomauswertung einbaut:

Bemerkung 7.21: Ist Py, . (%) nur an einer einzelnen Stelle x auszuwer- ||5.2.98
ten, so bietet sich das Neville-Schema an. Nach Hilfssatz 7.7 gilt

x—a:j

Plgj,a)(®) = Ti — T Prajir ] (@) +
i~ %)

Xy —

Ty — X
d.h., mit den Abkiirzungen t;; = P, . .1(x), 0<j <i<n:

T — I Ty — X T; — T
oo b e i = i+

Li = &y Li — &L i X

tij (tim1j = tige1) -

Diese Werte bilden das zeilenweise auszuwertende Schema

too = Jfo
!
tio  «— tin=fi
! !
tag  — ta1 <l = fo
! ! !
! ! !

— tn1 — tn2 <_‘_tnn:fn

wobei tno = Py, . ..(%) den gewiinschten Interpolationswert liefert. Speichert
man die i.te Zeile als Array (To,...,T;) mit T; = t;;, so ergibt sich mit Uber-
schreiben des Arrays die Implementierung:
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for i := 0 to n do begin
T := fi;

for j:=i—1 downto 0 do Tj:=Tj4; + ———

—— (T = Tj41) ;

xT; Zj
end;

(* Ergebnis: Ty = Py, . 2,1(T) - *)

Um einen weiteren Interpolationspunkt (2,1, fn41) hinzuzufiigen, braucht nur
die i-Schleife bis n+1 erweitert werden (zusétzliche 2n+2 Multiplikationen). Die
néchste Zeile (Tp,...,T,+1) des Neville-Schemas berechnet sich aus der schon
vorliegenden letzten Zeile (Ty, ..., T,). Damit kann die for i := 0 to n-Schleife
(die eine feste Laufgrenze n bendtigt) durch eine flexiblere while-Schleife er-
setzt werden, die i heraufzahlt und solange zusétzliche Interpolationspunkte
hinzunimmt, bis ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt ist.

Ubersicht 7.22: Vergleich der praktisch einsetzbaren Varianten zur Berech-
nung von P[IO,---7xn](x):

Lagrange-Interpolation geméfi Bemerkung 7.5:

e Berechnung der Stiitzkoeffizienten r; mit ~ n?/2 Multiplikationen (ver-
gleiche [Oev96,Aufgabe 8.1.b)]).

+ Im Spezialfall dquidistanter Stiitzstellen lassen sich die Stiitzkoeffizien-
ten in der Laufzeit O(n) berechnen. Dieser Spezialfall mit n > 1 ist fiir
die Praxis jedoch irrelevant, da bei dquidistanten Stiitzstellen die Poly-
nominterpolation héchstens auf einem kleinen Bereich “im Zentrum des
Stiitzstellenbereichs” zu akzeptablen Approximationen fiihrt.

+ Mehrfachinterpolationen sind schnell durchfiihrbar: bei vorliegenden
Stiitzkoeffizienten ist Py, . .. (%) fiir jedes x mit ~ 2n Multiplikationen
schnell auswertbar.

Newton-Interpolation:

e Berechnung der dividierten Differenzen mit ~ n?/2 Multiplikationen.
— Ausloschungsgefahr bei schwach variierenden Stiitzwerten fg, ..., fn.

+ Mehrfachinterpolationen sind schnell durchfiihrbar: bei vorliegenden di-
vidierten Differenzen ist P, . ,.1(7) fiir jedes x mit n Multiplikationen
schnell auswertbar.

+ Zusétzliche Stiitzstellen kénnen mit ~ 2n Multiplikationen schnell nach-
traglich eingefiigt werden.
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Neville-Schema:

e Berechnung von Py . 1(z) mit ~ n? Multiplikationen.

+ Da die dividierten Differenzen nicht explizit berechnet werden, wird die
Gefahr der Ausléschung vermindert.

— Mehrfachinterpolationen sind nicht schnell durchfiihrbar: fiir jeden Inter-
polationspunkt « werden ~ n? Multiplikationen benétigt.

+ Zusétzliche Stiitzstellen kénnen mit ~ 2n Multiplikationen schnell nach-

traglich eingefiigt werden.

In der Praxis nimmt man den doppelten Aufwand des Neville-Schemas zugun-
sten der héheren Stabilitédt in Kauf.
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Kapitel 8

Splines

8.1 Spline-Raume
Sei CY([a,b]) der Raum der j-fach stetig diff’baren reellen Funktionen iiber dem
Intervall [a, b] (einseitige Stetigkeit/Diff’barkeit an den Endpunkten).

Definition 8.1: (Die Spline-Réume)
Der Raum der (polynomialen) Spline-Funktionen vom Grad k € N

zu reellen Stiitzstellen g < ... < x,, ist
[[g];]) wm] = {Se Ckfl([acg,a:n]) ; Sist auf [xo, x1],. .., [Tn—1, Tn]

jeweils ein Polynom vom Grad <k } .

(%]
[0,.sTn]

Auf [z;, z;41] hat ein Spline S € S die Darstellung

S(z) = Bio+ B+ + Bz .

Die Forderung S € C*~1([zg,z,]) bedeutet, da die ersten k — 1 Ableitungen
an den Nahtstellen z1,...,z,_1 stetig ineinander iibergehen miissen.

Beispiel 8.2: Fiir £ = 1 mufl nur die Funktion selbst stetig sein:

linearer Spline:
dies ist kein linearer Spline:

133
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Satz 8.3:
(K]

Die Dimension des Funktionenraums S[xo on] istn+k.

30y

Beweis: Definiere die n (k + 1) stiickweisen Polynome

@ v fiir @ € [, 2441],
Oiq =
J 0 firx ¢ [z, xi41],

welche offensichtlich linear unabhéingige Funktionen sind. Jedes S € S[[ki on]
n—1 k
hat eine Darstellung der Form S(z Z Z Bij oij(x). Mit
=0 7=0
S(2i40) := lim S(z;+h) = Z Bija’ | S(x;—0) := lim S(x Z Biijx
h>0 h>0
liefern die k Stetigkeitsforderungen
k .
S@i+0) =S —0) = Y (By—Pirg)al =0,
j=0
k .
S(@i+0) =8 (x;—0) = > (Bi—Birg)jal =0,
j=1
k .
SED(a; +0) = SED(2; —0) = D (By—Biry)ilal T =0,
j=k—1
d.h.,
1 z; :Ef l‘? .. xf Bio — Bi—1,0 0
1 2z 327 kxf‘l Bi1 — Bi-1.1 0
2 6x; ... Kk(k—1)zF? : —| :
(k—1)! k! Bik—1— Bi—1,k—1 0
an jeder der n — 1 Nahtstellen zi,...,z,_1 einen Satz von k unabhingigen
linearen Gleichungen fiir die insgesamt n (k + 1) Koeffizienten By, ..., Bn—1-

Der Rang des gesamten Gleichungssystems ist k(n — 1), womit nach Erfiillen
der Stetigkeitsforderungen nur noch n (k+1) —k (n—1) = n+k freie Parameter
verbleiben.

Q.E.D.
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8.2 B-Splines

Ziel: algorithmische Konstruktion von Basis-Funktionen (“B-Splines”) in

Stk . Diese lassen sich rekursiv aus jeweils 2 B-Splines in Slk=1] Zu-
[x07"'7xn] [xOV‘"‘TTL]
sammensetzen:

Definition 8.4: (B-Splines)

Zu Stiitzstellen ... < x; < x;4+1 < ... definiere rekursiv

(%] _ T [k—1]
B[Iir"'vxi+k+l} (.T) - x’i+k —x; B[xiv""zi+k] (x)
L Ttk =T plke (@)

Tifhil — Titl [Tit 1, sTight]

1 fiir x € [x;,x;
mit den Treppenfunktionen Bl (z) = { (i, Tit1)

[z, 1]

0 sonst .

Typische Plots fiir k = 1,...,4: siehe Bild 8.1. Zur Notation: [k] ist der Spline-
Grad, [z;,...,Ti1k+1] deutet die Stiitzstellen an, die rekursiv in die Definition
des B-Splines eingehen. Punkt b) des néchsten Satzes besagt, dafl sie auch den
Tréger dieser Funktion angeben:
Satz 8.5: (Einige Eigenschaften der B-Splines)

Es gilt fiir alle Grade k > 1:

(%] %]
a) B[Z’i ----- Tight1] € S[---axiv---ﬂ»‘i+k+1,---]‘
k ..
b) B[[xl,...,xi+k+1](9ﬁ) = 0 fiir v & (2, Tiypq1] -
c) B[[’;7].'7~~~:$i+k+1]<m) € (0,1] fiirxz € (zj, Tivkt1) -
00 J
k k ..
D 3 Bl @ = D2 B (@) = 1 firalle @ € [og,a11).
i=—00 i=j—k
[k—1] [k—1]
e) i (k] (ac) =k B[wi,~~~,$¢+k](x) B[$i+1,~~7w¢+k+ﬂ( )
da” i il Tipk — T Tipht1 — Tit1

Beweis: b) Mit Def. 8.4 zerlegt sich B ,
[$Z1'~')$z+k+1]

iiber die Treppen Bl (z) Bl ](:1;), e BY (z), die fir = ¢

[zi, 1]V T i1, zig2 [TitksTithti]
[i, x;1k11) alle verschwinden. Der Fall x = z; folgt sofort aus Def. 8.4.

() rekursiv in eine Summe

d) Firz € [z, xj41] gilt

oo J
(%] _ k]
Z B[Ii7~--»xi+k+1]($) o Z B[»’Uw--wxz‘+k+1](x)’

i=—o00 i=j—k
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(1]
1 [z1,22,23]
B[l] B[l}
[zo,x1,22] [x2,23,24]
xo r1 T xs3 T4
1 2]
[1,22,73,24]
[2] 2]
[zo,x1,22,23] [2,23,24,25]
xo xr1 1) X3 T4 x5
1
(3]
[x1,22,23,24,25)
[3] 3]
[xo0,21,22,23,24] [x2,23,24,25,26]
Zo Ty T2 z3 T4 Ts Te
1
4]

4]
[0,21,%2,23,24,75]

Zo z1 Z2

[1,22,23,24,25,%6]

4]
[x2,23,24,25,26,27]

x3 Ty Ts Ze

Bild 8.1: B-Splines.

T
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da mit b) alle anderen Summanden verschwinden. Mit Def. 8.4 und Umsumma-
tion ¢ + 1 — ¢ des zweiten Terms folgt die Riickfithrung &k — k — 1:

ol
Z B[!L‘i,A..,IL‘iJrkJrl] (.’IJ)

1=—00
[e's)

- T — T [k—1] - Titk+1 — L [k—1]
- Z B[xiy---7$i+k]($) + Z B[a?i+1 ----- Ii+k+1}(x)

o Titk — Ti oo Titk+1l T Titl
> r—x x x [k—1] =
_ — T itk — k—1 . [k—1]
- Z <LE k— Ti + Tk — m) B[xiv---vxwk](:n) - Z B[xi,...,xi+k} ().
1=—00 (an t ot ! i=—00

Fiir die Treppen k = 0 ergibt die Summe offensichtlich 1.

c¢) Ist fiir & = 0 klar. Induktionsschritt £ —1 — k: in Def. 8.4 werden nichtnega-
tive Terme addiert, von denen hochstens einer verschwindet. Wegen d) kénnen
dabei keine Werte > 1 angenommen werden.

e) Mit Def. 8.4 folgt fiir

%] _ 4 g
A[xi,...,xi+k+ﬂ(x> - de[wi,...,xi+k+ﬂ(x)
[k—1] [k—1]
_k B[$i»-~-,fﬂi+k}(x) _ B[zi+1,-~-@z‘+k+1](x)
Titk — T4 Litk+1 — Tit1
die Rekursion
(K] _ L — Ty [k—1]
[xi,...,xi+k+1]($ o Ttk — T5 A[:cz‘,...,xi+k]( )
+ Titk+1 — L A[k—l] (a:)

Tiphyl — Tig1  (FireoTivks]

mit dem leicht zu verifizierenden Start A[l] 0.

[@4,@i41,Ti42] (:C)

a) Aus Def. 8.4 folgt induktiv, dafl B[[’;] tiei] stiickweise ein Polynom vom

Grad < k ist. Mit e) folgt die Stetigkeit der ersten k — 1 Ableitungen von
(%]
(1, i 1]

1
nen” B[ ] .
[, 1,@542]

durch Riickfithrung auf die offensichtlich stetigen “Dachfunktio-

Q.E.D.

Bemerkung 8.6: B-Splines vom Grad k sind lokalisierte Funktionen (Eigen-
schaft b): sie werden nur von k + 1 Teilintervallen getragen und gehen au-
Berhalb dieses Bereiches (k — 1)-fach stetig diff’bar in die Nullfunktion iiber
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(d.b., B

> Bi B }(x), so reduziert sich diese Summe an jeder Stelle x auf k+1

[Tjs Tttt
Terme. Fiir x € [z, zi+1] gilt speziell

| € C*=1(R)). Betrachtet man z.B. eine Linearkombination S(z) =

S = 5 B[V;l’n_%m](x) ,

j=i—k

da alle anderen B-Splines an der Stelle x verschwinden. Diese Lokalisierung hat
in Anwendungen (z.B., Interpolation) den angenehmen Effekt, dal man oft auf
diinnbesetzte Gleichungssysteme sto8t, die schnell l6sbar sind.

Die Auswertung einer Linearkombination von B-Splines kann im Prinzip durch
die rekursive Definition 8.4 geschehen, wird aber effizienter folgendermaflen
durchgefiihrt:

Satz 8.7: (de Boor-Algorithmus zur Auswertung von Splines)

Fiir x € [x;,x;41) wird der Wert einer Linearkombination von B-Splines

Sx)=Y_ 8;BY ()

[xjv"'7$j+k+1]
=ik

durch die Rekursion

forj::i—ktoidoﬂj[-o] =0
for r:=0to k—1do
for j =i downtoi—k+r+1 do

g+l (Tjth—r — T) 5][@1 + (z — ;) @m
J T

Ljtk—r — Lj

)

geliefert:  S(z) = ﬁi[k] .

Beweis: Es wird gezeigt, daB fir r =0,...,k

S = Y gk (x) (#)

= ()5 Tjtht1—r]
J=1—k+r

gilt, was fiir r = k die Behauptung beweist: S(x) = ﬁi[k} B[[g]i xi+1](x) = ﬁi[k]. Fiir

r = 0 ist (#) richtig. Mit Def. 8.4 und der Umsummierung j — j—1 des zweiten
Terms ergibt sich der Induktionsschritt von r nach r + 1:

S) = > alBLT (@)

[xj7~~:xj+k+17r
j=t—k+r
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_ i (7] L — Iy [k—r—1]
= Z 6]’ P, B[$j7-~-vzj+k—r] ()

Ljtk—r — Lj

j=i—k+r+1
i1 A
+ Z 5[1"] Tjthtlr — T plk—r—1] @
j=i—k+r T Tjpkpir — Tjgr ek

_ Z (=) B + yvir =) B0 sy

7 -

: — (z)
j=i—ktrt1 Titk—r = Tj

B : 1] plk—r—1]
- Z ﬁj B[xj,-~~vﬂfj+k-—r] (@) -
j=i—k+r+1

Q.E.D.

Bemerkung 8.8: Damit ist zur Spline-Berechnung das Dreiecksschema

r=0 Bi—k  Bi—k+1 ‘o Bi
N N

r=1 A .. gt
N N

N

r=k g

auszuwerten, in dem rechts unten der gesuchte Spline-Wert zu finden ist. Uber-
schreibt man die Koeffizienten (3; mit den neuen Werten ﬁjm und formuliert die
Rekursionsformel etwas um, so reduziert sich der de Boor-Algorithmus 8.7 zu

for r:=0to k—1do
for j:=i downto i —k+r+1 do
x

By =+ T (30— By)

Tjrk—r — Tj

(* Ergebnis: S(z) = (; fiir x € [x;, Tit1). *)

Eine Spline-Auswertung braucht damit lediglich k (k + 1) Multiplikationen.



140 KAPITEL 8. SPLINES

Die in Def. 8.4 definierten B-Splines bilden ein System unabhéngiger Spline-

Funktionen. Ziel: erzeuge hiermit eine Basis von S [f] Problem: fiir eine

07~~~7xn] :
endliche Stiitzstellenmenge xg < ... < x, lassen sich die B-Splines

(k] (k] (k]

[0,y Thg 1]’ T [X1sesThg2]” T ) T B k— 1,0
bilden. Dies sind aber nur n — k& Funktionen, wihrend die Dimension von
S[fl . m] nach Satz 8.3 n + k ist. Es fehlen noch 2k Basisfunktionen! Eine
Méglichkeit ist, die Stiitzstellenmengen willkiirlich um 2k beliebige Punkte

.%'_k<...<.7}71(<.7}0>, (xn<)$n+1<...<l‘n+k

zu erweitern und die zugehorigen n + k B-Splines auf das Intervall [z, z,] ein-
zuschrénken. Diese Willkiir ist etwas drgerlich. Man kann (im folgenden Sinne)
die speziellen Zusatzpunkte x_p = ... = x_1 = o, T = Tp41 = ... = Tpik
wéhlen. Betrachte dazu die Grenzfunktion der B-Splines, wenn alle Zusatzpunk-
te gegen

LT_ky-eos -1 —XTQ , Tp < Tp+ly. -y Ttk

streben. Dies definiert sogenannte Rand-Splines, die dadurch ausgezeichnet
sind, daf} in ihrer Definition Stiitzpunkte mehrfach auftreten:

Definition 8.9:
Zuxg < ...< x, definiere die linken

k . . k
B () == lim ... lim B ()
(205 s T0,T1 ey Tl 1— ] T p—w0—0 &1 —xo—0 [T_pyees® 1,20, Tt 1—p)
p+1

bzw. rechten Rand-Splines

(] —
B[m k- s — 1, Ty yee ey @ ](IL‘) T
n—k—1+ps-&n—1,Tn,...;&n
——
p+1
. . k
lim ... lim B (x)
Tntp—Tn+0 Tyt1—Tn+0 [xn7k71+p7“"mnfl»Zn’“-yxn+p}

mitp=1,...,k

Bemerkung 8.10: Durch den Grenziibergang verlieren die Rand-Splines et-
was Glattheit: B

[xl R der Stelle xo nur noch (k — 1 — p)-
[XERS) 5 JXRR) P

p+1

fach stetig diff’bar (dieser B-Spline ist zwar rechtsseitig glatt, geht aber am
linken Randpunkt nur noch (k — 1 — p)-fach stetig diff’bar in die Nullfunk-

tion tiber). Fiir p = k: B

[20,....0,21] ist dort nicht einmal mehr (linksseitig)
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stetig. Die Rand-Splines bleiben in ihrer Einschrinkung auf [xg,xy], spezi-
ell an den inneren Nahtstellen w1, ...,%y41—p, immer noch (k — 1)-fach stetig

diff’bar und liegen damit in S[[f(]) o m] (siehe z.B. [L.L. Schumaker: Spline func-
tions: basic theory. Chichester: Wiley 1981]). Die reduzierte Glattheit am Rand

des Intervalls [xg, x,] ist irrelevant.

Beispiel:
1 — "
fiir ¢ € [xg,x1] ,
BY ()= lm BWY (2)={ =1—0 (o,
[z0,%0,71] o1 —zo—0  [T—1,T0,T1]
0 fiir x & [xo, z1] .
(1] [1]
[z—1,%0,21] () [x0,20,21] ()
f — T T T T >
r—1 Xo T i) T

Fiir lineare, quadratische und kubische B-Splines sind die linken und rechten
Rand-Splines zusammen mit einem inneren B-Spline in Bild 8.2 dargestellt.

Bemerkung 8.11: Setzt man
L= ... =2rx0<21< ... <Tp="Tpsrl =: ... = Tptk,

so lassen sich beliebige Linearkombination von “inneren” und Rand-Splines

i
— ] :
S($) = Z ﬂ] B[93j,u-7$j+k+1}(x) , 1€ {O, e, — 1}

j=i—k
problemlos mit dem de Boor-Algorithmus 8.7 an beliebigen Stellen = €
(i, zi41) C [xo,xn] auswerten. Beachte, dafi keiner der Nenner xjij_, — x;

in der Rekursion r = 0,...,k — 1 verschwindet:
jeli—k+r+1,...0i}, j+k—refi+1,...;i+k—r}.
(K]

(20,0’ und es ist eine
yeeybn

Nach Bemerkung 8.10 liegen auch die Rand-Splines in S
Basis konstruiert:

Satz 8.12: (B-Spline-Basis von Sk )

[0,..-,Tn]

Zu den Stiitzstellen xy < ... < x, bilden mit der Setzung
T = ... =T_1:1=T0, Tp=:=Tpi] = ... =: Tpik

. . [k]
die B-Splines B[xi7-~~71'i+k+1
dimensionalen Spline-Raums S

j mit i = —k,...,n— 1 eine Basis des (n+k)-
(k]

[xOr--azn].
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1 1
(1]
(1] B[mi—l,mi,mwﬂ (1]
[0,%0,21] [Zn—1,Zn,2n]
Zo z1 te Ti—1 L5 Ti1 T Ipn—1 Tn
1 2 1
B[2] B[mi—l,mi,ri+1,ﬂ7i+2] B[Q}

[z0,20,20,21] [Zn—1,Zn,Tn,ZTn]

2 B
[z0,z0,21,22] [Zn—2,8n—1,Zn,Zn]
Lo T L2 Ti-1 Ti Titl Ti42 - In—2 Tp—-1 In
1 1
3 Bl
[-7707-770710»10’11] [3] [xn—lyxnyxn:xn:xn}
[3] [@i—2,@i—1,%4,@i41,Ti42] 13]
[*0,20,%0,21,72] [Tn—2,Tn—1,Tn,Tn,Tn]
(3] (3]
[z0,70,21,22,23] [Trn—3,2n—2,Tn—1,Tn,Tn]
Zo z1 T T3+ Ti—2Ti—1 Tj Ti4l Ti42 **° Tp-3 Tn—2 Tp-1 Tn

Bild 8.2: Innere und Rand-B-Splines.
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Beweisskizze: Es ist nur die Unabhéngigkeit aller B-Splines zu zeigen. Be-
trachte dazu eine Linearkombination S(z) = >_, 3;Bj(z), wo B; sowohl {iber
die inneren als auch iiber die Rand-Splines lduft. Zeige, daf aus S(z) = 0 folgt,
daf alle Koeffizienten (3; verschwinden. Zunéchst wird dies fiir alle k& linken

Rand-Splines gezeigt. Da B

[l’o,...,x07$1]
xo nicht verschwindet, ist der entsprechende Koeffizient wegen S(z¢) = 0 als 0

identifiziert. Da B und B

[z0,-.;0,21] [0,--.,20,21,T
ren Ableitung bei z( (rechtsseitiger Grenzwert) nicht verschwindet, folgt wegen
S’(x) = 0 durch Auswertung bei g, dal auch der Koeffizient von B[[alzl,m,xo,m,xz]
trivial sein mufl. Analog folgt durch Betrachtung der ersten k£ — 1 Ableitungen
am linken Rand, dal keiner der linken Rand-Splines an der Linearkombinati-

on beteiligt sein kann. Durch Auswertung auf dem ersten Teilintervall [z, z1],
(K]

[0,%1,. Tk 41]
schwinden des Koeffizienten dieser Basisfunktion. Geht man auf die nachsten

Intervalle tiber, so folgt nacheinander das Verschwinden der Koeflizienten aller
inneren Splines und dann auch der rechten Rand-Splines. Mit der so bewiese-
nen Unabhéngigkeit folgt, dal die angegebenen n + k B-Splines eine Basis des
1% bilden

[$07--~:$n}

der einzige B-Spline ist, der am Punkt

) die einzigen B-Splines sind, de-

welches von den inneren B-Splines nur B tragt, folgt dann das Ver-

(n + k)-dimensionalen Raums S
Q.E.D.

Zusammenfassung: Zu gegebenen Stiitzstellen zg < ... < =z, kann rekur-

siv ein Satz von Basisfunktionen (B-Splines) der (n + k)-dimensionalen Spline-
R&aume S[f] 1 definiert werden. Hiervon sind n — k “innere” Splines, die
auf jeweils % + 1 Teilintervallen getragen werden und auflerhalb dieses Bereichs
identisch verschwinden. Hinzu kommen jeweils k Splines am linken und rechten
Rand, die durch mehrfache Verwendung der Endpunkte x¢ bzw. x,, als Stiitz-

stellen entstehen.

8.3 Interpolation mit Splines

Aufgabe: zu vorgegebenen Stiitzstellen xg < ... < z, und -werten fy,..., fn
finde (fiir gegebenes k) einen Spline S € S (k] mit S(x;) = fi.

[IO7"'7IW]
Beispiel 8.13: Die lineare Spline-Interpolierende (k = 1) hat auf den Teilintervallen
z € x5, 2iv1], 1 €{0,...,n— 1}, die Darstellung

S(z) = (iv1 —x) fi + (2 — ;) fira . /\/ -

Tit+1 — T4
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Begriindung: offensichtlich ist S stiickweise linear. Mit

(Tip1 —x) fi + (v — ) fina

lim S(z)= lim =fi,
r—x;+0 ( ) r—x;+0 Tiy1 — T fl
lim S(z)= lim (@i = @) fi + (@i fi =fi,
r—x;—0 rx—x; —0 T, — Ti—1
ist S an den Nahtstellen z1,...,x,_1 stetig und erfiillt die Interpolationsbedingungen.

Die Darstellung mittels B-Splines lautet

[1]
Z fi B [wim1,2i,2i41) (SL‘) )

wobei z_y1 := xg, Tn41 = x,. Beachte hierzu, daf§ fiir die “Dachfunktionen”

[Ti—1,@i,2i41]

Interpolationsfehler: es gelte f; = f(x;) mit f € C?([zg,z,]). Da S auf den Teilinter-
vallen mit der linearen Polynominterpolierenden iibereinstimmt, folgt fiir « € [x;, z;41]
aus Satz 7.12.b) die Fehlerdarstellung

f"()
2!

fw) - 8(2) =

( — ;) (x — Tip1)

mit einem Zwischenwert & € [x;, 7;11]. Mit |z — ||z — 2i41| < (i1 — 24)?/4 folgt
h2
max [f(z) — S(z)] £ — max [f(z)]
z€[To,Tn] z€[x0,Tn]
mit b= max(z1 — Zg, ..., Tn — Tp_1)-
Laft man durch Erhohung der Stiitzstellenzahl die “Schrittweite” h — 0 kon-
vergieren, so konvergiert die lineare Spline-Interpolierende gleichmdf$ig gegen
die Funktion f. Dies demonstriert das entschieden bessere Konvergenzverhalten
der Splines im Vergleich zur Polynominterpolation.

8.3.1 Kubische Splines

Ein fiir die Praxis relevanter Fall ist die Interpolation mit kubischen Splines

S e S[[;’L an)s Wegen dlm(S[ l - }) = n + 3 sind neben den n + 1 Interpola-
tionswerten zwei zusétzliche LR&mdbedingungen vorzugeben, um die Interpolie-

rende eindeutig festzulegen. Interessant sind die folgenden Randbedingungen:

a) (“natiirliche” Randbedingungen) Neben S(zo) = fo,...,S(zn) = fn wird
S"(xg) = S"(xy) = 0 vorgeschrieben.

b) (“vollstindige” Randbedingungen) Neben S(zo) = fo,...,S(zn) = fn wer-
den Ableitungswerte S’(x¢) = f(, S'(x,) = f), am Rand vorgeschrieben.
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c) (“periodische” Randbedingungen) Neben S(zo) = fo,...,5(zn-1) = fn—1
und S(z,) = S(x0) = fo wird S'(zo) = S'(zy,) und S"(z,) = S"(xo) gefor-
dert.

d) (“not-a-knot” Randbedingungen) Neben S(zo) = fo,...,S(zn) = frn wird
die Stetigkeit von S” an den Stellen x1 und z,,_; gefordert. Dies bedeutet,
dal S auf den Doppelintervallen [z, x2] und [x,,—2, x| ein Polynom dritten
Grades darstellt, sodal 1 und z,_1 nicht mehr im Sinne eingeschréinkter
Differenzierbarkeit zu den Stiitzstellen gehoren (“not a knot”).

In allen Fillen besitzt das Problem eine eindeutige Losung. Ein Algorithmus
zur Berechnung der Spline-Daten fiir vollstindige Randbedingungen wird jetzt
vorgestellt:

Herleitung des Algorithmus: Verwende die Darstellung
S(z) = a; + bi(x—zi) + ¢ (v — ) + di(x—2;)° (8.1)
auf dem Intervall x € [x;, 2;41], ¢ € {0,...,n — 1}, also
S'(x) =bi +2¢; (v —x;) +3d; (v —x)*, S"(x) =2¢;+6d; (v — ;) .

Die zu suchenden Koeffizienten aj, ..., d; sind durch die Werte f; = S(z;) und
f!:=5(z;) an den Stellen x, ..., z, festgelegt:

3 fiv1— fi 2fi + fig

ai = fi, ¢ = R » ; .
b = f di:_sz‘-i-lg—fi f{—i‘?{H? (8.2)
h; hia
wobei
hi =xi1—x;, 1=0,...,n—1. (8.3)

Man findet diese Darstellung dadurch, dal man die 4 Gleichungen

fi=S@i+0)=a; , fix1=25@it1—0)=a;+bih;+ch?+dih},
f{:SI(CCZ‘—l-O):bi , i/+1IS/(xi_H—O):bi+2cihi+3dih%
nach den 4 Koeffizienten a;, b;, ¢; und d; auflost. Die durch (8.1),(8.2),(8.3) de-
finierte Funktion mit (noch) beliebigen Parametern f/ ist zusammen mit ihrer
ersten Ableitung an den Knoten x1,...,x,_1 stetig, denn nach Konstruktion
gilt
S(l‘i—O):S(xi-i-O):fi, S/(xi—O):S'(xi—i-O):f{.

Die noch zu erfiillende Stetigkeitsforderung

2¢i_1+6d;_1h;_1 = S”(Ii — 0) = S”(ﬁi + 0) =2¢
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fiir S” an diesen Stellen liefert nach Einsetzen von (8.2) das System

= 1 1 i1
U 2 — ) f o=
hi—1 * (hi—l * hi) fi h; ’
fiv1 = fi

h2

1

hi
von n — 1 Gleichungen (i = 1,...,n —1) fiir die n — 1 Unbekannten fi,..., f/
(die Werte f} und f}, sind im Falle vollstdndiger Randbedingungen vorgegeben).
Die Losung dieses symmetrischen positiv definiten Systems

1 1 1
2(h+id) fi
1 1 1 1
o2k d) A fa
1
ha
1 !
hn—2 n—2
1 1 1 !
s 2 (s k) " (8.5)
o — o
92
5n—2
On—1 = h:il

kann schnell in der Laufzeit O(n) durch LR- bzw. (schneller und stabiler) durch
Cholesky-Faktorisierung ermittelt werden. Zusammenfassung:
Algorithmus 8.14: (vollstédndige kubische Spline-Interpolierende)
Bestimme zu xg < ... < x, und fo,..., f, sowie f{, f}, die Spline-

Interpolierende S € S[[i’imn] mit S(zg) = fo,...,S(xn) = frn und
vollstédndigen Randbedingungen S'(xo) = f{, S'(zn) = f},.

a) Setze hy,...,hp—1 und 01,...,0,—1 geméB (8.3) und (8.4).

b) Lése (8.5) fiir f1,..., fl_;.

¢) Bilde aus diesen Daten mittels (8.2) die Werte ao, . .., dn—1.

d) Ergebnis: fiir © € [z;, z;+1] hat der gesuchte Spline die Darstel-
lung (8.1).
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Die Laufzeit der Schritte a),b),c), mit denen die Spline-Daten (a;), (b;), (¢;), (d;)
berechnet werden, ist O(n). Liegen diese Daten vor, so liefert d) fiir jedes x dann
den Interpolationswert mittels eines auf (8.1) angewandten Horner-Schemas

s:=S(z) = ((\(:li/(w—xi)—i—ci)(x—xi)—i—bi) (x —x;) + a

mit nur 3 Multiplikationen und 4 Additionen:

’h:=x-xi; s:=d;*h+c; ; s:=s*h+b;; s:=sx*xh+a;;

Vergleiche dazu den Aufwand der Newton-Interpolation: Berechnung dividierter
Differenzen O(n?), Auswertung des Interpolationspolynoms O(n).

Bemerkung 8.15: Die Eigenwerte A der Matrix A des Gleichungssystems (8.5)

sind iiber das Gerschgorin-Kriterim 6.1 durch

1 (3+i i+i ><)\< a <£+i 34_3 )
min ho hl,hl hz,... S A S mmax ho hl,hl th...

~
> 2/ max; h; < 6/ min; h;

abzuschétzen. Damit ist Konditionierung von (8.5) durch das Verhéltnis

conds(A) — mz‘ix)\ <3 Hlf.iX(ho, coeyhn—1)

min A min(hg, ..., Ap—1)
des grofiten und kleinsten Stiitzstellenabstandes bestimmt, welches in prakti-
schen Anwendungen keine extrem grofen Werte annehmen sollte (dies ist z.B.
bei dquidistanten Stiitzstellen garantiert). Die numerische Berechnung kubischer
Spline-Daten ist damit in der Regel unproblematisch.

Bemerkung 8.16: FEine Darstellung der vollstindigen kubischen Spline-
Interpolierenden mittels B-Splines ist z.B. in [Oev96, Beispiel 8.12] zu finden.

Analoge Ergebnisse ergeben sich fiir das Interpolationsproblem mit natiirlichen,

periodischen oder not-a-knot Randbedingungen (siche z.B. [Oev96]).

Zusammenfassung: Die Daten der kubischen Spline-Interpolierenden S(xg) =
fo,--.,S(xn) = fn konnen durch Losung eines einfachen (tridiagonalen) Glei-
chungssystems mit O(n) Operationen numerisch stabil berechnet werden. Die
folgende Auswertung von Interpolationspunkten S(z) ist sehr schnell.

8.3.2 Die Minimaleigenschaft kubischer Splines

Die kubischen Splines sind “physikalisch” ausgezeichnet:
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Satz 8.17: (Minimaleigenschaft der Spline-Interpolierenden)

Unter allen f € C?([xo,,]), die das Interpolationsproblem f(zo) =
fos. .., f(zn) = fn sowie die natiirlichen bzw. vollstindigen bzw. periodi-
schen Randbedingungen erfiillen, ist die kubische Spline-Interpolierende
diejenige Funktion, welche die durch

B = [ " (@) da

x0

definierte “mittlere Kriimmung” minimiert.

Beweis: Sei S die eindeutige Spline-Interpolierende, sei f eine beliebige ande-
re zweifach stetig diff’bare Funktion, welche die Interpolationsbedingungen so-
wie die entsprechenden natiirlichen/vollstéandigen/periodischen Randbedingun-
gen erfiillt. Mit & := f — S € C?([xo, x,)) gilt

T

B(f) = B(S+06) = E(S) + E(@) + 2 / " (@) (x) da
-

zo

>0
Ist gezeigt, dafl das letzte Integral verschwindet, so folgt unmittelbar die Be-
hauptung: E(f) = E(S)+ E(0) > E(S). Zweimalige partielle Integration liefert

Tn n=l iz
/ S"(x)8"(x) dow = Z/ S" ()" (z) dx
xo i—0 VY Ti
n—1

_ Z( [5”(:@5’(:3)—s’"(m)a(x)r:““*o + / () d:v) ,

—o x=x;+0 5
wobei das letzte Integral wegen S””(x) = 0 verschwindet, da die Spline-
Interpolierende auf den Teilintervallen ein Polynom maximal dritten Grades
ist. Es gilt 6(xg) = ... = d(zp,) = 0, da sowohl S als auch f die Interpolations-
bedingungen erfiillen, sodafl sich mit der Stetigkeit von S” und ¢’

n—1

/;n S" ()" (z) dw = Z [S”(a:)é’(x)]

1=0

TETikt S"(xn)(sl(wn) — S"(afo)él(l"o)

T=X;

ergibt. Bei natiirlichen Randbedingungen gilt S”(zg) = S”(z,) = 0. Bei
vollstindigen Randbedingungen gilt §'(xg) = 6’(z,,) = 0, da S und f dieselben
vorgeschriebenen Ableitungswerte an den Réndern annehmen. Im periodischen
Fall gilt S”(z,,) = S"(x0) und & (x,) = §'(z0), da die Periodizitit der ersten
Ableitung sowohl fiir S als auch fiir f angenommen wird. In allen betrachteten
Fallen verschwindet somit das obige Integral.

Q.E.D.
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Diese Argumente zeigen auch, dafl die Spline-Interpolierende durch ihre Mini-
maleigenschaft bereits eindeutig festgelegt ist. Aus E(f) = E(S) folgt némlich
notwendigerweise E(J) = f;}"(é/’(aﬁ))Qdm =0, sodaB ¢"(z) = f"(x) = §"(z) =0
gelten mufl. Damit stimmen f und S bis auf einen linearen Ausdruck iiberein,
sodaf} f selbst eine kubische Spline-Funktion sein muf. Wegen der Eindeutigkeit
der Spline-Interpolierenden folgt f = S.

Physikalische Interpretation des Satzes: Zu einer Funktion f betrachte
man das vom Graphen definierte Kurvenstiick { (z, f(z)) € R? ; z € [x0,7,] }
mit dem durch Integration gemittelten Kriimmungsquadrat

_ [ (@)
K0 = [, T

Betrachtet man die durch Aufbringen duflerer Kréfte erzwungene Deformation
eines diinnen Stabes (englisch “spline”), so nimmt dieser nach fundamentalen
physikalischen Prinzipien diejenige Form an, welche die Deformationsenergie mi-
nimiert. Diese ist entsprechenden Modellen der Elastizitdtstheorie gemafl durch
das Quadrat der Kurvenkriimmung gegeben, sodafl K (f) bis auf einen physikali-
schen Faktor die im Stab gespeicherte Energie darstellt. Wenn man an den Stel-
len xg,...,x, durch Aufbringen geeigneter Punktkrifte die Position fy,..., fs
jeweils vorschreibt (also mathematisch ein Interpolationsproblem vorgibt), so
ergibt sich die vom Stab zwischen den Stiitzstellen angenommene Kurve als
Losung des Minimierungsproblems fiir K (f).

Ersetzt man unter der Voraussetzung |f’(z)|] < 1 das physikalische Integral
K(f) durch den mathematisch einfacher zu behandelnden Ausdruck E(f), so
liefern die Standardmethoden der Variationsrechnung unmittelbar das Resultat,
da$ fiir die minimierende Funktion zwischen den Stiitzstellen f””(xz) = 0 gel-
ten muf}, d.h., dafi die Interpolierende stiickweise ein Polynom maximal dritten
Grades ist. In dieser Néherung ergibt sich damit folgende physikalische Inter-
pretation der kubischen Spline-Interpolierenden: sie beschreibt den
Verlauf eines diinnen Stabes, der an den Stellen (zg, fo),..., (zn, fn)
fixiert wurde. In der Tat wurde dies frither in der Praxis verwendet, um ei-
ne Anzahl auf dem Zeichenpapier vorgegebener Punkte durch eine Kurve zu
verbinden, indem ein diinner biegsamer Stab an diesen Stellen festgeklemmt
wurde. Da jenseits der dulersten Klemmpunkte (xg, fo) und (z,, f,) keine wei-
teren Kriifte auf den Stab wirken, weist dieser auflerhalb des Bereichs [zq, z,]
keinerlei Kriimmung auf, sodaf} speziell in den Randpunkten mit der Kriimmung
die zweite Ableitung der Kurve verschwindet. Dies entspricht den “natiirlichen”
Randbedingungen.
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8.3.3 Fehlerabschitzungen

Sei f; = f(z;) die Wertetabelle einer glatten Funktion f. Im Gegensatz zur
Polynominterpolation ergeben sich gleichmdf$ige Fehlerabschétzungen, die bei
kubischen Splines von der vierten Potenz des Stiitzstellenabstandes abhingen.
Dieses Ergebnis ist dabei fiir die unterschiedlichen Randvorgaben “natiirlich”,
“vollsténdig” etc. dhnlich und soll hier nur fiir den vollstindigen Fall genauer
formuliert werden:

Satz 8.18: (Interpolationsfehler kubischer Splines)

Sei f € C*([zo,xn]), sei S € S[i} o) die kubische Spline-Interpolierende

050005
zu xg < ... <z, mit “vollstdndigen” Randbedingungen:

S(wo) = f(wo), ., San) = f(an), S'(x0) = f'(20) , §'(n) = f'(2n) .
Mit

max (.%'z — .TUZ'_l)

h = i — Ti— = i=l.n (4)
ZI:nlaX”(:E Bet)s K lnlin (i — xi—1) éer[r;oa,};n} P

gilt fiir alle! = € [xg, T,
|S(@) = flz)| < h'w,  |S'(x)-fx)] < 2Kk,
|S"(z) = f"(x)] < 2Rk, |S"(x)— f"(z)] 2Nk .

IN

Beweis: sehr technisch, siehe z.B. [Oev96].

Damit werden die ersten Ableitungen einer Funktion durch die entsprechenden
Ableitungen der Spline-Interpolierenden fiir h — 0 gleichmdfig angenahert!

Bemerkung 8.19: Auch im Fall natiirlicher Randbedingungen ergibt sich eine
solche Abschitzung, falls die die Daten erzeugende Funktion ebenfalls
die natiirliche Randbedingung f"(zo) = f”(x,) = 0 erfiillt. Wenn nicht,
so erhilt man nur S(x) — f(x) = O(h?). Analoges gilt fiir Interpolation mit
periodischen Splines, wobei der Fehler in der Regel quadratisch ist und nur
fiir “periodische” Ausgangsfunktionen mit f(xg) = f(xn), (o) = f'(xn),
" (zo) = f"(xn,) von vierter Ordnung wird.

18" ist stiickweise konstant und an den Sprung(=Stiitz)stellen nicht definiert, sodaf fiir
die dritte Ableitung x # x; vorauszusetzen ist.
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Dementsprechend wird man sinnvollerweise nur Funktionen mit natiirli-
chen/periodischen Randbedingungen durch natiirliche/periodische Splines in-
terpolieren. In anderen Féllen wird man vollstidndige Randdaten benutzen oder
— falls die Ableitungswerte f'(xo) und f’(xy) nicht bekannt sind — zu not-a-
knot Vorgaben iibergehen. Letztere ermdglicht eine Interpolation vierter Ord-
nung, auch wenn die die Daten erzeugende Funktion unbekannt ist und keinerlei
Informationen am Rand zur Verfiigung stehen.

Bemerkung 8.20: Mit Splines, die auf den Teilintervallen durch Polynome
hoheren Grades gegeben sind, lassen sich Interpolationen erzeugen, die die Aus-
gangsfunktion bis auf entsprechend héhere Potenzen im Stiitzstellenabstand h
anndhern. Da héhere Polynome jedoch dazu tendieren, zwischen den Stiitzstel-
len stérker zu oszillieren, werden die entsprechenden Koeffizienten in den Fehler-
abschétzungen gréBer. Man begniigt sich in der Praxis daher oft mit kubischen
Splines, wobei die Stiitzstellen im Rahmen der gewiinschten Interpolationsge-
nauigkeit hinreichend dicht zu wéhlen sind.

Bemerkung 8.21: Eine Anwendung: der menschliche Kérper kann sich auf sich
stetig verdndernde Kréfte (in einem gewissen Rahmen) einstellen. Sich unstetig
verdndernde Kriéfte werden als unangenehme “Schlige” empfunden. Daher wird
der Kurvenverlauf von Achterbahnen oft mit Hilfe kubischer Splines entworfen.
Die auf den Passagier wirkenden Kriéfte sind durch die Beschleunigung (die
zweite Ableitung der Kurve) bestimmt. Diese sind bei kubischen Splines stetig!
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Kapitel 9

Quadratur (Integration)

Aufgabe: zu einem endlichen Integrationsintervall [a,a + L] finde Knoten
(Stiitzstellen) zg,...,z, und Gewichte by,...,b,, so dal die Quadratur-
formel

n a+L
Qulf] = L S b; flay) ~ / /() de
j=0 a

mit den “Daten” xg,...,Zy,b,...,b, fiir hinreichend glatte Integranden f
gute Approximationen des Integrals liefert.

Bemerkung 9.1: Bilde das Integrationsintervall x € [a, a+ L] mit x(¢) = a+cL
auf das Standardintervall ¢ € [0, 1] ab:

a+L 1
/ flx)de = L / fla+cL)dc .
a 0
Den Stiitzstellen ; € [a,a + L] ensprechen dann c¢j € [0,1] mit x; = a + ¢;L:

a a+ L r=a-+cL 0 1
l il il il l l il il il l
xﬂxl DY xn { CO 61 .« . Cn‘

Die c¢; beschreiben die “Verteilung der Stiitzstellen” unabhéngig von der
Lage a und der Linge L des Integrationsintervalls. Also: alternativ zu
g, ..., Tn, bo, ..., by suche nach cy,...,cy,bg,...,by,, sodaB

Qulf] = LY bjf(zj) = LY bjfla+clL)
=0 =

%

a+L ][1)
/ f@)de = L/ fla+cL)dec .
a 0

153
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Idee zur Bestimmung der Daten: fordere, dafl die Quadraturformel exakt ist fiir
alle Polynome bis zu moglichst hohem Grad.

Bemerkung 9.2: Der maximal erreichbare Exaktheitsgrad einer Quadratur-

formel mit n + 1 Knoten xy,...,x, ist 2n + 1, denn fiir das Polynom
Popya(z) = (¢ —z0)? - (z —2,)?
a+L

vom Grad 2n + 2 gilt Qp[Pany2] =0 # / Py o(x) dx > 0. Der Exaktheits-
grad 2n + 1 ist durch geschickte Knotenwahl erreichbar (GauB-Quadratur).

Bemerkung 9.3: Fiir die Monome f;(x) = (x — a)" gilt

at+L ; T=a+tc 1 ; Li—H
/ (x —a) dx (r=atel) / (L) lde = - ,
a 0 141

Qulfi] = LD bj(; L) = L™ "bcl .
j=0

J=0

Die Quadraturformel ist damit genau dann exakt fiir alle Polynome vom Grad
< g, wenn die Daten cg, ..., Cn,bo, ..., b, das Gleichungssystem

~ 1

E bicdh = —— ;=0,...

. jcj Z+1, ? 07 7q
7=0

I6sen.

9.1 Newton-Cotes-Formeln

Die Stiitzstellen zo,...,z, bzw. cp,...,c, (mit z; = a + ¢;h) sind paarweise
verschieden vorgegeben. Aufgabe: finde by, ..., by,.
Satz 9.4: (Newton-Cotes-Quadratur)

Wiéhle

1 a+L r=a-rcC 1
bj = L/ Lj(x)dx (w=atel) /0 Li(c)dc, j=0,....n

mit den Lagrange-Polynomen

o (x=a+cL) 5 L
Lj(x) = H = Li(c) = H ) .

Tj — Tk (zi=a+c; L)

ki
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Dann ist die Newton-Cotes-Formel
NCu[f] == L Y b f(z;) = L Y b;fla+c;h)
=0 §=0

zu den Knoten xq,...,x, fiir alle Polynome P bis zum Grad n exakt:

NC,[P] = /aJrL P(z)dz.

Beweis: Nach Satz 7.4 gilt P(z Z P(x;) Lj(x) fir Polynome P vom Grad

< n, denn P ist seine eigene Polynomlnterpoherende Es folgt

a+L n a+L
/ P(z)dz = Y  P(x) / Lj(z)dx = NC,[P] .
¢ =0 N

Lb,
Q.E.D.

Bemerkung 9.5: Die so gewédhlten Gewichte b; hidngen damit nicht vom In-
tervall [a,a + L] ab, sondern nur von der Knotenverteilung co, ..., cp.

Beispiel 9.6: Betrachte dquidistante Stiitzstellen ¢; = j/n, j = 0,...,n. Mit den

Gewichten
1 n
o [ [
! 0 gCJ*Ck 0 %o ]*k

k#j k#j

erhilt man die einfachen Newton-Cotes-Formeln zum Interpolationsgrad n:

n =1 (Trapezformel):
a+L L
/ faydz = 5 (fa) + fla+ L)) + Fehler[f]

n =2 (Simpsonformel):

a+L L
/a flz)de = o (f(a)+4f(a+%)+f(a+L)) + Fehlers[f] .
)

n =3 (Newton’s 3/8-Regel):

8
n =4 (Milne-Formel):

a+L L
[ f@de =% (f@)+3f(a+ §) +3f(a+ %) + fla+ L)) + Feblera f].

a+L L
/ fl@yds = o (7f(a)+32f(a+§)+12f(a+§)

+32 f(a+ 3£) + 7f(a+L)) + Fehlery [f] .
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n
Interpretation 9.7: Sei P,(x) = Z f(z;) Lj(x) das Interpolationspolynom
j=0

zur Wertetabelle (zg, f(x0)), ..., (xnjf(xn)) Es folgt

n

a+L n a+L
/ Pawydr = 3 f(zy) / Liw)de = LS b f(zj) = NCulf] |
a j=0 a

j=0

also ’ Quadraturformel = exaktes Integral tiber das Interpolationspolynom‘ .

Mit
a+L
Quadraturfehler = / ( flx) — Pn(:rr)> dz

liefert Satz 7.12.a) Fehlerabschétzungen:

Satz 9.8: (Fehler der Newton-Cotes-Quadratur)
Sei NC,,[f] die Newton-Cotes-Formel aus Satz 9.4 zu den Stiitzstellen z; =
a+c¢;L € [a,a+ L] mit der Verteilung ¢y < ... < ¢, in [0, 1]. Fiir (n + 1)-
fach stetige Integranden gilt

a+L
[ rwa - NCn[f]‘ < 4L max |f0 (o)
a z€la,a+L]

mit

1 1
dn = (n—i—l)'/o |C—CO|"'|C—Cn|dC.

Fiir gerades n und (n + 2)-fach stetige Integranden gilt sogar

a+L
[ - NCn[f]‘ < e L™ max | fH())
: velaat]

1 1
én ::m /0 lc—3|le—co| -+ |e—enldc,

falls die Stiitzstellen symmetrisch im Intervall liegen:

Tpi=2a+L—x;, dh, cp;=1—¢, i=0,...,n.
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Beweis: Nach Satz 7.12.a) gilt fiir das Interpolationspolynom P,(z) durch
(:EO’ f($0))a SERE) (xnv f(wn))

(n+1)
flx) = Py(z) = w(m—xo)---(:n—xn) mit £ € [a,a + L]

(n+1)!
a+L a+L p(n+1)
/ f(a:)da;—NCn[f]‘ _ / M(x_xn)...(x_xn) do

1/C”+L| —ap] e~z dz TR
(1t Jo T eqaaty

—

W _ (n+1)
cle—enlde ((_max "))

[a,a+L]

mit der Substitution z = a + cL in (x). Fiir gerades n nehme einen beliebigen
weiteren Punkt z,4+1 = a + ¢py1L € [a,a + L] mit z,41 & {zo,...,2,} hin-
zu. Mit dem Interpolationspolynom P, 1 durch (zg, f(z0)), ..., (@nt1, f(Xnt1))
folgt wie oben mit n +— n + 1:

a+L a+L
f()ds — / Poi(z)ds| <
Ln+3
2 / lc — e —enl|e = enyil de (561&1214” ‘f(n+2)(§)‘) )

Es wird gezeigt, dafl bei symmetrischen Stiitzstellen

a+L a+L
/ Pyor(2)ds = / Po(@)de = NC,[f]

gilt. Aus Satz 7.10 folgt Pni1(7) = Pu(®) + flag,...zpia) (T — @0) -+ (7 — 20)
dh.,

a+L
/ Prna(@)dr = NCo[f] + fnnoni / (x—20) (& — ) di

Fiir eine symmetrische Verteilung x,_; = 2a + L — z; folgt mit z = 2a + L — &:

a+L
I = / (x — o) (x — xp) dz

_ _/a (2a+L—€—0)- - (2a+L—¢— ) de

+L

a+L
=/ (£ — ) (w0 — €)dE = (—1)"' T
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Fiir gerades n folgt I = 0, also

a+L

f(@)de — NCu[f] ] <

3 (n+2)
2 [eallemelle-amlae (o, 1742@)

mit beliebigem c¢,41, z.B. ¢pp1 = 1/2 (aus Stetigkeitsgriinden darf nun ¢,11
auch mit einem der ¢y, ..., ¢, iibereinstimmen).

Q.E.D.

Bemerkung 9.9: Fiir dquidistante Stiitzstellen ¢; = j/n kann man (mit we-
sentlich gréferem Aufwand) sogar zeigen, daf3

a+L d* n+2 (n+1) d
/+ f(x)dr — NC,[f] = { n LS (¢€) , n ungerade

eX L3 f(nt2)(¢) | n gerade

mit den (positiven) Konstanten

1 1
s = — m /Oc(c—i)(c—i)---(c—l)dc, n ungerade

1 1
e = — CFSIl /Oc(ci)(ci)---(c;)2--o(cl)dc, n gerade

und geeigneten Zwischenwerten § € (a,a + L) gilt (keine Betragszeichen!).
Bemerkung 9.10: Der Exaktheitsgrad von NC,, bei dquidistanten (allgemei-

ner: bei symmetrischen) Knoten ist damit fiir gerades n nicht nur n, sondern
sogar n + 1.

Bemerkung 9.11: Der Interpolationsgrad n liefert einerseits den polynomia-
len Exaktheitsgrad n bzw. n + 1 fiir ungerades bzw. gerades n. Andererseits
beschreibt er die Abhéngigkeit des Fehlers von der Intervalllinge (“Ordnung”):

a+L O(L™2%) | n ungerade,
| @ - Nelf) -

O(L"3) | n gerade.

Die héheren Formeln sind damit i.a. fiir kleine Intervalle die genaueren.
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Um bei grofien Intervallen [a, b] bzw. stark variierendem Integranden hohe Ge-
nauigkeiten erreichen zu konnen, sollte man wegen Bemerkung 7.14 bei den
dquidistanten Newton-Cotes-Formeln nicht einfach den Interpolationsgrad n be-
liebig erhchen. Stattdessen wendet man die einfachen Newton-Cotes-Formeln
nicht auf das gesamte Intervall an, sondern zerlegt [a, b] dquidistant in N Grup-
pen von je n Punkten

b—a
€ a+ Jgh, s 4y , ) nN

Das Gesamtintegral

/abf(x) dr = /x:nf(x) dr + /:nf(x) dv + - + [N" f(a) de

(N=-1)n

ergibt sich dann mit z(;41), = %in + L, L = nh, als die Summe der Approxima-
tionen

in

T(it1)n n
/ f(z)dx = nh ijf(mmﬂ-), i=0,1,...,N -1

auf den Teilintervallen. Die Fehler der einfachen Newton-Cotes-Formeln addie-
ren sich auf, und es ergeben sich die

Aufsummierten Newton-Cotes-Formeln 9.12:

N—-1 n

b
NCN,n[f] = nh ZZ()) f(.%m_;.j) = / f(l’) dr + FN,n[.ﬂ

i=0 j=0

zum Interpolationsgrad n mit N Teilintervallen und den dquidistanten Stiitz-

stellen
b—a

Tint+; = a + (in—i—j)h, h = N

Ihr Quadraturfehler ist mit Bemerkung 9.9

N-1
[Enalfll < 3 diL™? | max [f0U(G))

i=0 e[xin»x(i+1)n]

< dyn™™ (b—a) A" max | "D (¢)]
£€(a,b]

fiir ungerades n bzw.

[Fralfll < en'™ (b —a) i max |F02)(6)

fiir gerades n. Hierbei ist der Abstand benachbarter Stiitzstellen h = l;_—]\‘; bei
festem Interpolationsgrad n durch Wahl von N beliebig klein zu machen.
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Speziell ergibt sich fiir n = 1 die Trapezregel

b h N-1
[t s = 3 (f(a) + 2% ) + f(b)> + Fyalf]

=1

b— h—
Ry max |fPQ], wi=atih, b= -

F <
[Enalfll = == b7 e N

fir n = 2 die Simpson-Regel

b h N-1 N-1
/ f(x) dz = 3 (f(a) + 2 Zf($2i> + 4 F@ai1) + f(b))
‘ i=1 i=0
+ Fnalf]
b— b_
| Fnalf]] < Toah“ i | fAl, zi=a+ih, h = 2Na,

fir n = 4 die Milne-Regel

/abf(x) dr = % (7{f(a)+f(b)} + 14 Zf(ui)

N
+ 32 Z{ Zgiv1) + f(2ai43) } + 12 ; f(374z‘+2)> + Fnalf]

2(b—a) 4 o .
| Fyalf]] < YT h [nax IAGIE ; v

und fiir n = 6 die Weddle-Regel

/abf(ﬂU) dr = 1’;0 (41{f( )+ £(b) } 18 fo&
+ 216 Z{ Tei+1) + f(T6its) } + 27 Z:l{ f(zivo +f($61+4)}

+ 272 Z f($6i+3)> + Fnglf]
i=0

| Fnolfl] <

3(b—a) s (8) . b—a
i = h, h = )
5300 e 2O, mi=a+ti N
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Beispiel 9.13: Der Effekt der unterschiedlichen Fehlerordnungen der Newton-Cotes-
Formeln soll fiir das einfache Beispiel fol e=°/2 dx demonstriert werden. Mit

fla) = e fO) = @ =1 fa), D) = 362 +a") f(z) etc,
folgt wegen der Monotonie der Ableitungen

max [P = [fP0)] = 1, max [fH () = [fP(0) = 3,

£€l0,1] £€10,1]

(6) _ (6) — (8) _ (8) _
max OO = OO = 15, max [F9©] = D0 = 105.

Zum Erreichen einer garantierten Genauigkeit von e = 1071 wird mit den angegebenen
Fehlerformeln ein Stiitzstellenabstand

12¢ 1
h < N — =1,Tr
= \/(b— a) max | f@)] ssseTol. (= L Trapez)

Lo 4 180 ¢ 1
- (b—a) max|f@] "~ 113.62...

2

(n = 2, Simpson)

945 ¢ 1
n< 6 ~ — 4, Mil
= \/2 (b— a) max|fO| 10.59... (n =4, Milne)
2800 1
h< 8 ~ — ddl
- \/3 (b—a) max |f®)| 4.22... (n = 6, Weddle)

benotigt, d.h., man braucht 28 868 bzw. 115 bzw. 13 bzw. 7 dquidistante Stiitzstellen
(die Anzahl ist von der Form nN 4+ 1, N € N). Da in diesem Beispiel die Ableitungsma-
xima des Integranden nur langsam wachsen, ergibt sich ein dramatischer Unterschied
im benoétigten Rechenaufwand.

Bemerkung 9.14: Die zusammengesetzte Trapezregel ist trotz ihrer niedri-
gen Ordnung n = 1 fiir periodische Integranden ideal, wenn iiber eine Periode
integriert wird (vergleich z.B. [Oev96, Kapitel 9.2]).

Bemerkung 9.15: Fiir n > 1 sind die Newton-Cotes-Formeln numerisch
instabil und praktisch unbrauchbar. Dies liegt daran, daB fiir n > 8 negative
Gewichte b; auftauchen und fiir die meisten Gewichte |b;| > 1 gilt, wodurch es
zu starker Ausloschung kommt'. In der Praxis beschrinkt man sich aufn < 6
und wéhlt N in den aufsummierten NC-Formeln 9.12 hinreichend grof}, um
héhere Genauigkeiten zu erreichen.

'"Wegen >_;b; =1 folgt b; € (0,1), wenn alle Gewichte positiv sind. Die Positivitét der
Gewichte ist ein wesentliches Kriterium fiir die Stabilitdt einer Quadratur-Formel. Bei der
Newton-Cotes-Formel mit n = 100 gilt z.B. bso =~ —1.2 X 1024,b51 ~ 1.2 x 10**. Durch
Ausloschung wird bei 16-stelliger Rechnung das Quadraturergebnis ein nur durch Rundung
erzeugtes Phantasieresultat.
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Zusammenfassung: In den Quadraturformeln nach Newton-Cotes werden bei
n + 1 vorgegebenen Stiitzstellen die Gewichte als die Integrale der zugeordne-
ten Lagrange-Polynome gewéhlt, sodal alle Polynome bis zum Grad n exakt
integriert werden. Bei geradem n erhoht sich die Fehlerordnung, da die Formel
auch noch fiir Polynome vom Grad n + 1 exakt ist. Ein allgemeiner Integrand
wird stiickweise durch ein Interpolationspolynom niedrigen Grades angenéhert,
der Integralwert wird numerisch als das Integral iiber das Polynom berech-
net. Abhéngig vom Interpolationsgrad n ergeben sich Quadraturformeln, deren
Fehler durch die hoheren Ableitungen des Integranden bestimmt werden. Bei
dquidistanten Stiitzstellen mit Abstand h ist der Fehler proportional zu h"+!
bzw. h"*2 fiir ungerades bzw. gerades n.

9.2 Gauf3-Quadratur

Idee: die Knoten z; (bzw. ihre Verteilung c¢;) sind nicht vorgegeben, sondern
sollen “optimal” gewihlt werden. Schreibtechnisch ist es hier schéner, n Kno-
ten/Gewichte ¢, ..., ¢, /b1, ..., by (statt co,...,cn/bo, ..., by) zu betrachten. In
der GauB-Quadratur werden die Knoten so konstruiert, dafl sich der nach Be-
merkung 9.2 maximale Exaktheitsgrad 2n — 1 fiir n Knoten ergibt. Die entspre-
chende Quadraturformel

n n a+L
Galf] = LY b f(zy) = L 3 b flatesl) ~ / () dz
j=1 j=1 @
heifit Gauf3-Formel der Knotenzahl n.

Fakten:

+ das die Daten bestimmende Gleichungssystem in Bemerkung 9.3 mit
q = 2n — 1 hat eine bis auf Permutation eindeutige reelle Losung,

+ esgilter,...,c, €(0,1),dh., z; =a+¢L € (a,a+ L),

+ es gilt b; > 0 (wichtig fiir numerische Stabilitét),

— fiir n > 5 haben die Daten ci,..., ¢y, b1,. .., b, keine geschlossene Dar-
stellung,
4+ man kann ¢y, ..., b, aber numerisch schnell und stabil berechnen.

Zugang iiber Orthogonalpolynome:

Definition 9.16:
f.g:[a,a+ L] — R seien (quadratisch) integrierbar.

a+L
a) < f,g> = / f(x) g(x) dz heilt Skalarprodukt,
b) f orthogonal g bedeutet < f,g>>=0.
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Definition und Satz 9.17: Definiere rekursiv

< 7k P>
Pi(x) =z + Pi(x), k=1,2,...
() Z<<P],P>> (@)

mit dem Start Py(x) = 1.

a) Es gilt < P,,, P > =0 fiir alle Polynome P vom Grad < n.

b) P, hat genau n einfache Nullstellen x; = a+ ¢;L € (a,a+ L), j =
1,...,n. Achtung: z;,c; hidngen von n ab!

c) Wéhlt man b; = fo L* ) dc mit den Lagrange-Polynomen

n
. B c—cp o
Lj(c)_ ch_ck7 ]—1,...,71,
k=1
k#j
so sind c1,...,Cn,b1,...,b, die Daten der GauB-Formel G,[f]. Es

gilt bj > 0.

Beweis: a) Induktion nach n mit der Induktionsbehauptung
L P, Pp>»>=0 Vkje{0,....,n}, k#j.

Schritt n — n+1:  zu zeigen ist nur < Py, P >=0Vj =0,...,n

n
<zt P>
<L Py, P> = <ot - -2 P, P >
n+1,175 kzzo < lepk > ks Lj
n
< 2" P>
= <" P> - - " L P, P>
T ; L P, P, > J,j_z
=0 0 fiir k+£j
= <" P> - <" P> =0.
Jedes P vom Grad < n ldft sich als P(x Z a;j Pj(x) schreiben, es folgt
n—1
< P, P> = Zaj < P,Pi> =0.
§=0
b) Seien z1,...,z; die paarweise verschiedenen reellen Nullstellen von P, in

(a,a + L) mit Vielfachheiten ni, ..., n;. Betrachte

1 fiir ungerades n;

0 fiir gerades n;

Px)=(x—x)™ ...(x — ;)™ mit mi:{
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mit denselben Vorzeichenwechseln wie P, auf (a,a + L). Damit folgt
K P, P>#0. Falls j < n gilt, so ist grad(P) = mi +---+m; < n, und
mit a) folgt der Widerspruch < P,,, P > = 0.

c) Mit den gewihlten b; gilt nach Satz 9.4 (mit n — n —1), daBl G,,[f] bis zum
Polynomgrad n — 1 exakt ist. Fiir jedes Polynom P vom Grad < 2n — 1 existiert
eine Zerlegung

P(z) = a(z)P,(z) + B(z)

mit Polynomen «a(x), 5(z) vom Grad < n — 1 (Polynomdivision mit Rest):

a+L
/ P(x)dx — G,[P]

_ /aa+L a(z) Py(z) d:nl+/aa+L B(x)dr — L Jz: b (04(%') ﬂg}+ﬁ(mj))

= <a,Py>=0
a+L
= / Blx)dr — GplB] = 0,

da die Quadratur bis zum Grad n — 1 exakt ist. Damit ist G, auch bis zum
Grad 2n — 1 exakt. Es gilt b; = fol L3(c) de, aber auch

R —
Okj

n 1
b = be (L (ck))* = (Li(c))*de > 0,
' ; k k /[)

da mit grad((L}‘)Q) = 2n — 2 die Quadratur auf dem Standardintervall [0, 1]
exakt ist.

QED.

Bezeichnung 9.18: Die Orthogonalpolynome P, heiflen “Legendre-
Polynome” iiber dem Intervall [a,a + L]. Sie haben die kompakte Darstellung

boar
P,(z) = % s (x —a)"(z — (a+ L))" (Rodriguez-Formel) .
Die Literatur benutzt das Standardintervall [—1,1], also a = —1,L = 2. Sei
P*(c) das n.te Legendre-Polynom iiber unserem Standardintervall [0,1]. Aus
der Rodriguez-Darstellung folgt unmittelbar P, (a + cL) = L™ P}(c).

Gauf3-Daten 9.19: Man berechnet:

n=1: Pic)=c—1%1, aa=3%, bh=1.

=1 1 by = 1
=2 J 2
n=2: Pz*(c):chch%, 1 21/5 b - 1

=3tz 023
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_1_1 /3 _ 5
C1=35—3 g,bl—ﬁ»
n=3: Pj(c)=(c—3)(@—c+1p), =73, by =73,
_ 1,1 /3 _ 5
a=gt34\5, b3=1g
c=3-1V154+230, b =1-30
. =1 —115-230, by=140
n =
c3=4%+5V15-2+30, by=by,
ca=5+32V15+2V30, by=0b;.
_1_1 10 _ 161 _ 13 /70
01—5_6\/5"‘2\/77 b1 =900 — "800 -
_1_1 10 _ 161 | 13 V70
2=3-5\/5" 27, b2=50 T 1m0 >
n=5: c3=73 . bs = 935 -
ca=5+514/5-2\/F, ba=by,
652%—{—%“5%—2\/%, bs = by .
Fiir n > 5 miissen die Legendre-Nullstellen ¢y, ..., ¢, numerisch berechnet wer-
den. Die Gewichte by, ..., b, folgen dann als Lésung der ersten n linearen Glei-

chungen
. 1
k-1 _ —
E bjcj = 7 k=1,...,n
7j=1

aus Bemerkung 9.3.

Bemerkung 9.20: Seim =a+ % die Intervallmitte. Die Legendre-Polynome
iiber [a,a + L] erfiillen die Rekursionen (z.B. [Abramowitz, Stegun: Handbook
of Math. Functions, Dover 1982))

L?  n?
Popi(x) = (z—m)Pa(z) — A An2 —1 Pya(z)
L?> n?
Pia(e) = (@—m)P(z) — T a1 n1(z) + Pu(z) .

Mit Py(z) = 1, Pj(z) = 0, Pi(z) =  —m, P/(z) = 1 kénnen so P, und P},
rekursiv an jeder Stelle numerisch stabil ausgewertet werden. Die Nullstellensu-
che iiber das Newton-Verfahren ist damit problemlos. Gute Startwerte fiir die
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Nullstellen (a <) z1 < ... <z (< a+ L) von P, sind durch

:E(.O) =m — % [ cos(njfl) + cos((2j2_nl)7r>] , J=1....n

gegeben.

Satz 9.21: (Fehler der Gauss-Quadratur)
Fiir 2n-fach stetig differenzierbare Integranden gilt

<P, P>

ol (3

a+L
/ f(x)de — Gulf] =

mit einem Zwischenwert ¢ € (a,a + L) und

1 |)4
P’n, P’n, — L2n+1 / P* 2d — L2n+1 (n

Beweis: Wihle zu den Nullstellen 1, ..., z, von P, andere n Knoten y1, ..., yy
hinzu. Es sei P»,_1 das interpolierende Polynom durch z1,...,y,, so dafl nach
Satz 7.12.a)

f(2n) n

f(x) — Poya(z) =

n
Hl’—$j Hx—yj

mit einem Zwischenwert &(x) folgt. Das Polynom P,,_; wird durch G,, ex-
akt integriert und liefert wegen der Interpolation an den Knoten x; den Wert
Gn|Pon—1] = Gp[f]. Fiir den Quadraturfehler folgt die Darstellung

n

a+L 1 (H_L n
/a f(x) dx — Gylf] = (%),/ H—x ]H:c—zm dx

=1

Wegen der stetigen Abhéngigkeit des Integranden von yi,...,¥y, kann nun
y; = xj gewdhlt werden. Die Funktion f (2n) (&(x)) ist stetig in z, die restlichen
Faktoren bilden wegen [];(z — z;) = P,(z) die Funktion (P,(x))? ohne Vor-
zeichenwechsel. Damit kann f(2") iiber den Mittelwertsatz der Integralrechnung
mit einem geeigneten Zwischenwert £ aus dem Integral herausgezogen werden,
welches dadurch zu < P, P,, > wird. Die angegebenen Werte von fol (P*(c))*dc
sind in der Literatur wohlbekannt.

Q.E.D.

Bemerkung 9.22: Die Ordnung (Abhéngigkeit des Fehlers von der Inter-
valllinge L) ist bei der GauB-Quadratur G, etwa doppelt so gro wie bei
der entsprechenden Newton-Cotes-Formel NC,,_1, welche dieselbe Anzahl n von
Funktionsauswertungen bendtigt.
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Fiir grofile Integrationsintervalle [a,b] bzw. fiir stark variierende Integranden
(d.h., |f@™| wichst schnell mit n), kann man durch Intervallzerlegung hohe
Genauigkeiten erreichen:

Bemerkung 9.23: Teilt man ein Integrationsintervall [a, b] mittels
b—a
N

in N Intervalle [a, X1], ..., [Xi, Xit1],. .., [XN-1,b] der Linge L auf und wendet
G, auf jedes Teilintervall an, so ergeben sich die zusammengesetzten Gauf3-
Legendre-Formeln

X; =a+il, i=0,....N—1, L =

b N—-1 n
[ f@de = LY S0 fX b ei) + Bl
a i=1 j=1
mit den Daten c1,...,cy,b1,...,b, von G,. Fiir den Quadraturfehler gilt nach
Satz 9.21
L2n+1 (n|)4 N-1

Fyalf] = (e i € (X, X

also
(b—a) L*>" (n!)* (2n) b—a
F < n L =
‘ N,n[f” = ((277,)')2 (2n+1)| ggﬁi]’f (é-)‘ ) N

Bei festem n kann der Fehler durch Wahl von hinreichend gro,em N beliebig
klein gemacht werden.

9.3 Adaptive Quadratur

Es ist wiinschenswert, die Quadratur so zu implementieren, dafl Fehler-
abschitzung automatisch vom Algorithmus vorgenommen werden und bei
Bedarf hinreichend viele Stiitzpunkte gew#hlt werden. So ein Mechanismus
sollte aus Effizienzgriinden lokal (“adaptiv”) arbeiten: in Bereichen, wo der
Integrand kritisch ist (starke Variationen), werden kleine Stiitzstellenabsténde
bendtigt, in “harmlosen” Bereichen braucht man nur wenige Stiitzstellen.
Automatische Fehlerschéitzer konnen i.a. nicht mathematisch exakt arbeiten,
sie basieren auf Heuristik, d.h., auf plausiblen Annahmen, die fiir grofle Klassen
von —in der Praxis auftretenden— Integranden erfiillt sind.

Sei ,
Igz/ f(z)dx
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eine (grobe) Schitzung der Groflenordnung des zu berechnenden Integrals, sei

o+ L

Q(xo,z0+ L) :== L Z bi f(xo+c¢ L) ~ / f(z)dx
i=1 T

0

eine beliebige Quadraturformel mit n Knoten c¢i,...,c, und Gewichten
b1,...,by,. Sei tau die relative Maschinengenauigkeit der verwendeten Arithme-
tik. Mit folgender rekursiver Prozedur adaptiveQuadratur erhilt man einen
einfachen, aber wirkungsvollen adaptiven Mechanismus, der auf die nicht-
adaptive Quadraturformel @) aufbaut.

Algorithmus 9.24:

adaptiveQuadratur:=prozedur(«, )
lokaleVariablen: Q1,Q2,v;
vi=(a+f)/2; QL= Q(a, B); Q2:= Q(a,7)+Q(v,B);
if | Q1—Q2 | < tauxIg
then RETURN(Q2)

else RETURN( adaptiveQuadratur(a,7y)
+adaptiveQuadratur(vy,3) )

end;

Der Aufruf adaptiveQuadratur(a,b) liefert eine numerische Approximation
des gesuchten Integrals, fiir die i.a.

b
/ f(z) dr — adaptiveQuadratur(a,b)| =~ taux*Ig
a

gilt, d.h., der relative Quadraturfehler liegt in der GroBenordnung der Maschi-
nengenauigkeit tau.

Erklarung: Durch die rekursive Halbierung des Integrationsintervalls [a, b] wird
die Quadraturformel @) auf Teilintervalle [a;, 3;] angewendet, es gilt

b
adaptiveQuadratur(a,b) = E Q(ay, B5) (z/ f(x)dac) : (#)
j a

Sei [a, O] eines dieser Teilintervalle. In adaptiveQuadratur(c, ) wird das Er-
gebnis der Quadraturformel @ auf [«, 5] mit der Summe der Quadraturen iiber
die linke und rechte Intervallhilfte [a,~] und [, 3] verglichen. Unterscheiden
sich diese Werte um weniger als tauxlg, so macht es keinen Unterschied, ob
Q(a, B) in (#) durch Q(a,vy) + Q(, ) ersetzt wird: durch Rundung mit der

Maschinengenauigkeit tau wiirde sich in beiden Féllen in der gesamten Summe
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derselbe Wert ergeben (vorausgesetzt, diese Summe liegt in der Tat in der
GroBenordnung von Ig). Damit braucht dieses Intervall [, 5] nicht mehr zur
Verkleinerung des lokalen Quadraturfehlers halbiert zu werden.

Bemerkung 9.25: Sei () eine Quadratur der Ordnung p, d.h., es gelte eine
Abschétzung der Form

[ 1w ae 9] < (35— o cons ()

mit einer vom Integrationsintervall unabhingigen Konstanten® const. Dann
folgt mit v = (o + 3)/2:

‘Ql - QQ‘ - ‘Q(avﬁ) - Q(a77> - Q(FYHB)‘

:‘Q(a,ﬂ)—/jf(a:)d:c—i—/’yf(x)dx—Q(a,'y)+/jf($)d%‘—Q(%ﬁ)‘

< <([3 —a)? + (s ;pa)p + (8 ;pa)p> const = (1 + 2])1_1> (6 — )P const.

Wurde das Intervall o, (] durch N Halbierungsschritte von |a, b] erzeugt, so gilt
mit B —a = (b—a)/2V:

1 1
’Ql — Q2| S 27 (1 + 2])—1) (b - (I)p COTLSt, (**)

P
wo (b — a)P const als Quadraturfehler von () iiber dem Gesamtintervall [a,b] zu
interpretieren ist. Jeder Halbierungsschritt verkleinert |Q1—Q2| damit um einen
Faktor 1/2P. Quadraturformeln hoher Ordnung (z.B., NC,, mit p = n+2 oder G,
mit p = 2n+1, n grof) erreichen das Abbruchkriterium |Q1—Q2| < tauxlg damit
schneller als Quadraturformeln niedrigerer Ordnung (wobei der Aufwand zur
Berechnung der Quadratursummen Q(«, ) natiirlich mit der Ordnung steigt).

2Fiir die Newton-Cotes-Formeln als auch fiir die GauB-Quadratur gilt in der Tat nach den
Satzen 9.8 bzw. 9.21

/ " @) de - NCo(a, 5)! < (B- )™ dy max [f"D ()]

z€[a,b]

. (8- )"+ (n)’ o
[ @t Gutond)| < (i e 1147

fiir jedes Teilintervall [a, 8] C [a, b].
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Bemerkung 9.26: Im fall unglatter (z.B. unstetiger, aber beschrinkter) Inte-
granden f gilt (x) wegen

Q(e,8)=(B—a) Y b fla+ci(B—a))

=1

immer noch mit p = 1:

+1Q(, B)]

/j f(z)dx

(1 +Z|b !) max |f(2)]

Mit (xx), p = 1, wird das Abbruchkmterlum |Q1—Q2| <tauxlg immer noch
mit Sicherheit nach endlich vielen Halbierungsschritten erreicht, falls nicht ge-
rade Is = 0 gilt. Der Algorithmus adaptiveQuadratur terminiert stets!
Allerdings werden viele Zerlegungsschritte benétigt, sodafi die Quadratur re-
chenaufwendig wird.

x)dm—Q(a,ﬁ)‘ <

Bemerkung 9.27: Durch den rekursiven Aufbau werden zunéchst von kleinen
Intervallen stammende kleine Quadratursummen zusammengefaft, bevor diese
zu anderen Quadratursummen addiert werden. Dieser “baumartige®” Weg der
Summation ist numerisch sehr stabil!

Bemerkung 9.28: Man hat keine Garantie, dafl der gelieferte Quadraturwert
wirklich

x) dx — adaptiveQuadratur(a,b) ‘ ~ taux [g
erfiillt. Diese wére dann der Fall, wenn das Abbruchkriterium |Q1—Q2| < taux/g

< taux g

’Q 0,7) + Q1. 5) /f ) da

implizieren wiirde, da es dann innerhalb der Rundungsgenauigkeit nichts aus-
macht, ob der exakte lokale Integralwert | f oder die numerische Approxima-
tion Q(a,7v) + Q(v,0) in die Gesamtsumme (#) eingeht. Das Abbruchkri-
terium arbeitet unter der heuristischen Annahme, dafi mit Q1= Q(«, ) und

Q2= Q(a,7) + Q(v, 3)
B
‘Q2 - / f(z)dx

3Man stellt sich die rekursive Zerlegung des Gesamtintervalls als bindren Baum vor.

< }m —/jf(x)dx




9.3. ADAPTIVE QUADRATUR 171

gilt, was in der Tat zu

B B
‘Qg_/ f(x)dx <<’Q1_/ f(z)dz| = |Q1 — Q2| < taux Ig

fithrt. Das Abbruchkriterium kann aber auch “zufillig” erfiillt sein. Betrachte
dazu z.B. den Integranden

Fa) = { 1/e fiir x € [0, €]

0  sonst.

Ist € sehr klein und benutzen weder Q(0,1) noch Q(0,1/2) Knoten in [0,¢],
so gilt Q(0,1) = Q(0,1/2) = Q(1/2,1) = 0, womit das Abbruchkrite-
rium sofort nach dem ersten Halbierungsschritt erfiillt ist und der Wert
adaptiveQuadratur(0,1) = 0 geliefert wird, wédhrend fol f(z)dx =1 gilt.

Beispiel 9.29: Die Funktion
flx) = e~207" cos(20 x)

wird mittels adaptiveQuadratur iiber [—1, 2] mit der groben Schétzung Is = 0.01 und
tau = 107 integriert. Als unterliegende Quadraturregel Q wurde die Milne-Formel

Qla,a+ L) =L (7f(a)+32f(a+ §)+12f(a+ §)+32f(a+ %)+7f(a+L))

aus Beispiel 9.6 gewéhlt. Der gefundene Wert ist
2
adaptiveQuadratur(—1,2) = 0.0026704 (/ f(z) de = 0.002670468928... ) .
-1

Die in adaptiveQuadratur verwendeten Teilintervalle sind in der folgenden Graphik
angedeutet:



