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Nicht-Mathematiker. Grundlagen, Folgen und Reihen, Stetigkeit, Differential-
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falls es daran hapert.



Kapitel 1

Komplexe Zahlen

Motivation: die Gleichung 22 = —1 hat offensichtlich keine reellen Losungen, da,
x? > 0 fiir jedes reelle z gilt. Um auch diese Gleichung lésen zu koénnen, muf
man neue Zahlen einfithren: die komplexen Zahlen. Die grundsétzliche Idee
ist ganz einfach: man fiihrt ein neues Symbol i ein, das v/—1 reprisentieren soll.
Es wird einzig und allein durch die Rechenregel i2 = —1 festgelegt. Ansonsten
behélt man alle aus dem Reellen bekannten Rechenregeln einfach bei.

1.1 Definitionen

Definition 1.1: (Die komplexen Zahlen)
Die Menge der komplexen Zahlen C ist die Menge aller formalen
Summen der Form

C={x+iy; z,y e R}.

Fiir z = x+1-y € C nennt man = den Realteil und y den Imaginérteil
von z.
Zahlen z = x + 1 - 0 mit y = 0 nennt man reell, schreibt auch kurz z = x
und identifiziert z mit x € R.
Zahlen z = 0 + 4 -y mit x = 0 nennt man imaginér und schreibt auch
kurz z =1-y.
Der Nullpunkt z =0+ ¢ -0 wird auch kurz als z = 0 geschrieben.
Auf C definieren wir die Addition

21+ zo=(r1+i-y1)+ (w2 +i-y2) = (21 +x2)+i- (Y1 + y2)
N—— N——
SN €R
sowie die Multiplikation
21020 = (w1 4+i-y1) (2 +i-y2) = (X1 -2 —y1 - y2) +i- (21 -y2 +22-91) -

€R eRrR
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Interpretation 1.2:
Hinter dieser Definition der Multiplikation steckt i*> = —1:

ii=0+i-1)-0+i-1)=(0-0—-1-1)+4-(0-14+1-0)=—1.

Man braucht sich die formale Definition der Multiplikation nicht zu mer-
ken: man benutze einfach die iiblichen aus R bekannten Rechenregeln
(Kommutativitit a - b = b - a, Assoziativitdt (a-b)-c = a- (b- ), das
Distributivgesetz a - (b4 ¢) = a-b+ a- ¢ etc.), und setze beim Rechnen

P=-1, P=)i=—i, i'=(")i=(-i)-i=—-(*)=1
usw. ein:

(:E1+i-y1)-(:v2+i-y2)=:L‘1'a:2+z'-x1-y2+i-m2-y1+\ii,'y1-y2
—1

=x1-xoti-wy2 i y1 —Y1-y2 = (-T2 —y1-y2) +i- (1Y +x2-y1).

Folgerung 1.3:
Wir konstruieren eine Division fiir z =z 4+i-y#0+i-0=0:
1 1 1 T—1-y

z :r:—i—i-y:x—l—z'-y T—1-y

rT—1-9Y T—1-Y T ) Y

@tiy) @—iy 2 y? 22+y? = 2y
Allgemein:

2 _wmtioy (@ tioy)- (22 —i-y)
o wati-yz  (T2ti-y2)-(z2—i-y2)
(w122 +y1-y2) +i- (=21 Y2+ T2 y1)
w3+yi+i-(v2-y2— T2 Y2)
_T1 T2t Y1Y2 . T2yl —T10Y2
- 2 2 ’ 2 2 :
Ty + Y3 x5 + Y5

Definition 1.4: (komplexe Konjugation etc.)

Es werden folgende speziellen Operationen auf den komplexen Zahlen ein-
gefiihrt:

R(z) = Rax+i-y) = x (der Realteil von z),

S(z) = Sx+i-y) = y (der Imaginérteil von z),
2l = |z+i-y = a22+y? (der Betrag von z),
zZ = =x+i-y = wx—i-y (daskomplex Konjugierte

von z).
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Merkregel 1.5:

Die Division komplexer Zahlen lduft auf den Standardtrick ,Erweitern
mit dem komplex konjugierten Nenner hinaus®:

2 witioyn (@iticoy) (@2 —iye) 2 Z

29 $2+i'y2 ($2+i'y2)'($2—i-y2) 22‘22‘

Satz 1.6: (Rechenregeln)

Fiir alle z, 21,20 € C gilt: ,Kommutativitdt“ und ,Assoziativitét* von
Multiplikation und Division

z1 29 =22-21, (21-22) 23 =21"(22-23),

r 1 1 (1 1)1_1(1 1)
21-2’2_22 Z17 VA4 Z3_21 Z9 2’37

wLinearitat* von R, § und Konjugation

R(z1422) = R(21)+R(22), S(z1+22) = S(21)+3(22), 21 + 22 = Z1+722,

»Multiplikativitét“ des Betrags und der Konjugation

lal (21>_ZT
=i 21-2=21"22, (—)==

| 22|’

2!

|21 - 22| = |21] - |22],

sowie die Beziehungen

21 Z1 22

2 =2 - 2 2
pr— pr— . = §R C\l pr—
|2| IZ| z-Z (2)° 4+ S(2)7, - PAE

und die ,,Dreiecksungleichung*:

|21 + 22| < |z1] + |22].

Beweis: Alles ist direkt nachzurechnen, z.B.

oder (wie schon oben durchgefiihrt):

21 zZ1-%Z2 2122

o 29-7Z3  |zef?

Q.E.D.
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Beispiel 1.7: In MuPAD wird ¢ = +/—1 durch I dargestellt: 119.4.02
>> sqrt(-1)

I
>> 172

-1

Die MuPAD-Funktionen Re, Im, conjugate und abs berechnen Real- und Imaginérteil,
komplexe Konjugation und den Absolutbetrag:

>> z:= 2 + 3xI:
>> Re(z), Im(z), conjugate(z), abs(z)
1/2
2, 3, 2-31, 13

Geometrische Interpretation 1.8:

Man stellt sich iiblicherweise die Menge der komplexen Zahlen als 2-
dimensionale Ebene (,,die komplexe Ebene*) vor:

RN, C
z=x+1-y
||
3(2) = 2| - sin()
<p >
R(z) = |z] - cos(¢p) .
zZ=x—1-Y

Der Betrag von z ist der Abstand zum Ursprung, komplexe Konjugation
entspricht der Spiegelung an der x-Achse (,,die reelle Achse*). Die y-
Achse wird auch als ,,imaginédre Achse* bezeichnet.

Geometrisch ist C nichts anderes als R?: x +i-y € C = (x,y) € R2
Die komplexe Addition entspricht genau der Addition von Vektoren im
R?. Algebraisch besteht der Unterschied zwischen C und R? darin, dass
man auf C neben der Addition noch eine Multiplikation C x C — C hat,
wohingegen es auf R? keine interessante Multiplikation zweier Vektoren
gibt, die wieder einen Vektor liefert (auBer derjenigen, die R? zu C macht).
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Bemerkung 1.9: Fiihrt man den eingezeichneten Winkel ¢ zwischen dem ,,Vek-
tor“ z und der reellen Achse ein, so gilt mit den aus der Schule bekannten
Winkelfunktionen sin und cos:

z=x+1i-y=|z| -cos(p)+i-|z|- sin(p).

Die Darstellung z = x + ¢ - y nennt man die Kartesische Darstellung der
komplexen Zahl z durch Real- und Imaginérteil. Die Darstellung

z=|z|- (cos(g@) +- Sin(@))

durch den Betrag |z| und den ,,Polarwinkel“ ¢ € [0,27) heifit Polardarstel-
lung von z (p heifit auch ,,das Argument von z*). Wir werden spéter in
Abschnitt 5.3 auf die Polardarstellung komplexer Zahlen zuriickkommen, nach-
dem wir die komplexe Exponentialfunktion eingefiihrt haben.

1.2 Nullstellen von Polynomen, der Fundamental-
satz der Algebra

Die Motivation zur Einfithrung der komplexen Zahlen war, Polynomgleichungen
wie z.B. 22 + 1 = 0 lésen zu konnen. In der Tat stellt sich nun heraus, dass
Polynome vom Grad n immer genau n (evtl. ,entartete*) komplexe Nullstellen
haben. Wir definieren zunéchst ,Entartung* von Nullstellen, wobei wir auf die
aus der Schule bekannte Differentiation zuriickgreifen:

Definition 1.10: (Vielfachheit von Nullstellen)

Sei f : R +— R eine mehrfach differenzierbare Funktion (sieche Kapitel 6).
Man nennt x* eine Nullstelle der ,,Vielfachheit*“ k (oder auch ,,k-fache
Nullstelle* ), wenn

fa) = ) == fEDE) =0, [P £ 0,

Beispiel 1.11: (Mehrfache Polynomwurzeln)
Fiir das Polynom p(z) = (x — 2*)™ mit n > 0 ist z* eine n-fache Nullstelle:

pa)=(z—2")", p)=n-(z-2")""", p'@)=n-(n-1) (z—2)"7

o " V@) =n-(n=1)-...-2-(x —a%), p™(x)=nl,

also
p(x*) = (z* —a")" =0,
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p'@)=n-(n—1)-(a" —a")"* =0,

P V@) =n-(n—1)-...-2- (&" —z*)' =0,
pM@)=n-(n—1)-...-2-1- (" —z")° =nl #0.
Beispiel 1.12: (Mehrfache Polynomwurzeln)
Seien x1, ...,z verschieden. Fiir das Polynom
plx)=(x—a)™ ... (x —xp)"™
vom Grad n = ny + --- + ng sind xq,...,x; Nullstellen der Vielfachheit nq,...ng.

Der Nachweis geht analog zum letzten Beispiel: Betrachte eine der Nullstellen z; und
schreibe

p(@) = (x—z)" - f(z), [flx)=(@—z)" .. (@>)™ ... (2 — )"

Uber die aus der Schule bekannte Produktregel (g- f) = ¢’ - f +¢- f" der Differentiation
folgt
p(x) = (z —x:)" - f(2),
p(x) =ni (@ —x)" "0 f2) + (@ — )™ - f(2),
pl(@) =ni- (ni = 1) (z =) 72 fl@) + 2 (@ —a)™ 70 f(2) + (2 —2)" - f7 (@)

usw., wobei f, f’, f etc. Polynome sind. Die ersten n; — 1 Ableitungen verschwinden
an der Stelle x = x;:

p(i) = 0™ - f(z;) =0,
p(ai) =070 flag) + 0™ - f(a) = 0
prxi) = () 072 flag) 4+ (L) - 0M T f(g) + 0™ f(2) = 0
usw. Die n;-te Ableitung verschwindet nicht:
D) =l F@)+ () (=) f @) e (=) ) )
also p(™) (z;) = n;! - f(z;), wobei

flxg) = (2 — )™ - (2 ><T)™ - (g — )™ #0

gilt, da x; # x1,...,x; # x vorausgesetzt ist. Damit ist x; eine Nullstelle der Vielfach-
heit n;.
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Ein Polynom und seine Ableitungen
p(x)=an 2" +an_1 2"V +... +a -z + ap,

pE)=ap-n-2"t4a,1-(n—1)-2"%4+... +a

etc. ist natiirlich auch fiir komplexe Zahlen z wohldefiniert und man kann
daher nach (mehrfachen) komplexen Nullstellen fragen. Die Definition 1.10 der
Vielfachheit wird dabei auch fiir komplexe Nullstellen beibehalten.

Wir rekapitulieren zunéchst das in der Mathematik I des letzten Semesters schon
vorgestellte Horner-Schema zur Polynomauswertung und Polynomdivision:
Satz 1.13: (Polynomauswertung und -division per Horner-Schema)

Fiir das Polynom p(x) = ay, - 2™ + ay_1 - 2"~ 4 - - + ag mit Koeffizienten

ay, € C gilt fiir jedes x* € C:

p(x) — p(z*)

T — T* =bo-a" T b a4 by w by,

wobei by, by etc. durch die Rekursion (,,Horner-Schema“)

bo == an ;

fork:=1ton do by :=bg_1-2* 4+ an_g ;

gegeben sind. Es gilt b, = p(z*).

Beweis: Mit bg = ay, by — b1 - =¥ = a,_ und —b,—1 - * = ag — b, folgt
(x —a*)- (bo-m”*1+b1 -x”*2+--~+bn_2.x+bn_1>

=by-x" + by -a"! + by - a2 + o+ by

N—— —— ——— ~——
=ap- 2" + ap_1- 2" A+ ap o 2" -+ ai - x + ayg — bn

= p(z) — by.
Fir x = 2* folgt 0 = p(a*) — b, und damit
(x —x")- <b0 N R A R N S bn_l) = p(x) — p(z¥).

Q.E.D.
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Das Horner-Schema liefert mittels b, = p(z*) die Auswertung des Poly-
noms an einer Stelle * mit n Multiplikationen und n — 1 Additionen. In der
Tat ist es (fiir ,dicht besetzte“ Polynome) das Standardschema, mit dem auf
dem Rechner Polynomauswertungen implementiert werden. Bei der Auswer-
tung werden gleichzeitig die Koeffizienten by, ..., b,_1 des ,,Faktorpolynoms*
(p(x) — p(z*))/(x — =*) mitgeliefert. Das Horner-Schema lduft auf die folgende
Darstellung des Polynoms hinaus:

p(z*) = ((...((an - 2"+ ap—1) - " +apn_2) -z*+---)...) - 2"+ a1) - x* + ap.

1
bo = an
—_—

by = ap - 2"+ an—1

by =an - %%+ an—1 - ¥+ a2

bn:an'x*”—{—an_l-x*"‘l—i—-"—}—al'a:*—i—aozp(a:*)

Ist z* eine Nullstelle (,Wurzel“) des Polynoms, so folgt p(x)/(z — z*) =
Polynom(z). Es ergibt sich das schon in der Mathematik I vorgestellte Grund-
prinzip, dass man bei einer gegebenen Nullstelle einen , Linearfaktor® x — x*
vom Polynom abspalten kann:

Folgerung 1.14:

Ist «* eine Wurzel des Polynoms p vom Grad n > 0, so gilt
p(z) = (z —27) - q(x)

mit einem ,Faktorpolynom* q(x) =bg- 2" 1 +by-2" 24 .-+ b, 1 vom
Grad n— 1, dessen Koeflizienten z.B. durch das Horner-Schema berechen-
bar sind.

Merke: z* ist dann und genau dann eine Wurzel, wenn sich der Linear-
faktor x — x* vom Polynom abspalten 148t.

Zwar hat nicht jedes Polynom reelle Nullstellen, aber es gilt das (zu beweisende)
wichtige Prinzip:

Jedes Polynom vom Grad > 0 hat (mindestens) eine komplexe Null-
stelle.

Setzen wir zur Motivation des kommenden Fundamentalsatzes 1.15 mal dieses
Prinzip voraus. Es gilt p(z) = (x —z*) - ¢(z) mit einer (garantiert existierenden)
Nullstelle z* von p. Die Nullstellen des Faktorpolynoms ¢ sind offensichtlich
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wieder Nullstellen des Ausgangspolyms p. Hat man nun eine Nullstelle z** von ¢,
so kann man nach Folgerung 1.14 angewendet auf ¢ einen weiteren Linearfaktor
abspalten:

q(z) = (x —2™) - q(z), also p(x)=(z—2") (z—-2") q(z)

mit einem Restpolynom ¢ vom Grad n — 2. Dies setzt man fort, bis man nach n
Schritten auf ein konstantes Polynom sto3t, das keine Nullstellen mehr besitzt.
Es folgt eine Faktordarstellung

p(x) = (x—27) - (z —2) - (x —2™)

oo (=2 ay,

wobei a,, das zuletzt verbleibende konstante Restpolynom (vom Grad 0) ist.
Vergleicht man die fithrenden Koeffizienten auf der linken und rechten Seite
dieser Gleichung, so sieht man sofort, dass das verbleibende konstante Restpo-
lynom nichts anderes als der fithrende Koeffizient von p(z) = a, - 2™ + - -+ + ag
ist. Es folgt das Grundprinzip:

Jedes Polynom vom Grad n > 0 hat genau n komplexe Nullstellen.

Hierbei miissen wir aber etwas vorsichtig zéhlen, da in der Konstruktion die
Nullstellen x*, z**, *** etc. eventuell iibereinstimmen koénnen. Eine saubere

Formulierung liefert der folgende fundamentale Satz:

Satz 1.15: (Fundamentalsatz der Algebra, Gaufl 1799)
Zu jedem Polynom p(z) = a, - 2" + ap—1 sz .. 4 qy vom Gradn > 0
mit ag,...,a, € C und a, # 0 gibt es komplexe Zahlen z1,...,z; (die
Wurzeln) und nq,...,n, € N (die Vielfachheiten) mit ny + --- + ng = n,
so dass
p(x) =ap-(x—21)™ ... (& —2z)".

Fiir die Anzahl k der unterschiedlichen Wurzeln gilt hierbei £ < n wegen
ny—+---+ng=n.

zum Beweis: Wie in der Motivation gezeigt, braucht man nur zu beweisen, dass
jedes Polynom vom Grad > 0 mindestens eine komplexe Nullstelle bezitzt. Dies
ist je nach den zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln aber gar nicht so einfach
und sprengt unseren Rahmen hier. Typischerweise wird der Satz in Lehrbiichern
iiber komplexe Funktionentheorie bewiesen. Ein ,elementarer* Beweis findet
sich z.B. unter:

http://helios.mathematik.uni-kl.de/~1luene/kleinodien/laplace.html
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Interpretation 1.16:

Nach Beispiel 1.12 sind z1, ...,z die Nullstellen von p mit den Vielfach-
heiten ny,...,ng. Zdhlt man z; als ny Wurzeln, zy als ny Wurzeln etc., so
ergeben sich insgesamt nq+- - - +ng = n komplexe Wurzeln des Polynoms,
und in der Tat erhalten wir in dieser Zdhlweise:

’ Jedes Polynom vom Grad n > 0 hat genau n komplexe N u]lste]len!‘

Uber die Anzahl der reellen Nullstellen hingegen kann man i.A. wenig
aussagen (z.B. hat p(z) = 2% + 1 iiberhaupt keine reelle Nullstellen).

Merkregel 1.17:

Der Punkt x* ist dann und genau dann eine Nullstelle eines Polynoms
p(x), wenn sich geméfB Folgerung 1.14 der Linearfaktor x — x* vom Po-
lynom abfaktorisieren 148t. Die Vielfachheit von x* gibt an, wie oft sich
dieser Linearfaktor abspalten l48t. Man sollte eine Polynomwurzel besser
als einen Linearfaktor ansehen. Der Fundamentalsatz besagt, dass sich ein
Polynom vom Grad n immer in genau n Linearfaktoren aufspalten 148t.

Die Existenz der komplexen Wurzeln sagt nichts dariiber aus, ob man diese
Waurzeln in irgendeiner Weise explizit darstellen kann. In der Tat gibt es z.B.
fiir Polynome vom Grad > 4 keine allgemeingiiltige Losungsformel mit Hilfe
von (verschachtelten) Wurzeln. Numerisch kann man jedoch stets Gleitpunkt-
approximationen der Wurzeln finden.

Beispiel 1.18: In MuPAD ist solve fiir exakte Losungen und numeric: :solve fiir
numerische Losungen zustéindig. Das folgende Polynom hat 9 Wurzeln, die sich (zufélli-
gerweise) alle explizit darstellen lassen:

>> p:= x"9 + 2*%x77 - x"3 - 2%x:

>> solve(p = 0, x)
1/2 1/2 1/2
{0, -1,1,-12 ,12 ,-1/213 -1/2,
1/2 1/2 1/2
1/2 - 1/2 13 , 1/2 1 3 -1/2, 1/2 13 + 1/2}

Der numerische Gleichungsloser liefert Gleitpunktnidherungen der Wurzeln:

>> numeric::solve(p = 0, x)
{0.0, - 0.5 - 0.8660254038 I, - 0.5 + 0.8660254038 I,
0.5 - 0.8660254038 I, 1.0, -1.414213562 I, 1.414213562 I,

0.5 + 0.8660254038 I, -1.0}
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Die zuriickgegebenen Objekte {...} sind jeweils Mengen, deren Elementanordnung
willkiirlich vom System nach internen Kriterien bestimmt wird. Diese sehen fiir ex-
akte Werte anders aus als fiir Gleitpunktnédherungen, so dass sich die Reihenfolge der
Elemente beim exakten und beim numerischen Losen unterscheiden kann (was im obi-
gen Beispiel auch in der Tat der Fall ist).

Es fallt hierbei auf, dass die komplexen Wurzeln als komplex konjugierte Paa-
re xp £ i -y auftauchen. Das ist kein Zufall und liegt daran, dass das eben
betrachtete Polynom ,reell“ ist (damit ist gemeint, dass die Koeffizienten reell
sind).

Satz 1.19: (konjugierte Wurzelpaare reeller Polyome)

Ist z eine k-fache Nullstelle des Polynoms p(x) = a, - 2™ + ... + ag mit
reellen Koeffizienten ay, ..., ay, so ist auch Z eine k-fache Nullstelle des
Polynoms. Bei reellen Polynomen tauchen nicht-reelle Wurzeln also immer
in komplex-konjugierten Paaren auf.

Beweis: Fiir ein reelles Polynom gilt wegen z7 - z3 = 27 - Z3 offensichtlich

p(2) = p(2).

Also gilt p(Z) = 0 dann und genau dann, wenn p(z) = 0 gilt. Da mit p auch alle
Ableitungen von p wieder reelle Polynome sind, stimmen auch die Vielfachheiten
der Nullstellen z und Zz iiberein.

Q.E.D.

1.3 Ein Anwendungsbeispiel: Diagonalisierung von
Matrizen
Selbst wenn man sich als Lebensprinzip zu eigen gemacht hat, sich nur fiir reale

(reelle) Dinge zu interessieren, kommt man oft doch nicht um komplexe Zahlen
herum. Wir betrachten als Beispiel die (rein reelle) Aufgabenstellung:

1 -1
Berechne A1000000 55 die Matrix A = < 2 ) .
2 1

Allgemein ist die Frage, ob es fiir Matrixpotenzen explizite Darstellungen gibt,
mit denen sich die Berechnung iiber viele Matrixmultiplikationen vermeiden
158t. Wire A eine Diagonalmatrix, so kénnten wir das Ergebniss sofort explizit
hinschreiben, denn es gilt

M 0N /A0
0 X/ L0 X )°
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Eine Standardmethode der Linearen Algebra besteht darin, allgemeine Matrizen
durch Transformation auf Diagonalgestalt zu bringen (,,Diagonalisierung*).
Hierbei geht es um Eigenwerte und -vektoren. Als Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms sollten als Eigenwerte auch komplexe Zahlen in Betracht
gezogen werden:
Satz 1.20: (Diagonalisierung von Matrizen)

Sei A eine reelle oder komplexe n x n-Matrix mit den (eventuell kom-

plexen) Eigenwerten \1,...,\, und den entsprechenden FEigenvektoren

Zi,..., By, also ATy = N\, Ty. Sei T = [¥1, ..., 2, die Matrix, deren Spal-

ten aus diesen Eigenvektoren besteht. Es gilt

Al 0
AT =TD mit D =diag(A,...,\,) = ..

0 An
Sind die Eigenvektoren linear unabhédngig, so ist T invertierbar, und es

folgt
A=TDT™ %

Beweis: Nach Definition der Matrixmultiplikation gilt
AT = A[Zy,..., 2, =[AZy,..., AZ)]

(die Spalten eines Matrixproduktes bestehen aus der ersten Matrix wirkend auf
die Spalten der zweiten Matrix). Mit

A1 0

und A X, = A\ Ty folgt AT =T D.
Q.E.D.

Folgerung 1.21:
Mit einer Diagonalisierung A =T DT~ gilt

A"=TDT'1TDT! ... TDT'=TDD-.-DT'=TD"T™".
—_—— S—— ——
A A A
Die Potenzen von A sind damit auf Potenzen der Diagonalform D von

A zuriickgefiihrt, wobei D™ sich ohne grofie Rechnung durch Potenzieren
der Diagonalelemente ergibt.
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Bemerkung 1.22: Hat man einen Eigenwert \; der zu diagonalisierenden Ma-
trix gefunden, so kann man nach 1.20 irgendeinen dazugehorigen Eigenvektor
Zr benutzen, die entsprechende Spalte von T zu besetzen. Nun sind Eigen-
vektoren aber nicht eindeutig: ist ) ein Eigenvektor, so ist jedes Vielfaches
Y = cp Tr wieder ein Eigenvektor zum selben Eigenwert \p. Es gibt damit vie-
le unterschiedliche Transformationsmatrizen T, wahrend die Diagonalmatrix bis
auf Umnummerierung der Eigenwerte eindeutig ist. Wie kann das sein? Antwort:
die Transformationsmatrizen unterscheiden sich nur um eine Diagonalmatrix:

C1 0

T=[,.... 0] =[c1T1,...,cadn] = [T1,... %] L =TC.
N’

T 0 Cn

C

In der Diagonalisierung féllt die diagonale ,,Skalierungsmatrix“ C' heraus, da die
Multiplikation von Diagonalmatrizen kommutativ ist:

A=TDT'=1TCD(TC)*=TCDCT!

—ThbcCc‘T'=1DT '

Bemerkung 1.23: Da bei der Diagonalisierung die Invertierbarkeit von T
wichtig ist, niitzt es iiberhaupt nichts, triviale Eigenvektoren ¥ = 0 zu be-
trachten (die ja auch strenggenommen per Definition von Eigenvektoren gar
nicht als Eigenvektoren zuléssig sind).

Die Aufgabenstellung der Diagonalisierung lduft darauf hinaus, die Eigenvek-
toren zu allen Eigenwerten zu finden. Sobald man eine Basis von linear un-
abhéngigen Eigenvektoren gefunden hat, hat man die invertierbare Transforma-
tionsmatrix T' gefunden, welche die betrachtete Matrix auf Diagonalform bringt.
Sind alle Eigenwerte verschieden, so existiert immer eine Basis von linear un-
abhingigen Eigenvektoren. Bei entarteten Eigenwerten (mehrfachen Nullstellen
des charakteristischen Polynoms) ist dies jedoch nicht garantiert, und in der
Tat gibt es nicht-diagonalisierbare Matrizen. Symmetrische reelle Matrizen sind
immer diagonalisierbar, selbst wenn die (bei Symmetrie der Matrix automatisch
reellen) Eigenwerte entartet sind.

Beispiel 1.24: Mittels Diagonalisierung kénnen wir fiir

A= L3
2 1

eine explizite Darstellung von A™ fiir jedes n € Z ermitteln. Nach Satz 1.20 sind al-
le Eigenwerte und —vektoren zu bestimmen. Die Eigenwerte sind die Nullstellen des
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charakteristischen Polynoms

A-1 1
det(\ By — A) = det =A% —2)+2
-2 -1

(hier ist Ey die 2 x 2-Einheitsmatrix). Nach der Standardformel fiir die Nullstellen
quadratischer Polynome ergeben sich die komplex konjugierten Eigenwerte

Mo=1+vV-T=1=+i.

Die Eigenvektoren zu A bzw. Ay findet man, indem man die Kernvektoren von A— M\ Ey
ermittelt, d.h., die Gleichungen (A — A\ E2) @) = A&y — A\ &x = 0 lost. Mit den
Techniken der Mathematik I des letzten Semesters findet man die Losungen

Die Transformationsmatrix 7" wird spaltenweise aus diesen Eigenvektoren aufgebaut,
die Inverse wird berechnet:

i) 1
(i1 1 2 1
T(Z 2-i>’ T <1 _i>'
2 4

Damit folgt die Diagonalisierung

O (L)

3 i
|
T D T—l
Dies liefert
(01 1+9" 0 -5 1
2 2. 0o (1-in 1
2 1
—_———
T Dn T

_<i 1) SRR Nl
2 2 Lol—im  —i.(1—in
(
(

—_ =
|
~
~—
3
[ ST
—
—_
+
. .
~
3
+
[ SIS
—
—_
I
~
~
3

Das Ergebnis muf} als Potenz der reellen Matrix A reell sein. Dies ist in dieser Darstel-
lung leider alles andere als offensichtlich. In der Tat brauchen wir noch einige grundsétz-
liche Uberlegungen zu Potenzen komplexer Zahlen, die in Polarkoordinaten wesentlich
einfacher zu handhaben sind als in Kartesischen Koordinaten. Wir werden spéter nach
der Einfithrung der exp-Funktion fiir komplexe Zahlen hierauf genauer eingehen und in
Beispiel 5.23 diese Darstellung von A™ noch weiter vereinfachen.




Kapitel 2

Folgen und Grenzwerte

Die Grundlage der Analysis ist der Begriff des Grenzwertes. Er ist aus der Schule
bekannt (bzw. sollte bekannt sein) und wird hier rekapituliert. Da es kaum
einen Unterschied macht, Folgen und Grenzwerte in R oder in C zu betrachten,
formulieren wir die folgenden Definitionen und Sétze in C, was R als Spezialfall
umschlieft. In den Beispielen und Ubungen werden hauptsichlich reelle Folgen
betrachtet.

2.1 Definitionen, Beispiele, einige Séitze

Notation: N = {1,2,...}, Ng ={0,1,2,...}.
Definition 2.1: (Folgen)

Eine Folge (z,) = (z1, 292,23 ...), manchmal auch (z,) = (20, 21, 22, - - .),
ist eine Zuordnung (Funktion)

Index n € N (bzw. Ng) — Wert z, € C.

Beispiel 2.2:
a) x, = (—1)"'71 € N. Die Folge (z,) ist (—1,1,—-1,1,...).
) @, = +;n € N. Die Folge (z,) ist (1,3, %,%,--.)-
c) xp,=1-— 2,n € N. Die Folge () ist (0, %’ 3’ 127 gg’ s
)

d) z, = (1+ 2)";n € N. Die Folge (z,) ist

=3

4 62
(2 9 b4 625 7776 )% (2.0,2.25,2.3703..., 2.4414...,2.4883..., . . ).

7472772567 31257

15
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Beispiel 2.3: Einige simple Berechnungen mit MuPAD. Folgen kénnen z.B. als Funk-
tionen definiert werden:

> x :=n > (1 +1/n)"n

n->(1+ 1/n)"n
Der , Folgengenerator” $ dient zur Erzeugung von Folgen:

>> x(n) $n=1..5

2, 9/4, 64/27, 625/256, 7776/3125
Gleitpunktnidherungen werden durch float erzeugt:

>> float(x(n)) $n=1..5

2.0, 2.25, 2.37037037, 2.44140625, 2.48832

Manchmal sind Monotonieeigenschaften von Folgen interessant. Da hierzu Fol-
genglieder verglichen werden miissen, kann Monotonie nur im Reellen betrachtet
werden (auf C gibt es keine sinnvolle Begriffsbildung der Art z; < z2).

Bezeichnung 2.4:

Eine reelle Folge (z,) heifit ,monoton wachsend*“ bzw. ,,monoton
fallend*, wenn x, < x,, bzw. x,, > x,, gilt fiir alle Indexpaare n, m mit
n < m. Bei x, < x,, bzw. x,, > x,, spricht man von ,,streng monoton
wachsend* bzw. ,,streng monoton fallend*.

Zunéchst die formale Definition von , Konvergenz* und ,,Grenzwert®, die etwas
abschreckend sein mag, aber (keine Angst!) spéter nur in (den hier nicht wirk-
lich interessierenden) technischen Beweisen zum Einsatz kommt. Oft reicht es,
einfache Vererbungsreglen wie z.B. aus Satz 2.13 zu benutzen, um Grenzwerte
mittels Arithmetikregeln zu ermitteln.

Definition 2.5: (Grenzwerte von Folgen)

Eine Folge (z,) in C heift ,,konvergent*, wenn eine Zahl z* € C exi-
stiert, so dass sich (intuitiv) ,alle Zahlen z, fiir groBes n dem Wert z*
beliebig genau annédhern®.

Formal: zu jedem noch so kleinen € > 0 ldBt sich eine reelle Zahl N (e)
angeben, so dass |z, — z*| < € gilt fiir alle Indizes n > N((e).
Anschaulich: alle Werte z, weichen fiir n > N(e) maximal um den Wert
€ vom Grenzwert ab.

Der Wert z* heifit dann ,,Grenzwert® (,Limes*) der Folge (z).
Schreibweisen:

z*= lim 2, oderauch z,— z* fiirn — oo.
n—oo
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Eine nicht konvergierende Folge heifit ,,divergent‘. Konvergente Folgen
mit dem Grenzwert 0 heifilen auch Nullfolgen.

Bemerkung 2.6: Die Aussage ,fiir allen > N(e)“ impliziert, dass nur ,hinrei-
chend grofie Indizes n“ betrachtet zu werden brauchen. Merke: fiir Konvergenz
ist das Verhalten der Folge fiir kleine Indexwerte vollig irrelevant. Genauer:
man kann immer endlich viele Folgenelemente abédndern, ohne dass sich etwas
an der Konvergenz édndert: man kann o.B.d.A. (= ohne Beschridnkung der
Allgmeinheit) immer N (e) gréBer wéihlen als der gréfte Index der geédnderten
Folgenglieder.

FEine intuitive Interpretation der e-Definition der Konvergenz lautet:

Fiir jedes (noch so kleine) ¢ > 0 haben héchstens endlich viele
Folgenglieder einen Abstand zum Grenzwert, der groBer ist als e.

Satz 2.7: (Eindeutigkeit von Grenzwerten)

Grenzwerte sind eindeutig, d.h., zu (z,) gibt es héchstens ein z* mit der
obigen FEigenschatft.

Beweis: Seien z* und z** zwei Grenzwerte. Zu jedem € > 0 gilt fiir hinreichend
grofle Indizes n:
lzn — 2" <€, |z —2"| <€

=2 =2 =2 — o — 2 <2 =z e — 2 <2 €

Da e > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann und damit auch 2 - € beliebig klein
sein kann, folgt |z* — z**| = 0, also z* = z**.

Q.E.D.

Einige einfache Beispiele mit formalem Beweis:

Beispiel 2.8: Die konstante Folge (z2,,) = (¢, ¢, ¢, . . .) ist konvergent mit dem Grenzwert
z* = lim z, = ¢, denn fiir alle n gilt
n—oo

|zn, — 2" | =]c—¢c|=0<¢,

wie auch immer € > 0 vorgegeben wird. Formal: zu € > 0 wéhle N(e) = 1.

Nun ja, im obigen Beispiel war sogar das formale N (e)-Kriterium sehr einfach
zu handhaben. Im néchsten Beispiel wird es ein klein wenig komplizierter:
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Beispiel 2.9: Die Folge x,, = % ist konvergent mit dem Grenzwert 2* = lim z, = 0.

n—oo

Formaler Beweis: zu beliebigem € > 0 wihle N(e) = 2. Dann folgt fiir alle n > N (e):

1

n

1
|zn — 2| = |20 — 0] = 20| = =-< =
n

o =] =
|
la)

Und noch ein Beispiel mit formalem Beweis:

Beispiel 2.10: Fiir ¢ € C gelte |¢| < 1. Dann ist die Folge z, = ¢™ eine Nullfolge.

Beweis: Fiir ¢ = 0 ist alles klar. Sei nun ¢ # 0. Definiere h = ﬁfl > 0,d.h,, |¢| = 1_%,1
Es gilt

1 1
Tl —(1+h)"—1+n-h+<

FZRCE

n

2)-h2+-~-21+n~h>n~h.

Es folgt [¢"| < -L- < € fiir alle Indizes n > 7= =: N(e).

n-h —
Q.E.D.
Beispiele:
c=05: (c") = (0.5, 0.25, 0.125, 0.0625, 0.03125...).
Fiir |¢| > 1 gilt diese Aussage nicht! Z.B.:
c=1: (¢m=(1,1,1,1,...) (konvergiert gegen 1),
c=i: (¢")=(i,—-1,—4,1,4,—1,...) (konvergiert nicht),
c=2: (c")=(2,4,8,16,...) (divergiert, bzw. ,konvergiert gegen oo*).

2.5.02]

Beispiel 2.11: Einige Berechnungen mit MuPAD:

> x :=n ->c’n
n ->c’n
>> x(n) $n=1..10

Grenzwerte werden mit 1imit berechnet. Die Hilfeseite dazu wird mittels ?1imit an-
gefordert:

>> ?1imit

Ohne Weiteres kann der Grenzwert nicht bestimmt werden, da er ja von den Eigen-
schaften von ¢ abhéngt:
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>> limit(x(n), n = infinity)
Warning: cannot determine sign of 1n(c) [stdlib::limit::limitMRV]

n
limit(c , n = infinity)

Nehmen wir an, ¢ sei reell und 0 < ¢ < 1:

>> assume(0 < ¢ < 1):
>> limit(x(n), n = infinity)

0
Nehmen wir an, ¢ > 1:
>> assume(c > 1):
>> limit(x(n), n = infinity)
infinity

Ein Beispiel einer nicht konvergierenden Folge:

Beispiel 2.12: Die Folge z,, = (—1)", also (z,,) = (—1,1,—1,1,...) ist nicht konvergent
(hat keinen Grenzwert). Hier ein formaler Beweis (damit in dieser Vorlesung wenigstens
einmal ein sauberer Nichtexistenzbeweis vorkommt): zu e = £ 1Bt sich kein N (¢) finden.
Angenommen, ein Grenzwert x* existiert. Dann miifite N (¢) existieren mit

|xn — 2| <€, |zpy1—a"| <e

fiir alle n > N(e). Es wiirde folgen:

+

| =

|Tn — Tpp1] = |zn —2" + 2" —zpp1| < |zp — 2|+ |2* —zpp1| < et e=
——
=0

Fiir die betrachtete Folge gilt aber |z, — x,+1] = 2 fiir jedes n. Widerspruch! Damit
muf} die Annahme  es existiert *“ falsch gewesen sein.

Die formale Definition mit ¢ und N(e€) ist unangenehm und man méchte diese
recht technischen Betrachtungen und Abschétzungen liebend gern vermeiden.
Wie geht man beim praktischen Rechnen vor? Es gibt Rechenregeln! Damit 148t
sich € und N(e) praktisch immer verbannen:

Satz 2.13: (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Seien (xy,), (yn) konvergente Folgen in C, sei ¢ € C eine Konstante. Dann
gilt:

a) lim (¢-x,) =c- lim x,,
n—oo n—oo
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b) nlilgo(xn tuyp) = nlin;o T, * 71113010 Yn,

% Jim, (@ vn) = Jim @ - lrg o,

T lim z,
d) lim ( ”) — "% falls lim yn # 0 gilt (1),
w0 Ny ) T Tim gt

e) lim /x, =,/ lim z,.
n—oo n—oo
Eine Beweisandeutung (nur fiir technisch Interessierte):

Beweisskizze: Seien z* bzw. y* die Grenzwerte von (z,) bzw. (yp).
a) Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung sicherlich richtig. Sei nun ¢ # 0. Zu € > 0 gibt
es ein NV, so dass

|2 — 2% < =
]
gilt fiir alle n > N. Fiir diese Indizes folgt

* * €
lc-xp —c -z =|c| - |zy — 2| < \c|-ﬁze.
c
b) Wihle ein beliebiges € > 0. Da (x,) und (y,) als konvergent vorausgesetzt
sind, gibt es Werte N, bzw. N, mit

|z, — ¥ < bzw. |y, —y*| <

DN

fir alle n > N, bzw. n > N,. Fiir alle n > N(¢) := max (N, N,) folgt
2 £ yn — (2" £ y7)| = [2p — 2" £ (Yo — ¥7)]
lon—a'|+] £ @a—y) S5 +5 =€

Die Aussagen c¢) — e) lassen sich mit #hnlichen (etwas aufwendigeren)
Abschétzungen beweisen.

Q.E.D.

Beispiel 2.14: Wir wissen bereits, dass konstante Folgen z,, = ¢ gegen ¢ konvergieren,
und dass z,, = % eine Nullfolge ist. Durch Einsatz der Rechenregeln folgt unmittelbar:

1 1 1 1 1

lim — = lim —— = lim —- lim —=0-0=0,
n—oo N n—oomn mn n—oo N mn—oomn
1 1 1 1 1

lim — = lim — — = lim —- lim — =0-0=0,
n—oo N, n—oon n n—oo N n—oo N

usw. Durch Induktion nach k ergibt sich:

Alle Folgen der Form z, = ,%k mit positiven Potenzen k sind Nullfolgen.




2.1. DEFINITIONEN, BEISPIELE, EINIGE SATZE 21

Manchmal mufl man etwas manipulieren und umschreiben. Bei rationalen Aus-
driicken in n (also Polynom(n)/Polynom(n)) gilt das allgemeine Rezept: ziehe
in Zahler und Nenner die fithrende Potenz von n raus und kiirze. Typischerweise
verbleiben dann nur noch Nullfolgen im Ausdruck, die zu 0 werden, wenn man
iiber die obigen Rechenregeln ,,den Grenzwert in den Ausdruck ’reinzieht*:

Beispiel 2.15:

1
2n?41 . mr(24%) 24 L 2Elmo5 9
lim 2 gy D TR gy 2w - —9.
n—oo nZ—n n—00 n2-(1—7> n—oo ] — = 1 li 1 1-0

n n — lim —

Hierbei wurde benutzt, dass wir in den Beispielen 2.9 und 2.14 bereits 1/n und
1/n? als Nullfolgen identifiziert haben. Man sieht, mit etwas Geschick eingesetzt,
machen die Rechenregeln die Berechnung von Grenzwerten oft sehr einfach.
Manchmal mufl man allerdings ,,tricksen®:

Beispiel 2.16:

iy (VT = ) =l Q%%?+ = i, H
:immzlim;:hm L
n—n+1+y/n nocyn+1+4/n nooo n-(1+1)+n
1 . 1

Manchmal helfen alle Rechenregeln nichts, und man muf} technisch abschétzen.
Eine hilfreiche Aussage liefert der folgende Satz, der nur fiir reelle Folgen gilt.
Liegen die Folgenglieder z,, in Intervallen [a,,b,] und konvergieren die Inter-
vallenden gegen den selben Wert, so bleibt der Folge nichts anderes iibrig, als
ebenfalls gegen diesen Wert zu konvergieren (die Intervalllinge b,, — a,, konver-
giert gegen 0):
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Satz 2.17: (Intervallschachtelung)

Seien (ay), (bn), (zn) reelle Folgen. Die Folgen (ay) und (b,) mdgen ge-
gen den selben Grenzwert konvergieren. Gilt fiir alle hinreichend groflen

Indizes a,, < x,, < by, so konvergiert auch (z,) gegen
lim z, = lim a, = lim b,.
n—oo n—oo n—oo

€

und eine Nullfolge. Zu € > 0 gibt es Werte N1 bzw. N mit
< —

Beweis: Sei z* der Grenzwert von (ay,) und (b,,). Die Folge (b, — a,,) ist positiv
-2

€
bn_an:‘bn_an|§§7 ’an_x*|

fiir alle n > Ny bzw. n > Ns. Fiir alle n > N := max(Ny, N2) folgt
|xn — ™| = |zp — an + an — %] < |2y — an| + |an — 27|

. . € €

Ty — Qp + |an, — 2% < by — ap + |ap, — x ]§§+§:e.
Q.E.D.

Offensichtlich gilt

. . o .
Beispiel 2.18: Sei z,, = e
< n__.n 1
Tp=—5—"<—= — .
=TT n241 T n2 n
brn

0
~—
Die Intervallgrenzen a,, = 0 und b,, = % sind beides Nullfolgen, also ist auch x,, eine

1/n als die positive

Nullfolge.

Beispiel 2.19: Fiir positive reelle Zahlen ¢ definieren wir z,, = ¢

reelle Losung von 2™ = c.

Fall 1: Sei ¢ > 1. Sicherlich gilt z,, > 1 . Setze 2z, = 1 4+ h,, mit h,, > 0. Es folgt
n
n

c:(1+hn)":1+n-hn+(2>-hi+---z1+n-hn = 0<h, <

c
n

Damit ist h,, eine Nullfolge, also z, =1+ h,, — 1 fiir n — oo.
Fall 2: Sei 0 < ¢ < 1. Sicherlich gilt 0 < 2, < 1. Setze z, = 1/(1 + hy) mit h, > 0.
i_1

Analog zu Fall 1 folgt
=(1+hn)"=1+n~hn+(g>-hi+--->1+n-hn = 0<h, <

c
Damit ist h,, eine Nullfolge, also z, = 1/(1 + hy,) — 1 fiir n — oo.

Merke:
lim ¢'/™ =1 fiir jedes reelle ¢ > 0.
n—0oo
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Satz und Definition 2.20:
Sei z eine beliebige komplexe Zahl. Die Folge x, = (1 + Z)" konver-
giert gegen einen von z abhingenden Grenzwert x*(z), der auch als e*
oder auch als exp(z) bezeichnet wird. Die Funktion exp : z + e* heif}t

,Exponential-Funktion®. Der spezielle Grenzwert e = e! fiir z = 1
heift ,,Eulersche Zahl“:

1 n
e = lim <1+f) ~ 2.71828... .
n

n—oo

Der Beweis ist sehr technisch und bringt keine wirklichen Erkenntnisse. Nur
der Vollstédndigkeit halber wird eine Teilskizze angegeben:

Beweisskizze: Wir betrachten nur den Fall z = 1. Man zeigt jeweils per In-
n

duktion, dass die reelle Folge x,, = (1 + %) streng monoton wachsend in n ist

und dass

1 n 1 n—1 1 1
() =) () e ()
Yn <+n—1 +n—1 +n—1 Tn—1 +n—1

streng monoton fallend in n ist. Da offensichtlich z,, < y, < yo = 4 gilt, ist x,
monoton wachsend und nach oben beschrénkt. Dies reicht, um die Konvergenz
von (x,,) zu folgern (Satz 2.28). Zusatz: y, ist monoton fallend und nach unten
durch y, > x,—1 > 1 = 2 beschriankt, konvergiert also ebenfalls. Es gilt

1 1
lim y, = nli_)r{)loxn,l . (1 + 71) = lim x,_1- lim (1 + — 1)

n—oo n — n—oo n—oo

= lim z,_1 = lim z,.
n—oo n—oo

Damit liefert jedes x,, eine untere und ¥, eine obere Schranke fiir die Eulersche
Zahl, wobei das Intervall [z,,y,], in dem sie zu finden ist, auf die Linge 0
zusammenschrumpft.

Q.E.D.

Eine technische Voriiberlegung fiir den Beweis des kommenden Satzes 2.22:
Technischer Hilfssatz 2.21:
Sei (2,) eine komplexe Nullfolge mit der Eigenschaft, dass (n? - z,) be-
schrénkt ist (d.h., es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle Indizes n
|zn| < % gilt). Dann gilt
lim (14 z,)" = 1.

n—oo
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Der Beweis ist sehr technisch und bringt keine wirklichen Erkenntnisse. Er ist
nur der Vollsténdigkeit halber angegeben:

Beweis: Es gilt (Aufgabe 8) fiir jedes z € C:
2" —1=(z—-1)- <1+z+-~-+z"*1>.
Fiir z =1+ z, folgt
(1+2p)" —1=2y,- (l—i-(l—i-zn)—|—---+(1—|—zn)"_1>.
Die Dreiecksungleichung liefert
(1+zn)”—1‘ < |znl- (1+|1+zn|+---+\1+zn|“—1)
<Ll - (T (U fznl) 4o (T [z,
Mit (1 4+ |2,)* < (1 + |2,|)" fiir alle k = 0,1,...,n — 1 folgt
0 20)" = 1] <zl - (U4 2™ + (L Jzl)" 4o+ (L [2a])")

=n - |zn| - (14 [za])"

Wegen |2,| < ¢/n? gilt auch |z,| < ¢/n:
n
‘(1+zn)n—1} gn.|zn|-(1+5) < o] - e
n

Wegen |z,| < ¢/n? gilt |n - 2,| < ¢/n:

c- e’

-] <2

n—oo n—oo

Damit gilt lim ((1 +2p)" — 1) =0, und es folgt lim (1+ z,)" = 1.
Q.E.D.
Der folgende Satz ist fundamental und sehr wichtig:

Satz 2.22: (Funktionalgleichungen der Exponentialfunktion)
Fiir alle z,21,20 € C, n € Z gilt:
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Trotz aller Wichtigkeit des Satzes: der Beweis bringt keine wirklichen Er-
kenntnisse und ist nur der Vollstdndigkeit halber fiir technisch Interessierte
angegeben:

Beweis: Es gilt

(022" (-2 1-2)
(2202 (- 2)

2 . 2 . . n
:<1_21+Z1 2tz 2% (Z1+Zz)> '

n? n3
Die Folge

B P24zt 220 (214 22)

In == 2 - 3

n n
1 z21-29 (21 + 2
= — - z%—&-zl-zz—i—zg—l- 1022 (2 2)

n? n

erfiillt die im Hilfssatz 2.21 geforderte Bedingung |z, | < ¢/n? mit

21 22+ (21 + 22) |21 - 22 - (21 + 22)]

n

)Z%+z1.22+zg+ ’§|z%+21-22+23|+

|24z -zt 4oz (21 + )| =c
Hilfssatz 2.21 liefert damit

lim <1+21+z2)n- (1-2)" (1-2)" = tim (1) =1

n— oo n n n n—o00

und folglich gilt:

n—00 n n— oo n n—oo n

z z —z —Z
— eflt22 1 2

- € - €

O\
Mit € = lim (1 + —) = lim 1" =1 folgt fiir 21 = 2,290 = —2:
n

n—o0 n—oo

Fiir allgemeine z1, zo folgt dann:

1= 621+22 e R LT = 621+22 — %l . %2

Hiermit folgt fiir n € N:

(62)71 — ez . ez e ez — 6z—l—z—l—...—l—z — €n~z

Mit e=# = 1/e” folgt die selbe Eigenschaft auch fiir negative ganzzahlige Poten-
Zen n.

Q.E.D.
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Beispiel 2.23: Einige Rechnungen mit MuPAD. Die Exponentialfunktion heifit exp:
>> 1limit((1 + 1/n)"n, n = infinity)

exp (1)
Mit % wird auf den letzten Wert zugegriffen:

>> float (%)
2.718281829

>> exp(20) = float (exp(20))
exp(20) = 485165195.4
>> exp(3 + I/2) = float(exp(3 + I/2))
exp(3 + 1/2 I) = 17.62671695 + 9.629519358 I
Fiir reelle Argumente kann die Exponentialfunktion mittels plotfunc2d gezeichnet

werden. Falls x vorher einen Wert zugewiesen bekommen hatte, mufl dieser zunéchst
mittels delete geloscht werden:

>> delete x:
>> plotfunc2d(exp(x), x = -2..3)

2.2 Weitere Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt werden einige allgemeine Sétze formuliert, die hilfreich
sind, die Konvergenz von Folgen zu priifen. Als Vorbereitung wird zunéchst das
Supremumsaxiom vorgestellt. Es garantiert, dass R ,,vollstdndig® genug ist, um
die Existenz diverser Grenzwerte zu sichern.

2.2.1 Das Supremumsaxiom fiir R

Welcher Unterschied besteht zwischen der Menge R der reellen Zahlen und der
Menge Q der rationalen Zahlen? In beiden Mengen ist die Arithmetik (Additi-
on, Subtraktion, Multiplikation, Division) definiert und verlafit die Menge nicht.
Mathematisch gesprochen: beide Mengen sind ,,Korper*. Die Einfithrung der
reellen Zahlen als Verallgemeinerung der rationalen Zahlen ist dadurch moti-
viert, Gleichungen wie z.B. z? = 2 l6sen zu konnen (v/2 ist eine irrationale
Zahl, also in R, aber nicht in Q). In diesem Sinne ist R , vollsténdiger* als Q.
Worauf lauft dies mathematisch hinaus?
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Definition 2.24: (Beschrénktheit)
Eine Teilmenge A von R heifit ,,nach oben bzw. nach unten be-
schrinkt®, wenn es Zahlen M € R bzw. m € R gibt, so dass a < M
bzw. m < a fiir alle a € A gilt. Die Zahl M bzw. m heifit ,,obere bzw.
untere Schranke* fiir A. Eine sowohl nach oben als auch nach unten
beschrinkte Menge heifit ,,beschrinkt. Es gilt |a| < max(|m|, |M|) fiir
alle a € A.

Das Supremumsaxiom 2.25:

Jede nach oben beschridnkte nichtleere Teilmenge A von R besitzt eine
kleinste obere Schranke (,,das Supremum® von A):

sup A = min{M € R;a < M Va € A}.

Jede nach unten beschriankte nichtleere Teilmenge A von R besitzt eine
groBte untere Schranke (,, das Infimum* von A):

inf A = max{m € R;m < aVa € A}.

Hierbei braucht man als Axiom eigentlich nur die Existenz eine Supremums
zu fordern. Das Infimum von A ergibt sich dann automatisch als das negative
Supremum der Menge der negativen Werte in A:

inf A= —sup {—a;a € A}.

Die Existenz des Minimums/Maximums aller oberen/unteren Schranken, wel-
che das Supremum/Infimum definieren, ist die gewiinschte Vollsténdigkeit der
reellen Zahlen, die R z.B. von QQ unterscheidet.

Bemerkung 2.26: Existiert in A C R ein maximales Element, so ist dieses
Maximum auch das Supremum:

sup A = max A.

Aber nicht jede beschriankte Menge hat ein maximales Element. Z.B. hat A =
[0,1) kein Maximum, denn das Supremum sup A = 1 (der einzige Kandidat fiir
das Maximum) liegt nicht in A.

Beispiel 2.27: Beispielsweise garantiert das Supremumsaxiom, dass es eine positive
reelle Zahl v/2 gibt, deren Quadrat 2 ist. Betrachte dazu A = {a € R;a? < 2}. Die
beiden Lésungen von 22 = 2 ergeben sich als

V2=supd, —v2=infA.
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Das ist intuitiv plausibel, kann aber auch ganz formal bewiesen werden. Wir betrach-
ten hier nur das Supremum und fithren den Beweis von (sup A)? = 2 fiir technisch
Interessierte formal durch:

Offensichtlich ist die Menge A beschrénkt (sicherlich gilt z.B. A C [—3/2,3/2]). Es ist
zu zeigen, dass das Supremum (nennen wir es s) in der Tat s? = 2 erfiillt:

Sicherlich gilt s > 0, also speziell 24 s > 0.

Angenommen, es gilt s> < 2. Dann kann s keine obere Schranke von A sein, denn
z.B. die Zahl
252 2.54s524+2-52 242-5
a =S + = =
2+ s 2+ s 2+ s
——

>0

wére echt grofler als s und liegt in A, denn es gilt

a2:4+8~5+4~52 (8+8-5+2-5%)—2-(2—s?)

(2+5)2 B (24 5)2
22480 -2-(2-5) _ | 2=
- CEPE =2-2 7(2+5)2<2'

Widerspruch!
Angenommen, es gilt s> > 2. Dann kann s nicht die kleinste obere Schranke von A
sein, denn z. B. die Zahl

2—s? 2-s+s2+2—-5> 2425

24+ s 24+ s T 24
——
<0

M=s5+

ist kleiner als s und ist obere Schranke von A, denn wegen

_4+48-s544-5 (848-5+2-5%)+2-(s*—2)

M? = =
(24 )2 (2+ )2
2-(24s)2+2- (s —2) 52 -2
= =242 — > 2
2+ 9)2 RN CEP
N—_——
>0

gilt:
aceA o d>°<2 = *<M? = a<M.

(Im letzten Schritt wird ausgenutzt, dass wir bereits wissen, dass M = (2+2-s)/(2+s) >
0 gilt, da sicherlich s > 0 gilt.) Widerspruch!

Also muss s = 2 gelten.
Q.E.D.
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2.2.2 Konvergenz monotoner reeller Folgen

Die folgende Aussage ist duflerst hilfreich, denn sie gerantiert Konvergenz, oh-
ne dass der konkrete Grenzwert bekannt zu sein braucht. Die Aussage beruht
auf Monotonie und ist daher nur auf reelle Folgen anwendbar. Die Konvergenz
basiert auf dem Supremumsaxiom 2.25 fiir R.

Satz 2.28: (Konvergenz monotoner Folgen)
Sei (x,,) eine monoton steigende bzw. fallende reelle Folge. Ist die Folge
nach oben bzw. unten beschrinkt, also x, < M bzw. m < x, fiir alle
Indizes n, so ist (x,) konvergent. Es gilt

lim z, =sup {z;n € N} <M bzw. m < lim z, = inf {z,;n € N}.
n—oo n—oo

Beweis: Betrachte eine monoton steigende und durch M nach oben beschrankte
Folge (z,,). Setze A = {xn;n € N}. Der gesuchte Grenzwert ist z* = sup A.
Zum Beweis der Konvergenz gegen x* sei € > 0 beliebig vorgegeben. Da z*
die kleinste obere Schranke von A ist, ist z* — € keine obere Schranke, d.h., es
existiert ein Index N(€) mit zy() > 2" — e. Wegen der Monotonie gilt fiir alle
Indizes n > N (e):

x*Za:nza:N(E)Zx*—e = 0<z'—z,<e = |2¥—uz,/<e

Da z* die kleinste obere Schranke von A ist, gilt fiir die obere Schranke M die
Ungleichung «* < M.

Die Konvergenz monoton fallender, nach unten beschrinkter Folgen ist analog
zu beweisen.

Q.E.D.
Beispiel 2.29: Betrachte
n
1 1 1
tn=Y =l gttt
k=0
Offensichtlich ist (z,) monoton steigend und nach oben beschrinkt:
111 1 — 1 1- o
NNy N 7 ~~ k=0 2
— 1 1 1 1
=30 Tar <3z <gn-T

Die Folge konvergiert gegen einen Grenzwert < 3 (es ist die Eulersche Zahl 2.71828...).
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2.2.3 Cauchy—Folgen und der Banachsche Fixpunktsatz

Wir betrachten einige Aussagen, die sowohl in R als auch allgemeiner in C
gelten. Zunéchst wird der Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Kon-
vergenz von Folgen durch den folgenden Satz aufgedeckt:

Satz 2.30: (Komplexe und reelle Konvergenz)
Sei zp, = xp +1i - yp € C mit z,,y, € R. Die Folge (z,) konvergiert dann
und genau dann gegen z* = x* + i -y* (z*,y* € R), wenn Real- und

Imaginérteil einzeln konvergieren: lim x, = z*, lim y, = y*.
n—oo n—oo

Beweis: Es gilt |z, — 2*|? = (2, — 2*)2 + (yn — ¥*)%
Gilt (z,) — o* und gleichzeitig (y,) — y*, so ist |z, — 2*|* eine Nullfolge, also
auch |z, — z*|. Dies ist per Definition die Konvergenz (z,) — z*.

Umgekehrt, es gelte (z,) — 2*. Mit
0§|xn_x*|§‘zn_2*|p 0§|yn_y*‘§’2n_2*|

folgt mit Satz 2.17 unmittelbar, dass |z, — *| und |y, — y*| Nullfolgen sein

miissen. Dies ist per Definition die Konvergenz (z,,) — z*, (yn) — y*.
Q.ED.

Die Definition der Konvergenz 2.5 benétigt die Kenntnis des Grenzwerts. Der
folgende Satz 2.31 ist eine Existenzaussage, mit der auch ohne Kenntnis des
konkreten Grenzwerts die Konvergenz abgelesen werden kann. Zunéchst die ent-
scheidende Begriffsbildung;:

Definition 2.31: (Cauchy-Folgen)

Eine Folge (z,) in C heifit ,,Cauchy—Folge*, wenn zu jedem e¢ > 0 eine
reelle Zahl N (e) existiert, so dass fiir alle n,m > N (€) gilt: |z, — zm| < €.

Satz 2.32: (Die konvergenten Folgen sind die Cauchy—Folgen)

Eine Folge in C konvergiert dann und genau dann, wenn sie eine Cauchy—
Folge ist.

Der Beweis ist technisch und bringt keine wirklichen Erkenntnisse. Er ist nur
der Vollstédndigkeit halber angegeben:

Beweis: Wir betrachten zunéchst Folgen (x,,) in R.
Konvergenz = Cauchy—Folge: Ist (z,,) konvergent mit Grenzwert x*, so gibt
es zu € > 0 ein N(e), so dass

|ty — 2% <€, |og,—z%<e
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gilt fiir alle n,m > N(e). Fiir alle n,m > N(¢/2) folgt

€ €
[Ty, — T | = |2n — 2"+ 2" — 2| < |xp — 2|+ 2" —2m| < =+ = =

2 73~ ©

d.h., (z,,) ist eine Cauchy—Folge.

Cauchy—Folge = Konvergenz: Sei (z,,) eine Cauchy—Folge mit |z, —x,,| < €
fiir alle n, m > N, (e). Hieraus folgt, dass die Menge A,, = {x;,; m > n} fiir jedes
n beschrankt ist:

<zn| + [2m — 2nl,
|Tm| = [Tm — Tn + Tl

> ’xn| - |xm - xn|7
wobei z.B. |z, — x,| < 1 fiir m,n > N,(1) gilt. Man kann also definieren:
ap, = inf {z;m >n}, by :=sup {z,;m >n}.

Offensichtlich gilt a, < z, < b,. Die Folge b, ist monoton fallend, da die
Suprema immer kleinerer Mengen betrachtet werden. Analog ist die Folge a,
monoton wachsend. Nach Satz 2.28 konvergieren damit (a,) und (b,) gegen
gewisse Grenzwerte a* und b* mit o < b*. Wir zeigen, dass a* = b* gilt.
Angenommen, es gilt a* < b*. Betrachte € = (b* — a*)/4 > 0. Wéhle ein n >
N, (€). Da a,, als Infimum die grdfite untere Schranke von A, ist, ist a,, + € keine
untere Schranke von A, mehr: es gibt ein m; > n, so dass z,,, < a, + €. Anlog
gibt es ein mg > n, so dass zp,, > b, — €. Wegen der Monotonie von (a,) und
(bn) gilt a,, < a* und b, > b*, also:

b, —a, >b"—a" =4 e
Damit folgt

Tmy — Tmy = Tmy —bn+bp —ap+ap — Ty, > —€+4-€—€> €
—_— e S N —

>—c >4-€ >—c

Hierbei gilt my, ma > n > N, (€). Mit der Cauchy—Eigenschaft von (z,) miifite
fiir solche Indizes aber |2, — Tm,| < € gelten. Widerspruch!

Damit ist gezeigt, dass reelle Folgen (x,) genau dann konvergieren, wenn sie
Cauchy—Folgen sind. Analog zu Satz 2.30 ist leicht gezeigt, dass eine komplexe
Folge genau dann eine Cauchy—Folge ist, wenn die Folgen der Real- und Ima-
ginérteile beide Cauchy—Folgen sind. Zusammen mit Satz 2.30 ergibt sich damit,
dass auch komplexe Folgen genau dann konvergieren, wenn sie Cauchy—Folgen
sind.

Q.E.D.
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Auch wenn der Begriff , Cauchy—Folgen“ sehr technisch ist, ist er fiir Anwen-
dungen sehr interessant. Er taucht (wenngleich nur im Beweis versteckt) beim
fiir die Praxis sehr wichtigen Banachschen Fixpunktsatz fiir kontrahierende Ab-
bildungen auf. Zunéchst einige relevante Begriffe:

Definition 2.33: (Hiufungspunkte von Mengen)

Ein Punkt z* € C heifit ,,Haiufungspunkt* einer Menge A C C, wenn
fiir jedes € > 0 die sogenannte ,,e-Umgebung* von z*

U(2*) = {2 € C;|z — 2*| < ¢}
mindestens einen Punkt in A enthélt: U.(2*) N A # 0.

Geometrisch ist die e-Umgebung eines Punktes z* ein Kreisgebiet mit Mittel-
punkt z* und Radius €, wobei in der obigen Definition der Kreisrand
{z€C;|lz— 2" =¢€}

mit zur Umgebung gerechnet wird.

Beispiel 2.34: Offensichtlich ist jeder Punkt in A ein Hiufungspunkt von A (denn
dieser Punkt liegt in jeder e-Umgebung von sich selbst). Es kann aber auch Punkte
auerhalb von A geben, die Hiufungspunkte von A sind. In R sind z.B. die Endpunkte
von Intervallen stets Haufungspunkte, selbst wenn das Intervall A = (a,b) C R offen
ist. Z.B.: offensichtlich liegt fiir € > 0 der Punkt # = min((a + b)/2,a + €) sowohl in
A = (a,b) als auch in der ¢ Umgebung von a. Also ist a ein Hiufungspunkt von A.

Fiir den Banachschen Fixpunktsatz brauchen wir weiterhin die Begriffsbildung
»abgeschlossene Menge“. Wir definieren den Begriff | offene Menge* gleich mit
(brauchen ihn momentan aber nicht).

Definition 2.35: (abgeschlossene Mengen)

Eine Menge A € C heifit ,,abgeschlossen*, wenn jeder ihrer Haufungs-
punkte in A liegt. Die Menge heifit ,,offen“, wenn ihr Komplement
C\A={z€C;z¢ A} abgeschlossen ist.

Beispiel 2.36: Abgeschlossene Intervalle [a,b] in R sind abgeschlossene Mengen. Die
hier definierten e-Umgebungen

Uc(z*) ={2€C;|z—2*| < ¢}

sind abgeschlossene Mengen in C .
Achtung: in der Literatur werden als e-Umgebungen oft die Mengen

Uc(z") ={2€C;|z — 2"| < ¢}

betrachtet, die den Kreisrand {z € C; |z — 2*| = ¢} nicht enthalten. Diese Mengen sind
nicht abgeschlossen, denn die Punkte des Kreisrands sind Haufungspunkte. Die U,
sind offene Mengen.
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Wir definieren den Begriff einer kontrahierenden Abbildung:

Definition 2.37: lentfallt

Eine Abbildung ® : A C C — C heifit ,,Kontraktion in A*, wenn eine
»,Kontraktionskonstante“ k € [0, 1) existiert, so dass fiir alle z,y € A
gilt:

[(z) — (y)| < k- |z -yl

Zur Namensgebung: der Abstand zweier Bildpunkte |®(z) — ®(y)| einer Kon-
traktion ist stets kleiner als der Abstand der Urbildpunkte |z — y|.

Bemerkung 2.38: Kontraktionen sind automatisch das, was wir spéter als | |entfallt
sstetige Funktionen“ einfiihren werden. Fiir jede konvergierende Folge (z,) kon-
vergiert ®(zy,), und es gilt

lim ®(z,) = <I>( lim zn>.
n—o0 n—oo
Dies ist leicht einzusehen. Sei z* der Grenzwert von (z,). Die Kontraktionsei-
genschaft liefert

0 <|®(z) — P(2")| < |2z — 27|

Wegen der Konvergenz z, — z* ist die rechte Seite eine reelle Nullfolge. Mit
Satz 2.17 folgt, dass |®(z,) — ®(z*)| eine Nullfolge ist, was die Konvergenz
®(z,) — P(2*) bedeutet.

lentfallt

Der folgende wichtige Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen geht auf
Stefan Banach (polnischer Mathematiker, 1892 — 1945) zuriick. Er setzt neben
der Kontraktionseigenschaft als wichtige Annahme voraus, dass die Kontraktion
ihren Definitionsbereich in sich selbst abbildet:

Satz 2.39: (,BFS“: der Banachsche Fixpunktsatz) lentfallt

Sei ® : A — A eine Kontraktion in einer abgeschlossenen Menge A C C
mit einer Kontraktionskonstanten k < 1. Dann

a) existiert ein eindeutig bestimmter Fixpunkt z* = ®(z*) € A,

b) konvergiert jede Folge zp,+1 = ®(z,) mit beliebigem Startwert zyp € A
gegen z*,

c¢) gelten fiir jede solche Folge die Abschétzungen
k k"

— % —2Zn—1| <

1—k [#n = 201l 1—k
|
“a posteriori” “a priori”

|z — 2] < |21 — 20/




entfillt |
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Vom (wiederum sehr technischen) Beweis braucht man eigentlich nur zu wissen,
dass man zeigen kann, dass die per z,4+1 = ®(z,) konstruierten Folgen Cauchy—
Folgen sind. Der Fixpunkt ergibt sich dann iiber den Grenzwert der Folgen,
dessen Existenz mittels Satz 2.32 gesichert ist. Aus der Kontraktionseigenschaft
folgt die Eindeutigkeit (alle Folgen konvergieren gegen denselben Grenzwert).
Fiir technisch Interessierte ist der Beweis der Vollstdndigkeit halber angegeben:

Beweis: Zeige: (z,) ist Cauchy-Folge.
[2ntm = 20| = |2n4m = Zngm—1 + Zngm—1 F - = Zng1 + Znl — 2l
< zntm = Zngm—t] + [2n4m—1 — Zngm—2| + - + 2041 — 20l
fur jedes n,m > 0. Aus |z; — zj_1| = |P(2j—1) — P(zj—2)| < k- |zj—1 — zj—2|, d.h,,
|25 = zj—1l S k- lzjm1 — zjoa] <K - |zj2 — 28 <
folgt
|Znam — Zn] < E™ | 2na1 — 2| F K™% |2ng1 — 2| o F [Zng1 — 20l

2 m—1 1=k
= (Lt k+ K K o — 2l = e — 2l

|Zn+1 - Zn| (ﬁ) k |Zn - Zn71| < k? |Zn71 - Zn72’ < (#<#) k™ ‘Zl - ZO|'
- 1-k - 1—k - 1—k - - 1—k
Mit k™ — 0 folgt die Cauchy-Eigenschaft. Es existiert somit ein Grenzwert z*.
Mit zp € Aund ® : A — A folgt 2z, € A = z* ist Haufungspunkt von A =
z* € A (abgeschlossen). Da ® im Sinne von Bemerkung 2.38 stetig ist:

2" = lim zp41 = lim ®(z,) = @(lim z,) = ®(=%) .

n—oo 1—00 n—oo

Eindeutigkeit: fiir einen weiteren Fixpunkt z** # z* folgt der Widerspruch
|z* = 2™ = |®(2") — (™) < k-|2F =2 < |25 =27
Die Abschétzungen c) ergeben sich aus (#) und (#+#):

EREAN gL
Zn — An—1 = 1k

lm |zpim — 20| = |25 — 24| < |21 — 20/ -
[e.e]

m—

-y
Q.E.D.
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entfillt| | Interpretation und Anwendung 2.40:

Eine Gleichung f(z) = 0 sei zu lésen. Der BFS gibt ein Rezept, wie man
Néherungen fiir die Losung konstruieren kann:

1) Formuliere die Gleichung f(z) = 0 in ein dquivalentes Fixpunktpro-
blem z = ®(z) um.

2) Ist ® kontrahierend auf einer Umgebung A der Loésung und bildet
® diese Menge A auf sich selbst ab, so 148t sich der BF'S anwenden:
wéhle einen beliebigen Punkt zy € A und iteriere zp4+1 = ®(zy).
Diese Folge konvergiert gegen eine Lésung des Fixpunktproblems und
damit gegen eine Losung des Ausgangsproblems f(z) = 0.

3) Hat man durch Abschétzungen eine Kontraktionskonstante k fiir die
Menge A gefunden, kann man mit den a-priori- bzw. a-posteriori-
Abschéitzungen bestimmen, wie weit man noch von der Losung ent-
fernt ist und abbrechen, sobald eine vorgegebene Zielgenauigkeit er-
reicht ist.

Mit der a-priori-Abschétzung kann man aus dem Startpunkt zy und dem
néchsten Punkt z; sofort ermitteln, wie oft man iterieren muf3, um die Ziel-
genauigkeit zu erreichen (die Iterationswerte werden dafiir nicht benétigt).
Nachdem die Iteration durchgefiihrt worden ist und Zahlenwerte fiir z,
vorliegen, kann man a-posteriori abschétzen, welche Approximationsge-
nauigkeit nun wirklich erreicht ist (die a-posteriori-Abschétzung ist prin-
zipiell genauer als die a-priori-Abschétzung).

Bemerkung 2.41: Es gibt viele Wege, eine gegebene Gleichung f(x) = 0 in | |entfillt
eine Fixpunktgleichung © = ®(x) umzuformen, z.B.

O(z) =z —g(z)- f(2)

mit einer (praktisch beliebig wihlbaren) Funktion g(x). Ist f(x) differenzierbar
und ist die Losung im Sinne von Definition 1.10 eine einfache Nullstelle, so ist
g(x) = 1/f'(x) eine ausgezeichnete Wahl. Die Iteration lautet dann

_ f(zn)

f'(@n)
Man kann zeigen, dass es immer eine (eventuell kleine) Umgebung A einer Null-
stelle von f gibt, auf der ® eine Kontraktion ist und fiir die ®(A) C A gilt.
Damit gilt der BFS auf einer (leider oft nicht konkret bekannten) Umgebung
einer Losung, und es gilt:

Tni1 = P(zp) = 2 (das ,,Newton-Verfahren*).

Fiir hinreichend genaue Startwerte xg dicht bei einer Losung x* von
f(z) = 0 konvergiert die Newton-Folge xy41 = xn, — f(zy)/f (xn)
gegen x*.
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Bei einfachen Nullstellen ist die Konvergenz beim Newton-Verfahren sehr
schnell, da die Kontraktionskonstanten auf kleinen Umgebungen der Lésung
prinzipiell sehr klein sind.

entfallt |

Beispiel 2.42: In einer Softwareumgebung gebe es die Grundarithmetik, aber keine
Wurzelfunktion. Um diese zu implementieren, soll die Gleichung y? = b fiir gegebenes
positives b € R nach y gelost werden. Mittels Division durch eine geeignete 4er-Potenz
kann b auf das Interval [1,4] transformiert werden (in Binirdarstellung kostet dies
nichts). Sei nun a = b/4™ € [1,4]. Ist x € [1,2] eine Lésung von 2% = a, so ist y = 2" -z
die gesuchte Losung des Ausgangsproblems y? = b.

Das verbleibende Problem ist also, ein « € [1,2] zu finden, das das Nullstellenproblem
f(x) = 22 —a = 0 mit a € [1,4] erfiillt. Hierzu soll das Newton—Verfahren benutzt
werden. Betrachte also

B flx) ?—a 2*4a 1 a
@(m)—x—f,(x)—w— 2.2 2.z —5(1‘—1—;)

Die entsprechende Iteration lautet also

1 a
Tnt+1 = 5 (-/En"i'i)

n

Das Verfahren konvergiert sehr schnell gegen z* = \/a. Beispiel: a = 2, g = 1.5:
xo = 1.5, x1 = 1.416666666..., x5 = 1.414215686...,

r3 = 1.414213562..., x4 = 1.414213562...,

Die folgende Analyse ist wiederum sehr technisch und an technisch Interessierte
addressiert:

Analyse: betrachte das Intervall A = [\/a, 14%], das die Lésung /a enthélt. (Dieses
Intervall fillt hier vom Himmel.) Die folgenden Rechnungen zeigen, dass dieses Intervall
in der Tat so ist, dass der BFS angewendet werden kann.

Es ist zunichst zu zeigen, dass ®(A) C A gilt. In Erinnerung an die Schule berechnen

wir dazu )

1 a ¢ —a
o' :7.(1—f):7>0
(z) 2 x? 2-22 ~
fiir # € [\/a, 13%]. Die Funktion ist also in diesem Bereich monoton steigend, und damit
gilt

1+a 1+a a 1+4+a
o(Va) = a < ® <¢>( ): <
(\/5) \/5_ ($)_ 9 4 +1+a_ 9

fiir alle z € [\/a, 12]. Als Kontraktionskonstante auf A schiitzt man ab:

Ca-(z—y)
Ty
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:u.’1 L’:M.(l_i><|ﬂf—y‘.(1_ )

2 Czey 2 vy = 2 (a2

| | 1 (a—1)2
= | — C— .
Yy et

Also, in Abhéngigkeit von a ist
1 /a—1\2
=35
2 \a+1

eine Kontraktionskonstante fiir ® iiber A. Fiir alle a € [1,4] gilt k£ < 0.18, d.h., ® ist
auf A in der Tat eine Kontraktion.

Speziell, fir a = 2 ist k = 1/18 =~ 0.0555. .. . Starten wir mit xg = 3/2, so ergibt sich
x1 = 17/12 und die a-priori-Abschitzung liefert

k™ 3
— Vo< —. — = —
lon = V2 < 7 b~ = g
Nach n = 5 Schritten ergibt sich beispielsweise
25 — V2| <4.7-1078,

d.h., z5 beschreibt garantiert die ersten 7 bis 8 Dezimalstellen von /2 korrekt. (In
Wirklichkeit ist x5 schon wesentlich genauer, aber mehr gibt die a-priori-Abschétzung
nicht her.)

Bemerkung 2.43: Das letzte Beispiel hat gezeigt, dass das Abschétzen von | |entfallt
Kontraktionskonstanten miihselig ist. Es geht aber auch einfacher! Fiir stetig
differenzierbares ® gilt, dass

k= sup {|@'(z)|;z € A}

die bestmdgliche (weil kleinste) Kontraktionskonstante iiber einem Intervall
A C R ist. Um dies einzusehen, brauchen wir aber den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, der erst spéter bereitgestellt wird.

2.2.4 Teilfolgen und Haufungspunkte

-lab hier
Neben der Konvergenz gibt es den (schwécheren) Begriff von ,, Teilkonvergenz*, :
der sich in sogenannten , Hiufungspunkten von Folgen“ (im Unterschied zum

schon eingefiihrten Begriff ,, Hiufungspunkte von Mengen*) manifestiert. Ibehandelt
Definition 2.44: (H&iufungspunkte von Folgen)

Ein Punkt z* € C heifit , Hiufungspunkt* der Folge (z,), wenn in jeder
e-Umgebung von z* unendlich viele Folgenglieder liegen, also: zu jedem
€ > 0 existieren unendlich viele Folgenglieder z, mit |z, — z*| < e.
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Beispiel 2.45: Die Folge z,, = (—1)", also (z,) = (—1,1,—1,1,...) hat die beiden
Haufungspunkte 7 =1 und z5 = —1.

Der Punkt 7 = 1 ist Haufungspunkt, denn fiir alle Folgenglieder mit geradem Index n
(dies sind unendlich viele) gilt |z,, — 27| = 0 < € fiir jedes ¢ > 0.

Der Punkt x5 = —1 ist Haufungspunkt, denn fiir alle Folgenglieder mit ungeradem
Index n (dies sind unendlich viele) gilt |z, — 23| = 0 < € fiir jedes € > 0.

Bemerkung 2.46: Sei n; < ng < ... eine streng monoton steigende Folge von
Indizes in N. Die Folge (zp,) = (#n,, #ny, - - -) heifit ,, Teilfolge* der Folge (z,).

z* ist genau dann Hiufungspunkt der Folge (z,), wenn

es eine gegen z* konvergierende Teilfolge von (z,) gibt.

Zu einem gegebenen Héufungspunkt z* folgt eine explizite Konstruktion einer
konvergenten Teilfolge. Zu € = 1/k gibt es unendlich viele Folgenglieder z, mit
|zn, — 2*| < 1/k. Wéhle n; als den ersten Folgenindex, fiir den der Abstand
zwischen z, und dem Hédufungspunkt den Wert 1/k unterschreitet:

1
ny 1= min {n;n > ng_q;lzn — 27| < k} (ng :=0).
Nach Konstruktion gilt |z,, — z*| < ¢ fiir alle k = 1,2,... und damit auch
|2n; — 2% < % < & fiir alle nj > ny,. Damit konvergiert (z,,) gegen z*.

Umgekehrt, gibt es eine gegen z* konvergente Teilfolge von (z,), so liegen in
jeder e-Umgebung von z* alle bis auf endliche viele Glieder der Teilfolge. Also
ist z* ein Hiufungspunkt von (z).

Beispiel 2.47: Fiir die Folge (x,) = (—1,1,—1,1,...) aus Beispiel 2.45 konvergiert
die Teilfolge (x2,x4,...) = (1,1,1,...) gegeben den Hiufungspunkt 1 und die Teilfolge

) ) 7

(z1,23,...) = (=1,—1,—1,...) gegeben den Haufungspunkt —1.

Satz 2.48:

Eine konvergente Folge besitzt genau einen Hiufungspunkt: den Grenz-
wert.

Beweis: Fiir den Grenzwert z* einer konvergierenden Folge (z,) gibt es fiir
jedes € > 0 ein N(e), so dass alle Folgenglieder mit Indizes > N(€) in der e-
Umgebung von z* liegen. Damit ist der Grenzwert ein Haufungspunkt. Gébe
es einen weiteren davon verschiedenen Haufungspunkt z**, gébe es fiir e =
|z** — 2*|/3 > 0 mindestens einen Folgenpunkt z,, mit Index n > N(e) in dieser
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e-Umgebung von z**, und es wiirde folgen:
Bre=2" =2 =" —zpnt 2 — 2 < | — 2]+ |z — 2 < 2 €

Widerspruch!
Q.E.D.

Satz 2.49: (Bolzano (1781-1848) und Weierstrass (1815-1897))

Eine Folge heifit beschrankt, wenn die Menge aller Folgenpunkte be-
schriankt ist. Es gilt: Jede beschriankte Folge besitzt mindestens einen
Hiufungspunkt.

Wir verzichten auf die strenge technische Durchfithrung des Beweises und
geben nur die Idee an:

Beweisidee: Die Folge liege innerhalb eines Quadrates in der komplexen Ebene.
Zerlege dieses Quadrat in 4 gleichgrosse Teilquadrate der halben Seitenlédnge.
Mindestens eines der Teilquadrate enthilt unendliche viele der Folgenglieder.
Wihle eines dieser Teilquadrate aus und zerlege es wiederum in 4 Teilquadra-
te usw. Die so konstruierte Folge von Quadraten schrumpft auf einen Punkt
zusammen (dies ist der Haufungspunkt), in dessen Nihe nach Konstruktion un-
endlich viele der Folgenpunkte existieren.

Q.E.D.

Bemerkung 2.50: Nach Bemerkung 2.46 heift dies:

’Jede beschriankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. ‘

2.3 Unendliches, uneigentliche Konvergenz

In diesem Abschnitt geht es um eine oft niitzliche Schreibweise, die in der hier
vorgestellten Form nur bei reellen Folgen sinnvoll ist. Die ,,unendlichen Werte*
+o00 sind keine reellen Zahlen, sondern dienen nur als niitzliche Abkiirzungen,
um gewisse Situationen zu beschreiben. Wir lassen +o0o als (,,uneigentliche)
Grenzwerte reeller Folgen zu:

Definition 2.51: (oo als Grenzwert)

e Eine reelle Folge (z,) ,konvergiert (uneigentlich) gegen oo,
wenn die Folgenglieder jede beliebig vorgegebene Schranke ¢ > 0
iiberschreiten: zu jedem reellen ¢ existiert eine reelle Zahl N(c), so
dass x,, > c gilt fiir alle Indizes n > N(c). Schreibweise:

lim z, =00 .
n—oo
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e Eine reelle Folge (z,,) ,konvergiert (uneigentlich) gegen —oo*,
wenn die Folgenglieder jede beliebig vorgegebene Schranke ¢ < 0
unterschreiten: zu jedem reellen c existiert eine reelle Zahl N(c), so
dass xy, < ¢ gilt fiir alle Indizes n > N(c). Schreibweise:

lim z, = —o00 .
n—oo

Beispiel 2.52: Die Folgen z,, = n, x, = n?, z,, = \/n, z,, = 2" konvergieren gegen oc.
Die Folgen x,, = —n, x,, = —n?, x,, = —/n, T, = —(2") konvergieren gegen —oo.

Beispiel 2.53: Achtung: die Folgen z,, = (—=1)" - n (also (—1,2,—-3,4,—5,...)) oder
auch z,, = (—2)™ (also (—2,4, —8,16,—32,...)) konvergieren nicht gegen co oder —oo,
sie divergieren!

Man darf getrost mit oo und —oo rechnen, wobei folgende Rechenregeln gelten:

entfillt| | Rechenregeln fiir 00 2.54:

Sei ¢ eine reelle Zahl.

e ¢t oo = =00,

e ¢ (+o00) = tsign(c) - 0o fiir ¢ # 0. Hierbei ist sign(c) das Vorzeichen
von c.

) i%.o =0,

® 00+ 00 = 00, —00 — 00 = —0Q,

e 0000 =(—00)"(—00) =00, 00 (—00) =(—00) 00 =—00,

® 00® =00, 00" =0,

e (X =ccfirc>1,c*=0fird<c<l,
c®=0firc>1,c®=cfir0<c<l.

entfillt| | Beispiel 2.55: Die Folge z,, = n® + n konvergiert gegen oco:

lim (n® 4+ n) = lim n® 4 lim n =004 00 =00 .
n—oo n—oo n—oo

Aus dem obigen Ergebnis folgt sofort das néichste Ergebnis:

entfillt | | Beispiel 2.56: Die Folge z,, = ﬁ konvergiert gegen 0:

1 1
lim - —— -0
n—oond+n  lim (n®+n) o0

n—oo
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Beim Rechnen mit +00 mufl man aber etwas Vorsicht walten lassen. Wenn man

auf eine der folgenden Situationen st6ft, darf man nicht weiterrechnen, sondern

mufl die betrachteten Grenzwerte anders ermitteln:

Undefinierte Ergebnisse beim Rechnen mit +oco 2.57: lentfallt
e 0 (£o0) = ,undefiniert”,

e 00 — o0 = ,undefiniert”, —oo + oo = ,undefiniert®,
e ¢® =  undefiniert” fiir ¢ <0 und ¢ =1,
e ¢~ = _undefiniert® fiir c < 0 und ¢ =1,
° % = ,undefiniert”.
Beispiel 2.58: Betrachte die Folge z,, = n® — n: lentfallt
lim (n3 —n) () lim n® — lim n (0 00 — 00 () ,undefiniert*.
n—oo n—oo n—oo

Dies heifit nicht, dass kein Grenzwert existiert, sondern nur, dass wir den Grenzwert
iiber die Rechenregeln mit +o0o nicht berechnen kénnen. Man muf} in einem solchen
Fall genauer untersuchen. Z.B funktioniert folgendes Argument:

lim (n® —n) = lim n?’-(l—i): lim »® - lim (1—i>

n— 00 n— oo n2 n— oo n— oo n2
1 1

:oo~<17 - 2>:oo~(17—>:oo~(170):oo.
lim n 00

Ein weiteres solches Beispiel:

Beispiel 2.59: Betrachte die Folge z,, = 2;}13_:’1”: lentfallt
: 3
g 2704 @) A (274 n) 4 00 (2 dofimiort
nooe mA+1 Lim (nPi1) oo | TocomHent

n—oo

Dies sagt wiederum gar nichts dariiber aus, ob ein Grenzwert existiert oder nicht. In
diesem Fall fithrt wieder ein wenig Manipulation zum Erfolg:

2-n3+n 713'(2"’%) 2+ -5
n—oo TL+1 nﬂoon4(1+#) nHoon(1+L4)

24+ = 2
= = =0
oo-(l—l—é) R
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2.4 Wachstum von Folgen, Landau-Symbole

Algorithmen werden typischerweise auf Problemklassen angewendet, die einen
,GroBenparameter n haben: Invertierung von n x m Matrizen, Sortieren ei-
ner Liste mit n Elementen, Untersuchungen auf Graphen mit n Knoten usw.
Die Laufzeit des Algorithmus wichst mit der durch n gegebenen Grofle des
Problems, und man mochte oft eine einfach zu lesende Kostenabschétzung in
Abhéngigkeit von n angeben. Hierzu dienen die sogenannten ,,Landau-Symbole
O (,,Big-Oh*), o (,,Small-Oh“) etc.:

Notation 2.60:

Seien (fy), (gn) Folgen komplexer Zahlen.

e [, = O(gn) heiBt, dass die Folge |fy|/|gn| nach oben beschrénkt ist.
e fn, = o0(gn) heifit, dass die Folge f,/gn eine Nullfolge ist.
o fn = Q(gn) heiBt, dass die Folge |gn|/|fn| nach oben beschrénkt ist.
e [, =w(gn) heifit, dass die Folge g,/ f, eine Nullfolge ist.

o fn = O(gn) heifit, dass die Folgen |fn/gn| und |gn/fn| nach oben
beschréinkt sind: es existieren positive Konstanten ¢ und C, so dass
¢ lgnl <|fnl < C - |gn| gilt fiir alle hinreichend grofien n.

Hierbei nimmt man implizit an, dass man sich fiir grole Werte von n interessiert.
Eigentlich sollte man genauer sagen: f, = O(gy,) ,,im Limes n — oco® etc.

H,n2+1=0(n3),n?+1=0(n*), n?+1=0(2"),

Beispiel 2.61: n?+1=0(n
1 1 1 1
:O(—), ] :O( , n*=o(n?), n?=o0(2"),

L b f(,(L)

n+1 n vn n+1  \yn/’
2 n’ 3y 2" 2 n’ 3

2-n+1 = Q(n), 2.n°+1 = w(n), 5= Q(n?), - = w(n?), 2:n+1 = BO(n), 5 = O(n”).

Beispiel 2.62: Man kann n lineare Gleichungen fiir n Unbekannte numerisch stets mit
héchstens etwa n3/3 Multiplikationen 16sen. Also:

»Die Kosten der Losung eines linearen n x n Systems ist O(n?).*

Ist die Koeffizientenmatrix eine obere oder untere Dreiecksmatrix, kommt man mit
héchstens n? /2 Multiplikationen aus. Die Kosten sind in diesem Fall O(n?).

Die Kosten, alle Eigenwerte und -vektoren einer n x n-Matrix numerisch zu bestimmen,

sind O(n?).

Das Sortieren einer Liste mit n Elementen kostet O(n -log,(n)) Vergleichsoperationen.
(Genauer: es existieren Sortieralgorithmen, die mit diesem Aufwand auskommen).

116.5.02
lab hier

lwieder

|behandelt



Kapitel 3

Reihen

Es geht nun um spezielle Folgen, deren Glieder durch Summation entstehen.
Fiir diese ,,Reihen“ gibt es spezielle Konvergenzkriterien.

3.1 Definitionen, Beispiele, Sitze

Definition 3.1: (Reihen)

Die einer komplexen Folge (z,) zugeordnete ,,Reihe* ist die Folge (Sy)
der ,,Partialsummen*
n
Sn = Z 2k
k=1

Existiert ein Grenzwert der Partialsummen, so nennt man ihn den Wert

n o
der ,,unendlichen Reihe‘ und schreibt auch lim Z zZp = Z zi.. Eine

n—oo
k=1 k=1
oo
Reihe heifit ,,absolut konvergent*, wenn der Grenzwert Z |2k| exi-

' k=1
stiert.

43
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Beispiel 3.2: Die sogenannte ,,arithmetische Reihe* besitzt eine explizite Darstel-
lung:

Il
—_

_|_
N

+
+
=

|
=
+

3

Sn = i:k
k=1

I
N~
/
—
+
N}
_l’_
+
)
|
N
+
S

no4m-1) 4+ 2 + 1 )
)

-((n+1)+(n+1)+~-~+(n+1)+(n+1)

|
N

n Summanden
‘n-(n+1).

|
N~

Halten wir fest:

3

k=

=

Die arithmetische Reihe konvergiert damit uneigentlich gegen oo.

Beispiel 3.3: Sei z € C. Eine ,,geometrische Reihe* ist von der Form
Sn:1+z+z2+~~+z":22k .

Auch in diesem Fall kann man eine explizite Formel fiir .S,, angeben:

n _ n+l n+l _
Snzzzkzl z :Z 1
P 1—-2 z—1

Dies ist leicht nachzuvollziehen:
1-2)-8, = (1—2)-1+z+22+--+2")
= 1 (Q4z+22+-42")
—z (424224 +2")

1+z+22 442"

—z =22 = ="

+1

= 1 — L,

Mit der expliziten Summenformel ist die Konvergenz geometrischer Reihen leicht zu
iiberpriifen. Fiir |z| < 1 konvergiert 2"*1 gegen 0 (Beispiel 2.10):

. 1

E K= fir |z < 1.
1-=2

k=0




3.1. DEFINITIONEN, BEISPIELE, SATZE 45

Diese Reihe konvergiert absolut, denn mit denselben Argumenten konvergiert

> 1
> et = fiir [z < 1.
k=0

12|

Beispiel 3.4: Einige Berechnungen mit MuPAD. Fiir die symbolische Berechnung von
Summen ist die Funktion sum zusténdig:

>> sum(k, k = 1..n)

Durch Faktorisierung mittels factor ergibt sich oft eine einfachere Form:

>> factor (%)
1/2 n (n + 1)

Die geometrische Reihe:

>> sum(z"k, k = 0..n)

>> assume(0 < z < 1):
>> sum(z"k, k = 0..infinity)

Beispiel 3.5: Die periodische Dezimaldarstellung 0.d;d2ds mit Dezimalziffern d €

{0,1,...,9} steht fiir 0.dydads didads didads . ... Solche zyklischen Dezimalentwick-

lungen sind rationale Zahlen. Sei n = ,didads®* = dy - 100 + ds - 10+ d3 € {0,...,999}:
dy da d3 dy da ds

e

Cdydods dydyds dydads .= 24 224 98 4L
0. di1dads Ghdzds dadads 10 7102 T108 T 10t T 105 T 108

n n n

d1-100+d2-10—|—d3+d1-100+d2~10+d3
103 106

o0

_n n n n n 4e=n Z 1
© 1000 10002 10003 a P 1000%
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o (S - ) ) - () -

k=0 1000
Bemerkung: statt der formalen Rechnung kann man die Beweisidee fiir die Summen-
formel der geometrischen Reihe explizit nachvollziehen, was in diesem Fall als “Re-
chentrick” sogar ganz einfach zu merken ist:

1000-z = d1d2d3 . d1d2d3 d1d2d3 .
- r = 0.d1d2d3 d1d2d3
999z = dydads.000 000 ... = r=
213283 999
n

Das Cauchy-Kriterium (Definition 2.31 und Satz 2.32 ) liefert folgendes Kon-
vergenzkriterium fiir Reihen:

Satz 3.6: (Das Cauchy-Kriterium fiir Reihen)

Die Reihe ), zi, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem e > 0 ein N ()

m
gibt, so dass ‘ Z zr| < e gilt fiir alle m > n > N(e).
k=n

Beweis: Nach dem Cauchy-Kriterium konvergiert die Folge S, = > ;_; 2,
wenn es zu jedem € > 0 ein N (e) gibt, so dass

| S, — Sn| < € fiir alle m,n > N(e).

Hierbei ist S, — 5, = ZZ”:”H zx fiir m > n. Ersetzt man n durch n — 1 ergibt
sich das angegebene Kriterium.
Q.E.D.

Als Folgerung ergibt sich, dass absolut konvergente Reihen konvergieren:

Satz 3.7: (Absolute Konvergenz impliziert Konvergenz)

[e.e] oo
Wenn Z |zk| konvergiert, dann auch Z 2k
k=1 k=1

m m

Beweis: Die Dreiecksungleichung liefert )sz‘ < Z |21 Erfullt >, |2l
k=n k=n

das Cauchy-Kriterium 3.6, so ist dieses Kriterium automatisch auch fiir >, 2

erfiillt.
Q.E.D.

Nur Reihen iiber Nullfolgen kénnen konvergieren:
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Satz 3.8:

o0
Wenn die Reihe Z zi, konvergiert, dann ist (z) eine Nullfolge.
k=1

Beweis: Das Cauchy-Kriterium 3.6 mit m = n besagt, dass es zu jedem € > 0

ein N (e) gibt, so dass
n
PRI
k=n

fiir alle n > N(e) gilt. Dies ist die Konvergenz (z,) — 0.
Q.ED.

Dies ist kein Konvergenz- sondern ein Divergenzkriterium: bilden die Summan-
den keine Nullfolge, muf3 die Reihe divergieren!

Beispiel 3.9: Die Reihe ), kiﬂ konvergiert nicht, da die Summanden kkﬁ nicht gegen
0 konvergieren (sie konvergieren gegen 1).

Die Umkehrung gilt nicht: bilden die Summanden eine Nullfolge, so kann man
nicht darauf schlielen, dass die Reihe konvergiert. Ein Gegenbeispiel:

ist unbeschrankt,

| =

n
Beispiel 3.10: Die sogenannte ,,harmonische Reihe* S, = Z
k=1

d.h., sie divergiert.

Beweis: Betrachte die Teilfolge (Sam):

L S
Tty 3 T LTy 8 2m—1 41 2m
—_
>%=1 >Z=1 >2pmt=1
1 1 m
oty =145
—

Da (S,,) monoton wiichst, konvergiert (S,,) uneigentlich gegen oo.
Q.E.D.

Auf dieses Argument kommen wir spater beim ,, Kondensationskriterium* 3.20 zurtick.

Der Satz 2.28 liefert fiir reelle Reihen folgendes Konvergenzkriterium:

Satz 3.11: (Reihenkonvergenz bei positiven Summanden)

Sei (xy) eine reelle Nullfolge mit x, > 0. Die Reihe ), xj, konvergiert
dann und genau dann, wenn die Partialsummen Y ,_, xj, nach oben be-
schrankt sind.



48 KAPITEL 3. REIHEN

Beweis: Wegen x;, > 0 ist die Partialsummenfolge S, = > }_, z; monoton
steigend. Ist sie beschriankt, konvergiert sie nach Satz 2.28. Konvergiert sie, ist

sie selbstverstandlich beschriankt.
Q.E.D.

Wir erinnern an Beispiel 2.29:

Beispiel 3.12: Mit k! =1-2-3-...-k > 2*~1 sind die folgenden Partialsummen nach
oben beschrankt:

1 1 1 1 1
S”_Zk':1+i+5+5+ +
k=0 —~ = =~ —~
_ 1 1 1 1
=30 Tar <3z <gn-T
n711 1_%
<1+227:1+ 1 <3
k=0

1
Damit konvergiert Z 71 sesen einen Wert < 3 (es ist die Eulersche Zahl 2.718...).
k=0

3.2 Rechenregeln und das Cauchy-Produkt

Die Rechenregeln 2.13 liefern sofort:

Satz 3.13: (Rechenregeln)
a) Wenn ), z, konvergiert, dann auch ), c - z, fiir jedes ¢ € C:

oo o
E C-Z —=C¢C- E Zle.
k=1 k=1

b) Wenn ), 2z, und ), Z konvergieren, dann auch ), (2 £ Zx):

(o) o0 o
dlortzm) =) = £ > &
k=1 k=1 k=1

Beweis: Satz 2.13 a) + b) angewendet auf die Partialsummen.
Q.E.D.

Es macht Sinn, Reihen miteinander zu multiplizieren. Da das Distributivgesetz
aus dem Produkt zweier Partialsummen eine endliche Doppelsumme

(a1+-'-+an)-(b1+-'-+bn)zzzai'bj

i=1 j=1
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ergibt, muss man die Summanden zun#chst gezielt zusammenfassen, um zu
einer Folge von Partialsummen fiir das Produkt zu kommen. Wir fiihren eine
»,2Anordnung* ein, indem wir einen formalen Ordnungsparameter ¢ einfiithren:

n n
ZGFZ%'C’“K:l '
k=1 k=1
Das Produkt ordnen wir dann nach Potenzen von (:

(ay-CHag-C24+--)-(b-C+by-C+--)

=a1-bi -+ (ar-bataz b))+ (a1 -by+az-by+az-b)- (P4

Die einzelnen (-Potenzen liefern die Summanden der Partialsummen. Dies mo-
tiviert die folgende Definition:
Definition 3.14: (Das Cauchy-Produkt von Reihen)
Das ,,Cauchy-Produkt* (die ,,Faltung*) zweier Reihen ), ax, > by
ist die Reihe ), cj, mit
C — Z a; - bj.
ij

i+j=k

Satz 3.15: (Konvergenz des Cauchy-Produkts)

o0 o0
Sind die Reihen Z ag und Z by, absolut konvergent, so auch das Cauchy-

k=1 k=1
00

Produkt ick. Es gilt ick = (Zak> . (ibk)
k=2 k=1

k=2

Beweis: (Fiir technisch Interessierte) Fiir die Partialsummen des Cauchy-
Produkts gilt

Slel =23 b <03 lail Iy
k=2

k=2 i k=2 i
i+i=k itj=k

< eyl = (3 l) - (X )

i<n,j<n
Da die rechte Seite fiir n — oo konvergiert, ist die rechte Seite beschrinkt. Nach
Satz 3.11 liefert dies die Konvergenz von ), |cx/, also die absolute Konvergenz
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des Cauchy-Produkts.
Das Cauchy-Produkt konvergiert gegen das Produkt der einzelnen Summen:

(S0)- () -] = [E X wn =Y Tt

=1 j=1 = 0,J

\v/ i+j=k
(a) b (c)
Som Sén’ San
=| X b Y fail- byl
0] 0]
1<2n,j<2n 1<2n,j<2n
i+j>2n i+j>2n

2n 2n
< max(lan,...,|azal) - Y bl + max(|bal,. .., [banl) - D> lail.

j=n+1 i=n-+1

Da (ay), (by,) Nullfolgen sind, ist der letzte Ausdruck eine Nullfolge. Fiir die
Partialsummen folgt

sS4 = gl . g®) | Nullfolge,,

n

was zur Behauptung sl (D2 a@i) - (325 by) fiihrt.
Q.E.D.

3.3 Spezielle Konvergenzkriterien

Es gibt eine Anzahl spezieller Kriterien fiir die Konvergenz/Divergenz von Rei-
hen:

Satz 3.16: (Majorantenkriterium)

Sei Y 72 | x), eine konvergente Reihe mit reellen Summanden zy, > 0. Sei
(zn,) eine komplexe Folge. Gilt fiir alle bis auf endlich viele Indizes |zj| <
x, so konvergiert die Reihe Y - | zj, absolut.

Bezeichung: ), =, heift ,,konvergente Majorante* fiir ), zj.

Beweis: Die Partialsummen von ), |2;| sind beschrénkt (0.B.d.A. nehmen wir
an, |zp| < xy gilt fir alle Indizes):

n n 9]
P EDBE D IS
k=1 k=1 k=1

Nach Satz 3.11 konvergiert ), |2x|, d.h., die Reihe ), 21, konvergiert absolut.
Q.E.D.
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Satz 3.17: (Minorantenkriterium)

Sei Y12, xy, eine divergente Reihe mit reellen Summanden xj > 0 Sei
(yn) eine reelle Folge. Gilt fiir alle bis auf endlich viele Indizes xj, < y, S0
divergiert die Reihe Y ;- | yi (genauer: sie konvergiert uneigentlich gegen
0).

Bezeichung: ), xj heifit ,,divergente Minorante* fiir ), yj.

Beweis: Wiirde die Reihe ), y konvergieren, wire sie eine konvergente Ma-
jorante fiir ), zx, und nach Satz 3.16 miifite ) , x konvergieren.
Q.E.D.

Satz 3.18: (Quotientenkriterium)
Sei (zy) eine komplexe Folge. Gilt fiir alle bis auf endlich viele Indizes
Eral < ¢ it einem Wert ¢ € (0,1), so konvergiert die Reihe > 72 z

A
absolut.

Beweis: Aus der Abschéitzung folgt
|2 < c-lapa] <@z < < FT

Die geometrische Reihe 37, |21]- ¢*~! konvergiert nach Beispiel 3.3 fiir ¢ € (0,1)
und ist damit eine konvergente Majorante fiir ), zy.
Q.E.D.

Satz 3.19: (Wurzelkriterium)

Sei (zy,) eine komplexe Folge. Gilt fiir alle bis auf endlich viele Indizes
Y/|zk| < ¢ mit einem Wert ¢ € (0,1), so konvergiert die komplexe Reihe
> rey 2K absolut.

Beweis: Aus der Abschitzung folgt |z;| < ¢*. Damit ist die geometrische Reihe
>, cF fiir ¢ € (0,1) eine konvergente Majorante fiir >, 2.
Q.E.D.

Satz 3.20: (Kondensationskriterium)

Ist (x,,) eine monoton fallende Folge positiver reeller Zahlen, so konvergiert
> ik dann und genau dann, wenn die Reihe

00
E 2m - Tgm
m

konvergiert.
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Beweis: Nach Satz 3.11 ist zu entscheiden, ob die Partialsummen S,, = ZZ:l Tk
beschrankt sind. Betrachte

Sont1_1= X1 +To+x3+x4+ - F+T7+ -+ Ton + -+ Tont1_3
e —

=1z <2-x9 <4-x4 <2n.xon

S i 2m . Tom.
m=0

Konvergiert ), 2™ - x9m, so sind alle Partialsummen S,, beschrankt und ), xj
konvergiert. Umgekehrt gilt:

Son =m1+ @2 +a3+tastTs+-Fagtoc Ty + oo+ X0
~ e N———— ~

=1-x2 >2-x4 >4-xg >2n—1l.z0n

n n
1
Zf]fl‘f— E 2mjl'x2m2§' E 2m‘.’132m.
m=1 m=1

Divergiert ) 2™ - x9m, so sind alle Partialsummen unbeschrankt und ), xj
divergiert.
Q.ED.

Hier eine Reihe von Beispielen zu den diversen Kriterien:

Beispiel 3.21: Wir setzen das Majorantenkriterium 3.16 ein, um zu zeigen, dass die
Reihe Y77, k% konvergiert. Dazu machen wir eine Anleihe beim kommenden Bei-
spiel 3.31, wo die Konvergenz

= 1
R

k=1

gezeigt wird. Dazu schiitzen wir xp = k% gegen Jp = m ab (>, Ux soll als kon-
vergente Majorante fir ), z; dienen). Es gilt zwar nicht unmittelbar |z| = 2, < ¥,

aber mit

k2>k~(k+1)
- 2
(& 2- k2> K2+ k & k%> k; dies ist fiir alle k > 1 erfiillt) folgt
IR B
TR Tk (k) T

Mit Beispiel 3.31 folgt
ixk <iyk:ik.(;+1) =2
k=1 k=1 k=1

Das Majorantenkriterium garantiert hiermit die Konvergenz von ), k% Welchen Wert
diese Reihe hat, haben wir damit allerdings nicht herausbekommen.
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Beispiel 3.22: Die in Beispiel 3.21 betrachtete Summe wird mit MuPAD berechnet:

>> sum(1/k"2, k = 1..infinity)

Hierbei ist PI = 7 = 3.1415.... Zur Kontrolle vergleichen wir diesen Wert mit einer
langen, aber endlichen Summe:

>> float (%)
1.644934067

>> sum(1.0/k"2, k = 1..1000)

1.643934567
oo

k+1
(Das passt einigermaflen.) Einige weitere Summen, z.B. E . +
=1

(k+2)-(k+5)

>> sum((k + 1)/k/(k + 2)/(k + 5), k = 1..infinity)

323/900

=1
Oder auch Z ﬁ:
k=1

>> sum(1/k~3, k = 1..infinity)

zeta(3)

Dieser Reihenwert hat keine elementare Darstellung. Stattdessen stellt MuPAD ihn mit-
tels der (unter Mathematikern) berithmten speziellen Funktion zeta (die sogenannte
Riemannsche Zeta-Funktion) dar. Das niitzt uns hier relativ wenig, da wir mit die-
ser Funktion nicht ndher vertraut sind. Zumindestens kann man hiermit aber bequem
Gleitpunktnéherungen berechnen:

>> float (%)
1.202056903

Die Web-Seite mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html liefert weitere
Informationen zur Zeta-Funktion.
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Beispiel 3.23: Die Reihe > 7, ﬁ konvergiert nicht fiir n — oo: zwar konvergieren

die Summanden z; = ﬁ gegen 0, aber ,nicht schnell genug*:

100 1000 10000

1 1 1
— = 18.5896...., — = 61.8010... , — = 198.5446... .

Genauer gesagt: die Reihe ,konvergiert uneigentlich gegen co“. Beweis: die nach Bei-
spiel 3.10 divergierende harmonische Reihe ist eine divergente Minorante:

<

x| =
=S
o=

n k

Beispiel 3.24: Betrachte die Reihe Z %, wo z eine beliebige feste komplexe Zahl ist
k=0
k

z
(beachte: 0! = 1). Diese Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium. Mit z; = o
ist der Quotient zweier aufeinander folgender Summanden '

S|E+L
el _ G LR el R L]
2] EE TR Dl (k)R k1

Fiir hinreichend grofle k (nédmlich k > 2 - |z|) gilt

|2k 41 2| 2|
lze] — 2-|2[+1 2z

N —

=—-=c<1,
womit das Quotientenkriterium erfiillt ist.

Der Grenzwert heifit ,,Exponentialfunktion® e* bzw. exp(z). In der Tat stimmt die
Reihe mit der in Satz 2.20 benutzten Definition iiberein (was noch zu zeigen wire):

z . Z\" Oozk 252 23
e® = exp(z) = lim (1—1-5) :ZE:1+Z+?+€+”"
k=0

n—oo

Die Reihendarstellung der exp-Funktion bietet einige Vorteile. Fiir kleine Argumente z
gilt z.B. die Naherung
2 3 2

z z z
exp(z) =1+ _z + 51 + o e R 1+z+5.
Klei —~— ~—
e noch kleiner noch viel
kleiner

Wir ersparen uns hier den Beweis fiir

Z\" OCZk
i (142)" =32
Jm (1) =25

der einigen technischen Abschéitzungsaufwand erfordert.
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o0
1
Beispiel 3.25: Die Reihe Z w konvergiert genau dann, wenn p > 1 gilt.
k=1
Beweis: fiir festes p > 0 ist die Folge x; = 1/kP monoton falled. Das Kondensationskri-
terium liefert die Konvergenz, wenn

'mz=12 < Xgm = mZ:lQ : (2m)p - Z (2m)p—1 - Z (2r—Tym

m=1

konvergiert. Diese geometrische Reihe konvergiert, wenn < 1 gilt, d.h., fiir p > 1.

2r—1
Fiir p <1 ist die harmonische Reihe ), % eine divergierende Minorante.

3.4 Bedingte Konvergenz, Umordnungen

Es gibt einen Spezialfall, wo die Tatsache, dass die Summanden eine Nullfolge
bilden, fiir die Konvergenz der Reihe ausreicht: alternierende Reihen:

Satz 3.26: (Das Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen)

FEine reelle Folge (x,,) heifit “alternierend*, wenn fiir jeden Index z,, und
Zn41 unterschiedliche Vorzeichen haben. Ist zusétzlich |x,| monoton fal-
lend und (x,,) eine Nullfolge, so konvergiert die zugeordnete ,alternierende
Reihe“ ), x.

Beweis: Fixiere ein beliebiges n. Durch Induktion nach m ist leicht zu zeigen,

dass
m
> < ol
k=n

fiir alle m > n gilt. Da |x,| eine Nullfolge bildet, ist das Cauchy-Kriterium 3.6
erfiillt.
QED.

Beispiel 3.27: Die ,,alternierende harmonische Reihe*

11 1 2 (—1)kH1
177 - — — e — —_—
2tz 3= K

k=1

erfiillt das Leibniz-Kriterium und konvergiert (der Grenzwert ist In(2)).

Die alternierende harmonische Reihe konvergiert, aber sie konvergiert nicht ab-
solut (die harmonische Reihe ist bekanntlich divergent). Fiir solche ,,bedingt* (=
nicht absolut) konvergente Reihen ist hochste Vorsicht geboten: die Reihenfolge
der Summation ist wichtig!



o6 KAPITEL 3. REIHEN

Beobachtung 3.28:

Fiir die alternierende harmonische Reihe des letzten Beispiels gilt:

S:1_1+1_1+}_1+1_1+'
2 '3 45 6 71 8

s 1 1 1 1

7 = 2 T t% R

35 _ THE SN Lo

2 3 2 5 74

Man kann sich leicht iiberlegen, dass in der letzten Reihe der Kehrwert
jeder natiirlichen Zahl genau einmal auftaucht. In der Tat erhélt sie alle
Summanden der alterniernenden Reihe S, nur dass die Summanden anders
angeordnet sind:

»<Nehme 2 positive Summanden von S, dann einen negativen, dann

die beiden néchsten positiven, dann den nédchsten negativen usw.“

Diese Umordnung hat den Grenzwert veréindert!

Erstaunlicherweise kann man durch eine geeignete Umsummation jeden beliebi-
gen Grenzwert erreichen:

Satz 3.29: (Riemannscher Umordnungssatz fiir bedingt konvergente Reihen)

Sei ), x}, eine konvergierende reelle Reihe, die nicht absolut konvergiert:
> i |TK| = oo. Dann gibt es zu jedem S € R eine bijektive Abbildung
P :N — N (eine “Permutation* von N), so dass

>_wpgy = lm > zpg =S
k=1 k=1
gilt.
Die Beweisidee ist sehr einfach, der Beweis ist konstruktiv. Sei
Nt ={neNuz,>0}, N ={neNz, <0}

Man {iberlegt sich, dass die Divergenz von ), |z)| zusammen mit der Kon-
vergenz von ), ry bedeutet, dass ), n+ 2k gegen oo und ),y Tk gegen
—oo konvergiert. Zu gegebenem S wihle solange Indizes in N, bis die Summe
iiber die entsprechenden positiven xj zum ersten Mal S iiberschreitet (wegen
Y ken+ Tk = 0o wird dies sicherlich irgendwann geschehen). Dann wihle solange
Indizes in N, bis durch Hinzuaddieren der entsprechenden negativen zj zum
ersten Mal S unterschritten wird (wegen ), -y ) = —oo wird dies sicherlich
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irgendwann geschehen). Dann wiihle wieder Indizes auf N*, bis S iiberschrit-
ten wird usw. Die Differenz zwischen S und der iiberschreitenden bzw. unter-
schreitenden Zwischensumme ist jeweils kleiner als das letzte Folgenelement,
das addiert bzw. subtrahiert wurde. Die Folgenglieder sind aber eine Nullfolge,
da ), xj konvergiert. Damit konvergieren die konstruierten Zwischensummen
gegen S. Details: siehe z.B. Chr. Blatter, Analysis 1, Springer.

Q.E.D.

Gliicklicherweise ergibt sich dieses Umordnungsproblem bei absolut konvergie-
renden Reihen nicht. Jede Umordnung der Reihenglieder liefert die selbe Sum-
me:

Satz 3.30: (Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen)

Sei Y, zi, eine (komplexe) absolut konvergierende Reihe. Dann konver-
giert Y, zp fiir jede Permutation P absolut gegen den selben Grenz-
wert.

Beweis: siehe z.B. Chr. Blatter, Analysis 1, Springer.

3.5 Summation per Partialbruchzerlegung

Es gibt einige Situationen, wo man (endliche) Reihen explizit berechnen kann.
Der Reihenwert ergibt sich als Grenzwert des expliziten Ausdrucks:

n
1
Beispiel 3.31: Betrachte Z 2 . Die entscheidende Beobachtung ist:
k=1

— (k+1)

1 1 1

k-(k+1) k k+1

(man bringe % — k%H auf den Hauptnenner). Hiermit ergibt sich

- 1 /1 1 "1 &1
Zk-(kJrl):’;(k_lﬁ—l):;k_;lﬁ—l

k=1
1 1 1
= 1+3+5+-+4=
11 ., _1_ 1
2 3 n n+1
— _ 1
n+1

Man nennt so eine Summe auch ,, Teleskopsumme*: sie 14t sich zu einigen wenigen
Termen ,,zusammenschieben*, da sich fast alle Summanden aufheben. Es folgt:

n

0o 1 _ 1 1 o ) 1 »
Eimm—nﬂokzw—nﬂo( —n+1)— :

=1
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Der im obigen Beispiel angewendete Trick 148t sich systematisch anwenden:

Rezept (Summation durch ,,Partialbruchzerlegung*) 3.32:

Betrachte die Summe ), ay, iiber einen ,rationalen“ Ausdruck in k:

cot+ci-k+--+cp- kP
d0+d1.]{;+...+dq.]{;q

ap —

mit p+ 2 < q (fiir p+ 2 > q divergiert die Reihe ), ay).

e Schritt 1: Bestimme die Nullstellen ki, ko,...,k; des Nennerpoly-
noms P(k) =dy+di-k+---+dg-ki=dy- (k—Fki)-...- (k—kqg).

e Schritt 2: Sind alle Nullstellen einfach, so kann man den Ausdruck

stets folgendermafien additiv zerlegen: es gibt Werte e1, ea, .. ., €4, SO
dass
k kP
ak:CO+Cl + -ty e1 €9 4y €q .
do+di-k+---+dg - k1 k—kz k—k,
Finde diese Werte eq, ..., eq! Man bringt dazu die rechte Seite dieses

Ansatzes auf den Hauptnenner (das ergibt nach Konstruktion das
Nennerpolynom P(k)). Das Zihlerpolynom muss mit dem Zéhler
der linken Seite iibereinstimmen. Vergleiche in den Zihlern die Ko-
effizienten der k-Potenzen, die einzeln iibereinstimmen miissen. Dies
fiihrt zu einem (stets losbaren) linearen Gleichungssystem fiir
€1,...,€q.

e Schritt 3: Es gilt

e &
E:% E:Q;}l kf@+””+kj@)

k=1

n el n es n es
_g;k—k1+ggk—k2+”'+g;k—k;

Unterscheiden sich die Nullstellen um ganze Zahlen, so 148t sich die-
se Summe von Summen als ,Teleskopsumme” zu einem expliziten
Ausdruck in n vereinfachen.

k
—2-k2—k+2
Schritt 1: Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind k1 =1, ks = —1, ks = 2:

Beispiel 3.33: Betrachte Z =

B =2k —k+2=(k-1)-(k+1)(k—2).
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Schritt 2: Mache den Ansatz:
k - €1 €9 €3
B2k —k+2 k-1 k+l k-2

Bringe die rechte Seite auf den Hauptnenner und ordne den Zahler nach k-Potenzen:

(] €9 €3
k71+k+1+k 2

:61'(k+1)-(/€ ) +er-(k—1)-(k—2)+es-(k—1)-(k+1)
(k=1)-(k+1)-(k—-2)

e (k+1)-(E—2)4e-(k—1)-(k—2)+e3-(k—-1)-(k+1)

- (k=1)-(k+1)-(k-2)

e1-kP—e - k—2-e1+ey-k?—3-e9-k+2-e3+eg-k%—eg
(k=1)-(k+1)-(k—2)
(e1+extes) kP +(—e1—3-e2) k4 (—2-e1+2 ey —e3)
B (k=1)-(k+1)-(k—2) '
Dies muf} als Polynom in k£ mit dem Zihler der Summanden der Reihe iibereinstimmen,
also

E=0-k*4+1-k+0=(e;+ex+e3)k*+(—e1 —3-ex)k+(—2-e1+2 e —e3).

=0 =1 =0

Durch Vergleich der k-Potenzen ergibt sich:
e1t+es+e3=0, —e;—3-e0=1, —2-e14+2-e9—e3=0.

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ist
1 1 2
612—5, 62:_6’ €3=§a
also
k 1 1 1 1 2 1

B2k kt2 2 k-1 6 k+1l 3 k-2
Schritt 3: Reduktion der Teleskopsumme. Beachte, dass eine der Gleichungen e; +e5+
e3 = 0 war. Deshalb ist es kein Zufall, dass sich in der Tat eine Teleskopsumme ergibt:

= (—-1/2) (=1/6) <= (2/3)
2 ki -y s U8 s
k=3 k=3 k=3
(=1/2) (=1/2) (=1/2) (=1/2) (—1/2)
3 T 3 L St A ey

Cys) 4 CUS 1/6) CYORNCYL)
SHCTE0 N R 7 N € ) R )

2 3 4 n—2
- =~
0 0 0
_ (—12/2) + (—2/2) + (—1/2)
e 1/6) + U8y CUO)
_ 29 428 | (CYe) | (216

36 n—1 n n+1l °
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Der Grenzwert fiir n — oo liefert

i k 29
3_9.k2 _ T
kP -2k —k+2 36

Beispiel 3.34: In MuPAD ist die Funktion partfrac (,partial fraction“) fiir die Par-
tialbruchzerlegung zusténdig:

>> partfrac(k/(k"3 - 2+¥k"2 - k + 2))

3 (k-2 6 (k + 1) 2 (k - 1)




Kapitel 4

Funktionen und Stetigkeit

4.1 Funktionen

Definition 4.1:

Eine Funktion f : D +— C ist eine Zuordnung f : z — f(z) einer Zahl
z € D C C zu einem ,,Bildwert* f(z) € C. Der Punkt z heifit auch
»Urbild* von f(z). Die Menge D C C heift ,,Definitionsbereich®, die
Menge

f(D):={f(2); =€ D}
heift ,,Bildbereich* oder auch ,, Wertebereich* der Funktion.
Eine reelle Funktion f : D C R — R heifit

e monoton steigend, wenn f(z) < f(y) gilt

e streng monoton steigend, wenn f(z) < f(y)gilt
e monoton fallend, wenn f(z) > f(y) gilt

e streng monoton fallend, wenn f(z) > f(y) gilt

fiir alle x,y € D mit z < y.

Beispiel 4.2: a) Die (stiickweise definierte) Funktion f: R — R

f(x)
z fiir x <0, /
fz)={ 3 fir0<z<l, L
z firl<z 2 ; -

61
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ist monoton steigend (aber nicht streng monoton steigend). Der Definitionsbereich ist

R, der Bildbereich ist f(R) = (—o0,0] U {%} UL, 00).

Die MuPAD-Graphik dazu (piecewise erzeugt stiickweise definierte Funktionen):

>> f:= piecewise([x <= 0, x],
[0 < x and x < 1, 1/2],
[1 <= x, x])

>> plotfunc2d(f(x), x = -2..2)

b) Die Funktion f : [0,00) +— [0,00), f(z) = /= ist streng monoton steigend. Die
MuPAD-Graphik dazu (sqrt ist die Wurzelfunktion):

4.2 Stetigkeit

Definition 4.3: (Stetigkeit)
Eine Funktion f : D C C +— C heifit stetig am Punkt 2* € D, wenn fiir
jede gegen z* konvergierende Folge (z,) mit z, € D gilt:

lim f(z,) = f(z%). (#)

n—oo

Fiir reelle Funktionen f : D C R — R wird zusétzlich definiert:

Die Funktion f heifit rechtsseitig stetig am Punkt z* € D, wenn (#)
gilt fiir alle gegen x* konvergierenden Folgen (x,,) mit x,, > x*.

Die Funktion f heift linksseitig stetig am Punkt z* € D, wenn (#)
gilt fiir alle gegen x* konvergierenden Folgen (x,,) mit z, < x*.

Die Funktion f heifit stetig auf dem Bereich D, wenn sie an allen
Punkten x* € D stetig ist.

Die formale Definition 4.3 der Stetigkeit sollte man sich so merken:
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Merkregel 4.4:
Fiir beliebige konvergente Folgen z, gilt

Jm few) = £ ( Jim =),

wenn die Funktion f an der Stelle lim z, stetig ist.
n—oo

Ahnlich wie die e-N (¢)-Definition eines Grenzwertes fiir Folgen ist diese Defi-
nition von Stetigkeit technisch und nur in sehr einfachen Féllen praktisch hand-
habbar. Man verlafit sich in der Praxis wiederum auf Rechenregeln, mit denen
Stetigkeit vererbt werden, siehe Satz 4.7. Zunéchst einige einfache Beispiele mit
der formalen Definition:

Beispiel 4.5: a) Betrachte die konstante Funktion f : z € C + ¢ (mit einer konstanten
Zahl ¢ € C). Sei (z,) eine beliebige gegen z* konvergierende Folge. Es gilt

lim f(z,) = lim c=c= f(z").
n—oo n—oo

Damit ist f an jedem Punkt z* € C stetig.

b) Betrachte die Funktion f(z) = z. Sei (z,) eine beliebige gegen z* konvergierende
Folge. Es gilt

lim f(z,)= lim z, = 2" = f(z%).

Damit ist f an jedem Punkt z* € C stetig.

c) Betrachte die Funktion f(z) = 22+1. Sei (z,) eine beliebige gegen z* konvergierende
Folge. Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt

lim f(z,) = nlingo(sz +1)=(lim 2,)2 +1=(2*)2+1= f(z).

n—oo n—oo

Damit ist f an jedem Punkt z* € C stetig.

Man sieht an diesen Beispielen bereits, dass die Rechenregeln fiir Grenzwerte
sofort zu analogen Rechenregeln fiir die Vererbung von Stetigkeit fithren. Vorher
aber noch ein Beispiel zur Unstetigkeit und , einseitigen Stetigkeit:

Beispiel 4.6: Betrachte die reelle Funktion

f(x)
0 firz<0,
f(x):{ 1 fiir 0 < 2.

> T

Diese Funktion ist iiberall stetig, auBler am Punkt z = 0. Dort ist sie aber immer
noch rechtsseitig stetig: néhert man sich dem Punkt z = 0 von rechts, so sind die
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Funktionswerte konstant 1. Der Grenzwert der Funktionswerte ist wiederum 1 und
stimmt mit dem Funktionswert f(0) =1 iiberein.

Die Funktion ist aber nicht linksseitig stetig: néhert man sich dem Punkt z = 0 von
links, so sind die Funktionswerte konstant 0. Der Grenzwert der Funktionswerte ist
wiederum 0 und stimmt nicht mit dem Funktionswert f(0) = 1 iiberein.

Eine stetige Funktion muf aber offensichtlich sowohl links- als auch rechtsseitig stetig
sein, damit ist f am Punkt x = 0 unstetig.

Nun die Rechenregeln:

Satz 4.7: (Rechenregeln zur Stetigkeit)

Seien f und g Funktionen. Sei z* ein Punkt aus dem Schnitt der Definiti-
onsbereiche von f und g (d.h., sowohl f(z*) als auch g(z*) ist definiert).
Seien f und g am Punkt z* stetig. Sei ¢ eine Konstante. Dann gilt:

e Die Funktion z — c- f(z) ist am Punkt z* stetig.

e Die Funktion z — f(z) + g(z) ist am Punkt z* stetig.
e Die Funktion z — f(z) — g(z) ist am Punkt z* stetig.
e Die Funktion z — f(z) - g(z) ist am Punkt z* stetig.

e Die Funktion z — % ist am Punkt z* stetig, falls g(z*) # 0.

e Die Funktion z — \/f(z) ist am Punkt z* stetig.

Weiterhin gilt: ist g am Punkt z* stetig und f am Punkt g(z*), so ist
z+— f(g(z)) am Punkt z* stetig.

Beweis: Betrachte eine beliebige Folge (z,) — z* und wende die Rechenre-
geln 2.13 an.
Q.E.D.

Beispiel 4.8: Die Funktion f(z) = fzj_ll ist {iberall auf R stetig: Da konstante Funk-
2

tionen sowie g(x) = z stetig sind, ist auch h(xz) = = + 1 stetig. Analog ist k(z) = =
und damit auch j(z) = 2? + 1 stetig. AuBerdem gilt j(x) > 0 fiir alle x € R, womit der
Quotient f(z) = % ebenfalls iiberall stetig ist.

Betrachtet man die Funktion in der komplexen Ebene, so ist sie iiberall stetig bis auf
die beiden Punkte +i, wo der Nenner verschwindet.

An diesem Beispiel merkt man, dass folgende ,,Pi mal Daumen-Regel“ gilt:

Merkregel 4.9:

Aus stetigen Funktionen ,zusammengesetzte“ Funktionen sind wieder
stetig. Lediglich an den Stellen, wo man durch 0 teilt, kann die Funktion
unstetig sein.
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Manchmal helfen die Rechenregeln nicht, und man muss technisch abschétzen:

Beispiel 4.10: Die in Definition 2.20/Beispiel 3.24 eingefiihrte Exponentialfunktion
z — exp(z) ist stetig am Nullpunkt. Betrachte dazu eine beliebige Nullfolge h,,, fiir die
0.B.d.A. |h,| <1 gelte. Wegen

h2  hd hn ~ h2
|eh"—1|=‘1+hn+—+§+ - 1‘=|hn| ' oyt
[fn] | [ha]? 11
< lhal- (14 G+ T+ ) Sl (L4 g+ g+ o) = Jhal - (e = 1) < 2+l
ist e» —1 eine Nullfolge, also lim e» =1 = €°. Dies ist die Stetigkeit am Nullpunkt.

Satz 4.11: (Stetigkeit der Exponentialfunktion)

Die in Definition 2.20/Beispiel 3.24 eingefiihrte Exponentialfunktion z +—
exp(z) mit dem Definitionsbereich C ist an allen Punkten z € C stetig.

Beweis: Sei (h;,) eine beliebige Nullfolge. Wegen der Funktionalgleichung 2.22

ettt = e . eb und der gerade gezeigten Stetigkeit im Nullpunkt folgt
. . . lim hn,
lim e*™ = lim e e =€ lim e/ = ¢% - ent " =% . 0 = €.
n—oo n—oo n—oo
Q.E.D.

Die Merkregel 4.9 besagt, dass es potentielle Unstetigkeiten gibt, wenn man
durch 0O teilt. Aber: es kann auch passieren, dass an diesen Stellen Stetigkeit
vorliegt (néimlich bei speziellen § —Situation):

Beispiel 4.12: Die Funktion

#e) o fir z # 1,
zZ) =
2 firz=1

ist iiberall (auch an der Stelle z = 1) stetig. Dies ist leicht gezeigt: Wegen
22 -1 = (2+1)- (2 — 1) ist f nichts anderes als eine komplizierte Schreibweise fiir

f(z) =241

Etwas komplizierter ist

fiir z # 0,

f(z) =
1 fir z = 0.

Auch diese Funktion ist iiberall (auch an der Stelle z = 0) stetig, was durch folgende
Betrachtung plausibel wird:
52

c-1 1(++2+ 1)—1<+ to) =142
z z ST R SDT

2'+
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Eine %fSituation 148t sich mit Hilfe der ,,l’Hospitalschen Regel“ systematisch untersu-

chen, siehe Beispiel 6.37.

4.3 Grenzwerte

Betrachtet man f(z) = (e* — 1)/z, so ist diese Funktion zunéchst mal fiir z = 0
nicht definiert, sie hat dort eine ,,Definitionsliicke*. In Beispiel 4.12 haben wir
einen geeigneten Wert definiert, der die Funktion insgesamt stetig macht. Dieser
Wert ergibt sich als ,,Grenzwert®* der Funktion, wenn das Argument gegen den
kritischen Wert strebt.

Definition 4.13: (Grenzwerte bei Funktionen)
Betrachte eine Funktion f auf dem Defintionsbereich D = C \ {z*}. Der

Wert f* heifit ,,Grenzwert (Limes)“ von f fiir z — z*, wenn fiir jede
gegen z* konvergierende Folge (z,) mit z, € D gilt:
lim () = f*.

n—oo

Die Schreibweise ist dann:  f* = lim f(z).

z—z*

Die Funktion
f(z) fiirz € D,

f*  fir z=2*

zGDU{z*}H{

nennt man die ,,stetige Fortsetzung* von f auf den erweiterten Defi-
nitionsbereich D U {z*}. Nach Konstruktion ist die Fortsetzung stetig am
Punkt z*.

Definition 4.14: (Einseitige Grenzwerte bei Funktionen)
Fiir reelle Funktionen f : D\ {z*} C R — R wird weiterhin definiert::

Der Wert f* heifit ,,rechtsseitiger Grenzwert* von f fiir vt — z*, wenn
limy, 00 f(2n) = f* gilt fiir alle gegen x* konvergierende Folgen (x,) mit
T, > x*. Schreibweise:

ff= lim f(z).

z—x*+0

Der Wert f* heifit ,,linksseitiger Grenzwert* von f fiir + — z*, wenn
lim,, 00 f(xy) = f* gilt fiir alle gegen x* konvergierende Folgen () mit
T, < x*. Schreibweise:

ff= lim Of(x).

r—x*—
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Beispiel 4.15: Fiir eine am Punkt z* definierte und dort stetige reelle Funktion gilt
immer

lim Of(x) = lim f(z)= lim f(z)= f(z").

r—x* — r—x*+0 r—x*

Beispiel 4.16: Betrachte

0 firz <0,
f@) =91 fiir 0 < .

Hier gilt fiir die Sprungstelle 2* = 0:

li = li =1, 1l isti icht.
xﬂu(r)niof(x) 0, $jgriof(x) ;o lim f(z) existiert nicht

Beispiel 4.17: Fiir die reelle Funktion f(z) = L gilt

x

lim f(z)=0.

Tr— 00
Formale Begriindung: Sei (z,,) eine beliebige gegen oo konvergierende Folge:

1 1
lim f(z,)= lim —=—=0.
n— 00 n—oo Ty, 0
Am Punkt 2 = 0 ist f unstetig (,singuldr“): die Funktion hat eine sogenannte Pol-
stelle. Wir lassen die Werte +oo wieder als Grenzwerte zu. Dann existieren einseitige

Grenzwerte:

Jim (f(z) =co,  lim f(z) = —oco.

Das Argument ViewingBox = [-10..10, -10..10] im folgenden Befehl weist MuPAD
an, alles auflerhalb der angegebenen Bereiche zu ignorieren, wodurch sich eine gut
skalierte Graphik ergibt:
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>> plotfunc2d(1/x, x = -10..10,
ViewingBox = [-10..10, -10..10])

Mit dem Grenzwertbegriff fiir Funktionen kénnen wir die Stetigkeit an einem
Punkt auch folgendermafien charakterisieren:

Satz 4.18: (Stetigkeit)

Eine reelle Funktion f ist am Punkt x* genau dann linksseitig stetig, wenn

lim f(z) = f(a")

r—x*—0

gilt. Sie ist genau dann rechtsseitig stetig, wenn

li = *
Jim f(a) = f(27)
gilt. Sie ist genau dann stetig, wenn der links- und rechtsseitige Grenzwert
existiert und beide Grenzwerte mit dem Funktionswert iibereinstimmen:

lim f(x)= lim f(z)= f(z).

rx—ax*—0 r—x*—0

Beweis: Das folgt unmittelbar aus den Definitionen. Fiir die letzte Aussage
beachte, dass eine beliebige gegen z* konvergierende Folge aufgespalten werden
kann in die Teilfolge aller Elemente, die kleiner sind als z* und die Teilfolge aller
Elemente, die groer als z* sind. Die Konvergenz der Teilfolgen gegen f(x*) ist
die links- bzw. rechtsseitige Stetigkeit, die Konvergenz der Gesamtfolge gegen
f(z*) ist die Stetigkeit.

Q.E.D.
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4.4 Der Zwischenwertsatz, das Min/Max-Prinzip

Es folgen zwei sehr wichtige und fundamentale Sétze fiir reelle stetige Funktio-
nen.

Satz 4.19: (Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen)

Sei f : [a,b] — R auf dem Intervall [a,b] C R stetig. Dann nimmt f auf
dem Intervall alle Werte zwischen f(a) und f(b) an: zu jedem y zwischen
den Werten f(a) und f(b) existiert mindestens ein x € |a,b] mit f(z) = y.

Beweis: (nicht nur fiir technisch Interessierte)

Wir benutzen einen expliziten Algorithmus (,,Intervallhalbierung®), um die
Losung von f(x) =y zu finden.

Sei f(a) # f(b) (sonst gibt es nichts zu zeigen). O.B.d.A. gelte f(a) < f(b)
(sonst betrachte statt —f statt f). Gegeben sei y mit f(a) < y < f(b). Fiir
y = f(a) bzw. y = f(b) ist die Behauptung sicher mit = = a bzw.z = b erfiillt.
Es gelte also nun f(a) <y < f(b).

Betrachte den Mittelpunkt m = (a+0b)/2 des Intervalls. Gilt f(m) = y, sind wir
fertig. Fiir f(m) > y betrachten wir die linke Intervallhilfte [a1,b1] := [a, m],
fir f(m) < y betrachten wir die rechte Intervallhilfte [a1,b1] := [m,a]. Nach
Konstruktion ist die Ausgangssituation

flar) <y < f(br)

fiir das neue Intervall [al, b1] wieder hergestellt. Das betrachtete Intervall [a;, b1]
wird nun erneut zu einem Intervall [ag, bo] halbiert usw.

Es ergibt sich eine Folge von immer kleineren Intervallen [a,,b,], deren linke
Enden a,, eine monoton steigende und deren rechten Enden b,, eine monoton
fallende Folge bildet. Nach Konstruktion gilt fiir alle Intervallenden

flan) <y < f(bn).

Nach Satz 2.28 konvergieren die monotonen beschrinkten Folgen (a,) und (b;,)
gegen Grenzwerte a* bzw b*, die iibereinstimmen miissen, da die Intervalllingen
b, — an = (b—a)/2" gegen Null konvergieren. Da f am Punkt z := a* = b*
stetig ist, folgt
f(z) = lim f(an) = f(lim a,) <y < lim f(b,) = f(lim b,) = f(2),
n—oo n—oo n—oo n—oo

also f(x) =y.
Q.ED.
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Bemerkung 4.20: Der im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendete Algo-
rithmus (,,Intervallhalbierung*, ,,Bi-Sektion*) ist ein auch in der Pra-
xis anwendbarer Suchalgorithmus zum approximativen Ldsen einer Gleichung
f(x) = y. Er liefert eine Folge von Intervallschachtelungen |a,,b,] fiir die
Losung. Die Genauigkeit ist die Ldnge des Intervalls, auf das die Losung einge-
schriinkt werden konnte. Mit 210 = 1024 ~ 10° gilt die Faustregel:

Durch je 10 Halbierungsschritte gewinnt man jeweils etwa
3 Dezimalstellen Genauigkeit hinzu.

Bemerkung 4.21: Der Beweis verwendet iiber Satz 2.28 das Supremumsaxiom
fiir R. In der Tat hat beispielsweise die stetige Funktion f(x) = x? — 2 auf dem
Intervall [0,2] N Q keine Nullstelle, obwohl f(0) = —2 < 0 < f(2) = 2 gilt, da
die Nullstelle z = v/2 nicht rational ist.

Ein weiteres wichtiges Ergebnis fiir stetige reelle Funktionen ist, dass der Bild-
bereich eines beschrinkten abgeschlossenen Intervalls wieder ein beschrénktes
abgeschlossenes Intervall ist. Mit anderen Worten: die Funktion nimmt auf ei-
nem abgeschlossenen Intervall immer (mindestens) ein globales Minimum und
ein globales Maximum an:

Satz 4.22: (Das Min/Max—Prinzip fiir stetige Funktionen)

Sei f : [a,b] — R stetig auf dem Intervall [a,b] C R. Dann existiert ein
Timin € [a,b] und ein Ty, € [a,b] mit

f(xmzn) S f(x) S f(mmaa:)
fiir alle x € [a, b].

Beweis: (fiir technisch Interessierte) Wir konstruieren x,q,. Die Bildmenge
f([a,b]) == {f(z);z € [a,b]} ist nach oben beschrinkt. Sonst gébe es ndmlich
eine uneigentlich nach oo konvergierende Folge (y,) in f([a,b]) mit (nicht un-
bedingt eindeutig bestimmten) Urbildern z,, € [a,b]. Nach Bolzano-Weier-
strass 2.49/Bemerkung 2.50 gibt es eine gegen einen Grenzwert z* € [a, b] kon-
vergierende Teilfolge (xy, ) in [a, b], fiir die

oo = lim y,, = lim f(z,,) = f(lim z,,) = f(z")

gelten miifite. Widerspruch!

Da f([a,b]) nach oben beschrinkt ist, existiert gemdl des Supre-
mumsaxioms 2.25 das Supremum Y = sup f([a, b]) aller Bildpunkte. Es gilt zu
zeigen, dass dieses Suprememum in der Menge f([a, b]) liegt, also ein Maximum
ist:
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Da Y — 1 keine obere Schranke von f([a,b]) sein kann (Y ist als Supremum die
kleinste obere Schranke), gibt es zu jedem n € N ein x,, € [a, b] mit

Y—%<f(xn)§Y.

Wiederum existiert nach Bolzano-Weierstrass 2.49/Bemerkung 2.50 eine gegen
einen Grenzwert * € [a, b] konvergente Teilfolge (xy, ), fir die
1
Y= lim (V- )<l <Y
A Y ) = iy ) =
gilt. Mit der Stetigkeit von f folgt
Y = lim f(z,,)= f(lim x,,) = f(zx*).
k—o0 k—o0

Also ist f(x*) = max f([a,b]), d.h., Zymar = x* ist die gesuchte Maximumsstelle.

Die Minimumstelle 2, mit f(Zmi) = min f([a, b]) ergibt sich sofort als die
Maximumsstelle von — f.
Q.E.D.

Bemerkung 4.23: Die Abgeschlossenheit des Intervalls [a, b] ist wesentlich fiir
die Existenz von Minimum und Maximum. Beispielsweise hat fiir das offene
Intervall (0,1) die auf (0,1) stetige Funktion f(z) = 1/z offensichtlich weder
ein Maximum noch ein Minimum!

4.5 Umkehrfunktionen

Definition 4.24: (Invertierbarkeit von Funktionen)

Eine Funktion f : D — W von einem Definitionsbereich D in den Werte-
bereich W = f(D) = {f(x);x € D} heifit invertierbar, wenn zu jedem
Wert y € W genau ein Urbild x € D mit f(z) = y existiert.

Beispiel 4.25: Die Funktion f(z) = 22 auf dem Definitionsbereich D = [0, c0) mit
dem Wertebereich f(D) = [0,00) ist invertierbar: zu y = f(z) = 22 gehért genau ein
Urbild # = /y im Definitionsbereich D.

Die Funktion f(z) = 22 auf dem Definitionsbereich D = (—oc0, 0] mit dem Wertebereich
f(D) = [0, 00) ist invertierbar: zu y = f(x) = 22 gehort genau ein Urbild z = —,/y im
Definitionsbereich D.

Die Funktion f(z) = 22 ist nicht invertierbar, wenn man sie auf dem Definitionsbereich
D = R betrachtet: Jetzt gibt es zu jedem y = f(z) = 22 aus dem Wertebereich
f(D) =[0,00) zwei Urbilder z = \/y und = = —/3.
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Definition 4.26: (Inverse einer Funktion)

Die Funktion f : D — W von einem Definitionsbereich D in den Werte-
bereich W = f(D) = {f(x);x € D} sei invertierbar. Die ,,Umkehrab-
bildung® (,,Inverse“) von f ist die Funktion f~' : W + D, die dem
Punkt y = f(x) € W den (eindeutig bestimmten) Wert x zuordnet.

Beispiel 4.27: Die Funktion f(z) = 22 auf dem Definitionsbereich D = [0, c0) mit
dem Wertebereich W = f(D) = [0,00) hat die durch f~*(y) = \/y gegebene Inverse
LW~ D.

Die Funktion f(z) = 22 auf dem Definitionsbereich D = (—oc0, 0] mit dem Wertebereich
f(D) = [0,00) hat die durch f~!(y) = —,/y gegebene Inverse f~': W — D.

Die Funktion f(z) = 22 auf dem Definitionsbereich D = R hat keine Inverse.

Die Funktion f(z) = 2—3-z auf dem Wertebereich D = R hat die Inverse f~1(y) = 2%3’
Um die Inverse zu bestimmen, muff man y = f(x) nach = auflésen:
2-y

y=2-3.z — 3rxr=2-y = CE:T.

Graphische Darstellung der Inversen 4.28:

Hat man eine invertierbare Funktion f graphisch dargestellt, so hat man
auch sofort den Graphen von f~'. Der Graph von f ist eine Punktmenge
(z,y) mit y = f(x) in der x-y-Ebene. Der Graph von f~! ist die Punkt-
menge (y,x) mit y = f(x). Diese ergibt sich einfach durch Spiegelung
an der ,ersten Winkelhalbierenden* (dies ist die durch y = x gegebene
Gerade).

Der Graph der Umkehrfunktion f~! ist die Spiegelung des
Graphen der Funktion f an der ersten Winkelhalbierenden.

Beispiel 4.29: Zur Demonstration hierzu einige MuPAD Graphiken. Betrachte f(x) =
2% auf D = [0,00), f~(y) = /y. Statt f~'(y) = \/y wird f~(z) = /z eingegeben
(Goethe sagt dazu treffend: ,Name ist Schall und Rauch®). Die Winkelhalbierende
y = x wird zusétzlich eingezeichnet:
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>> plotfunc2d(x, x°2, sqrt(x), x = 0..2,
ViewingBox = [-0.5..2, -0.5..2])

LY ria

PER -

0 0 03 1 15 2

a0

Das selbe noch einmal, diesmal wird f(x) = 22 aber auf dem Definitionsbereich D =
(=00, 0] betrachtet. Da die Inverse f~!(y) = —,/y auf einem anderen Definitionsbereich
lebt (y > 0, 2 < 0), plotfunc2d aber alle Funktionen iiber einem gemeinsamen Bereich
zeichnet, wird nun das folgende flexiblere plot-Konstrukt benutzt:

>> plot(// die Winkelhalbierende:
plot::Function2d(x, x = -2..2, Color = RGB::Black),
// £(x):
plot::Function2d(x"2, x = -2..0, Color = RGB::Red),
// die Inverse von f:
plot::Function2d(-sqrt(y), y = 0..2, Color = RGB::Blue),
ViewingBox = [-2..2, -2..2])
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Bei streng monotonen Funktionen ist die Invertierbarkeit garantiert:

Satz 4.30: (Invertierbarkeit bei Monotonie)
Streng monotone reelle Funktionen f : [a,b] — f([a,b]) sind immer in-
vertierbar. Ist f streng monoton steigend, dann auch f~'. Ist f streng
monoton fallend, dann auch f~'. Ist f stetig, dann auch f~'.

Beweis: (fiir technisch Interessierte) Die Eindeutigkeit der Urbilder folgt un-
mittelbar aus der Monotonie, denn aus 1 # x2 (also entweder 1 < xy oder
x1 > ) folgt per strenger Monotonie f(x1) # f(x2). Die Monotonie von f~!
ist offensichtlich.

Zur Stetigkeit von f~!. Sei 0.B.d.A. f streng monoton wachsend (sonst be-
trachte —f). Wéhle einen beliebigen Punkt y aus dem Wertebereich f([a,b]) =
[f(a), f(b)]. Sei (y,) eine beliebige gegen y konvergierende Folge, sei z = f~1(y).
Wegen (y,,) — y gibt es zu jedem § > 0 ein N(J), so dass

Yn € [y — 6,y + ]
gilt fiir alle n > N(8). Zu € > 0 setze
6(€) = min(y — f(z —€), flx +¢) —y) > 0.
Fiir alle n > N(6(e)) folgt dann
yn € [y —6(e),y +6(e)] C [f(z —€), f(z + )],
also
F ) € FTHf@—e), fla+ o) = [f T (fla =) [T (fz + )]

=[x —e€x+¢€.

Also: zu € > 0 haben wir ein N(J(¢)) konstruiert, so dass

|7 ) =2l = 1f 7 yn) — FH )| < e

gilt fiir alle n > N(6(e)). Also ist f~1 stetig: nILH;O Yy, = f_l(nli_{go Yn)-
Q.ED.

4.6 Wachstum von Funktionen, Landau-Symbole

Es gibt eine zur Symbolik fiir Folgen in Abschnitt 2.4 analoge Schreibweise, um
das Wachstum von Funktionen an interessanten Stellen zu beschreiben (typi-
scherweise sind dies Nullstellen oder Singularitéten).
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Notation 4.31:

Seien f und g Funktionen, die in der Umgebung eines Punktes zy definiert
seien (bei reellen Funktionen betrachtet man oft auch die Punkte zy =
+o0).

e f(2) = O(g(z)) im Limes z — zy bedeutet, dass die Funktion
\f( )|/1g(2)| auf einer Umgebung von zy nach oben beschrénkt ist.
o

)
f(z) = olg(
f(z) = Q(

\g(z /15 (=)

f(2) =w(g(2)) im Limes z — zy bedeutet ZILIEOg(z)/f(z) =

0(g(z)) im Limes z — zy bedeutet lim f(z)/g(z) =
z—20

)
g(2)) im Limes z — zy bedeutet, dass die Funktion
| auf einer Umgebung von zy nach oben beschrénkt ist.

f(z) = O(g(z)) im Limes z — zy bedeutet, dass die Funktionen
|f( )/1g(2)| und |g(2)|/|f(2)| auf einer Umgebung von zy nach oben
beschrinkt sind: es existieren positive Konstanten ¢ und C, so dass
c-lg(2)| <|f(2)| < C-|g(z)| gilt auf einer Umgebung von z.

Beispiel 4.32:
e® = O(1) im Limes z — 0, e =14 O(z) im Limes z — 0,
e =1+2+40(2%) im Limes z — 0, e =1+ 2+ o(z) im Limes z — 0,

R O(z) im Limes = — 0, i

= O(1) im Limes z — oo,

r+1 z+1
x . . 1 1y. .
= 0O(1) im Limes x — 00, — = 0(—) im Limes z — 0.
z+1 z 22
Beispiel 4.33: Fiir alle positiven k gilt
e® = w(z®) im Limes 2 — oo,
sowie ]
e = o(—k) im Limes z — oo,
z
denn
k k k 1
‘ﬁ:%:’ xzkH ’<’(+ ’—>O fiir x — oo.
1/x € L4+ oy +

Anschaulich: die Funktion e® wéchst fiir gegen oo wachsendes x schneller als jede po-
sitive Potenz von x. Die Funktion e~7 fillt fiir gegen oo wachsendes x schneller ab als
jede negative Potenz von .
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Kapitel 5

Einige spezielle Funktionen:
exp, In, sin, cos.

5.1 Exponentialfunktion und Logarithmus

Die iiberaus wichtige Exponentialfunktion soll nun etwas genauer diskutiert wer-
den. Die urspriingliche Definition 2.20 ist fiir die Diskussion zu unhandlich. Die
in Beispiel 3.24 eingefiihrte Reihendarstellung ist wesentlich niitzlicher. Wir ha-
ben sie bereits benutzt, um in Satz 4.11 die Stetigkeit iiber ganz C zu beweisen.
Wir betrachten die Exponentialfunktion nun zunéchst im Reellen genauer:

Satz 5.1: (Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion)
.k 2
Die Exponentialfunktion e* = Z 1 +z 4+ L + .-+ ist fiir x € R
— k! 2
streng monoton steigend. Es gilt

lim e =0, lim e* = oo.
T——00 T— 00

Der Wertebereich ist (0, 00).

Beweis: Fiir 0 < z < y ist ¥ < €Y offensichtlich, denn die Summanden der
Partialsummen sind streng monoton wachsend:
2 2 2 2
x -
eV et — <1+y+y7_|_...) — (1_‘_%4_74_...) :y_$+y
2 2 S—~—

2
>0 5

o> 0.

Fir x < y < 0 folgt die Monotonie aus der Funktionalgleichung 2.22: e* =
1/e7* < 1/e7¥ = e¥. Nach Beispiel 4.33 wichst e* (stérker als jede positive z-
Potenz) gegen oo fiir x — co. Wegen e = 1/e~* fillt e* gegen 0 fiir x — —o0.
Damit ist der Wertebereich (0, c0).

Q.E.D.

77
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Definition 5.2: (Der natiirliche Logarithmus)

Wegen der strengen Monotonie der reellen Exponentialfunktion exp : R +—
(0,00) gibt es eine Umkehrfunktion, die man den ,natiirlichen Loga-
rithmus* In : (0, 00) — R nennt:

In(exp(z)) =z fiir allex € R, exp(ln(y)) =y fiir alle y € (0, 00).

Beispiel 5.3: Durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden ergibt sich sofort der Graph
von In aus dem Graphen von exp:

>> plotfunc2d(x, exp(x), 1ln(x), x = -4..4,
ViewingBox = [-4..4, -4..4])

x, expixi, b

Da die Exponentialfunktion nach Satz 4.11 monoton und stetig ist, ist mit
Satz 4.30 auch der Logarithmus monoton und stetig:

Merke 5.4:

e exp und In sind stetig und streng monoton wachsend.

e Es gilt e* > 1 fiir alle x > 0, es gilt In(y) > 0 fiir alley > 1.
e Esgilt e” =1 und In(1) = 0.
o Es gilt e* < 1 fiir alle x < 0 und In(y) < 0 fiir alley mit 0 < y < 1.

Bemerkung 5.5: Es ist klar, was mit x¥ gemeint ist, wenn z € R positiv und
y eine ganze oder eine rationale Zahl ist (z.B. 2t = Vx3). Was aber ist V27
Betrachte eine rationale Potenz y = p/q mit p,q € N, dann ist a = ¥ = 2P/ >0
als die (eindeutige) positive Losung von a? = xP definiert. Setzen wir x = en(@)
so folgt mit den Funktionalgleichungen 2.22:

al = P = (eln(w))p _ €p~ln(x) _ (e%ln(x))q.
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Die einzige reelle positive Losung a dieser Gleichung ist offensichtlich

Also: fiir jedes rationale y gilt

2¥ = ¥ fiir jedes z > 0.

Man benutzt die obige Formel, um Potenzen von x > 0 auch fiir nicht-rationale
reelle Werte y zu definieren, was nach obiger Uberlegung mit der intuitiven
,, Wurzeldefinition“ fiir rationales y vertrédglich ist. Z. B.:

>> float(2°PI) = float(exp(PI*1n(2)))

8.824977827 = 8.824977827

Satz 5.6: (Rechenregeln fiir exp und In)
Fiir beliebiges x,y € R gilt:

e:t+y — e:(; . ey7 (ex)y —_ ex-y’ efa: ——

Fiir beliebiges © > 0,y > 0 gilt:

In(z-y) =In(z) +In(y), In(zY)=y-In(z), In (1) = —In(x).

T

Beweis: Die Funktionalgleichungen e* %2 = ¢*1 - ¢*2 und e % = 1/e* waren

schon in Satz 2.22 iiber C gezeigt worden. Sind z1, 2z € R, folgt durch Logarith-
mieren

z1+22=1n (ezl . 6Z2).
Mit x = e*, y = e*2, also z1 = In(z), z2 = In(y), folgt In(x) + In(y) = In(z - y).

Fiir y = 1/x ergibt sich In(x) + In(1/z) = In(1) = 0. Nach Definition beliebiger
reeller Potenzen geméfl Bemerkung 5.5 ergibt sich

(%)Y = e¥n(e) = eve,
Durch Logarithmieren folgt fiir beliebiges reelles z = e* > 0:
In(z)Y =y-x=1y-1In(z).

Q.E.D.
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Beispiel 5.7: Die Regel In(z¥) = y - In(x) ist niitzlich, um Gleichungen aufzulésen, wo
die gesuchte Grofe in einem Exponenten auftaucht. Z.B.:

22=8 = In(2%)=In8) = z-In(2)=1In(8)

In(8) In(2%)  3-In(2)
In(2)  In(2)  In(2)

= z=

Bemerkung 5.8: Aus der Schulzeit mag man gewdohnt sein, statt mit dem
natiirlichen Logarithmus mit dem Zehner-Logarithmus log;, umzugehen. Bei
Informatikern ist (aus naheliegenden Griinden) der Logarithmus log, zur Basis
2 populér. Hier ist der Zusammenhang zwischen dem natiirlichen Logarithmus
und dem Logarithmus zu einer beliebigen (positiven) Basis b # 1:

1
r=log(y) & y=0" & In(y) =In0*) =2z -In(b) & == IEE‘Z;,
also
log,(y) = In(y) fiir alley >0, b> 0, b# 1.
In(b) ’ ’

Beispiel 5.9: Neben dem natiirlichen Logarithmus 1n hat MuPAD Logarithmen
log(b, y) zu beliebigen positiven Basen b # 1:

>> log(10, 25.0) = 1n(25.0)/1n(10.0)
1.397940009 = 1.397940009
>> log(2, 25.0) = 1n(25.0)/1n(2.0)

4.64385619 = 4.64385619

5.2 Die trigonometrische Funktionen

In der Schule waren im Kontext ,,Geometrie“ die Winkelfunktionen sin und cos
eingefithrt worden. Hier unsere Versionen:
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Satz und Definition 5.10:

Die folgenden Reihen konvergieren fiir jeden Wert z € C. Die Reihenwerte

heiBen sin(z) bzw. cos(z) (die ,trigonometrischen Funktionen* Sinus
und Cosinus):

s S2k+1 L3 5 LT
Sln(z) = Z 2 ]€+1 = Z—§+§—?:|: ,
o0 2k 2 4 6
—-1)F.z 24 2%z
cos(z) = 27 =1 E—i_E a:l:
k=0

Beweis: Es ist zu zeigen, dass die definierenden Reihen konvergieren. In der
Tat konvergieren sie absolut, was analog zu Beispiel 3.24 aus dem Quotienten-
kriterium folgt. Fiir die sin-Reihe:

(D)L 2208 /(2 b+ 3) ) |22 (2 k4 1)!
(=1)F 22kt /2 b+ 1) | (2-k+3)!
_ ? A2 _1
C(2°k+2)-(2-k+3) T 4-k2 4
fiir k > |z|. Die Konvergenz der cos-Reihe folgt analog.

Q.ED.

Das folgende Zusammenhang ist eine der wichtigsten Formeln iiberhaupt fiir
exp, sin und cos:
Satz 5.11: (Die Euler-Formel)

Fiir jedes z € C gilt folgende Beziehung zwischen der Exponentialfunktion
und den trigonometrischen Funktionen:

e = cos(z) +1i - sin(z).

Fiir z € R folgt cos(x) = R(e), sin(z) = $(e).

Beweis:

cos(z) + i - sin(z)

2 2’4
=1 Y + 1 +
. 1 - ZS 1 25
+1-z - 3 + =] ¥ -
_ . (i-2?  (i-2)°  (@-2)* (i-2)°
Lriz+ = 3! 41 BT

Q.E.D.
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Satz 5.12:

e’L'Z _ e—Z'Z eZ'Z _|_ e—Z'Z
——, co8(2) = ————

Fiir jedes z € C gilt sin(z) = 5 5
4

Beweis:
€"* £ e = cos(z) + i - sin(z) £ cos(—z) £ i - sin(—z)

2-cos(z) fir +,
= cos(z) + ¢ - sin(z) £ cos(z) F i - sin(z) = ‘
2-4-sin(z) fiir —.

Q.E.D.

Satz 5.13: (Stetigkeit der trigonometrischen Funktion)

Die trigonometrischen Funktionen sin und cos sind auf C stetig.

Beweis: Da die Exponentialfunktion auf C stetig ist, folgt dies iiber die Re-
chenregeln 4.7 fiir Stetigkeit aus den Darstellungen in Satz 5.12.
Q.E.D.

Satz 5.14: (Die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen)

Fiir beliebiges z1, zo € C gilt:
sin(z1 + 2z2) = sin(z1) - cos(z2) + cos(z1) - sin(z2),
cos(z1 + 2z2) = cos(z1) - cos(z2) — sin(z1) - sin(z2).

Beweis: Fiir 21,20 € R sind wegen cos(x) = R(e"?), sin(zr) = J(e'®) die
Additionstheoreme nichts Anderes als die Funktionalgleichung fiir exp:

COS(Zl + 22) = %(ei~(21+2’2)) — %(ei.zl ) ei'22)

= %((cos(zl) + i -sin(z1)) - (cos(z2) + 7 sin(zQ)))
= cos(z1) - cos(z2) — sin(zq1) - sin(z2).
Das Additiontheorem fiir den reellen Sinus folgt analog iiber sin(z; + z2) =
(et 1tz
Fiir beliebiges 21,29 € C nehme man die Darstellung aus Satz 5.12, um die

Additionstheoreme auf et (*1+22) — i1 . gi22 Luriickzufithren.

Q.E.D.

Satz 5.15: (Symmetrien der trigonometrischen Funktionen)

Fiir beliebiges z € C gilt: sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(z).
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Beweis: Die Sinus-Reihe enthilt nur ungerade Potenzen: (—z)%++! = —z2k+1,
Die Cosinus-Reihe enthilt nur gerade Potenzen: (—z)** = 2%,
Q.E.D.
Satz 5.16: (Der Satz des Pythagoras)
Fiir jedes z € C gilt: |sin?(z) + cos?(z) = 1.
Beweis: Dies ist das Additionstheorem des Cosinus fiir z1 = z, 20 = —z zusam-

men mit cos(0) = 1:

1 = cos(z — z) = cos(z) - cos(—z) — sin(z) - sin(—z) = cos?(z) + sin?(z2).
Q.E.D.

Wir brauchen die Kreiszahl 7. Da wir hier keine Geometrie treiben und 7 iiber
das Verhéltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser einfithren kénnen, miissen
wir 7 anders definieren:

Satz und Definition 5.17:

Auf der positiven reellen Achse besitzt der Cosinus mindestens eine Null-
stelle. Sei 1 = inf{z € R; cos(z) = 0; = > 0} die kleinste positive
Nullstelle des Cosinus. Definiere m = 2 - x1 ~ 3.1415... .

2 2t

Beweis: Die Summanden der Cosinus-Reihe cos(z) =1 — 5 + TR haben

wechselnde Vorzeichen. Fiir kleines |z| sind die Summanden monoton fallend.

Damit gilt cos(z) =1 — Ty f(z), wobei speziell fiir |z| < 2 gilt:

2
4 6 4
X X X
Os/@=g-g = =3
Es folgt
1 1
=1-—-+f(1 < 1)< =
cos(1) o TF), 0 f(1) < o,
4 16
2) =1— — + f(2 < f(2) < —
cos(2) o TF2), 0<f(2) <o
also
m>1-1-12y @ <1-4,10_ 1
cos > 5= 3 , COs < 551~ "3 .

Der Zwischenwertsatz 4.19 fiir stetige Funktionen garantiert (mindestens) eine
Nullstelle im Intervall (1,2). Damit ist die Menge {z € R; cos(z) = 0; = > 0}
nicht leer und besitzt ein Infimum.

Q.E.D.
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Uber die Additionstheoreme und Pythagoras folgt nun eine Vielzahl von spezi-
ellen Resultaten, z.B.:

sin(2-z) =2-sin(z) - cos(z) = sin(nr) =2-sin (g) - coS (g) =0,
cos(2 - ) = cos?(z) — sin?(z) = 2 - cos?(z) — 1

= cos(m) =2-cos’ (g) 1=-1,

sin(x + 7) = sin(z) - cos(m) + cos(z) - sin(r) = — sin(x)

\,1_/ \,_/
——
cos(x + ) = cos(x) - cos(m) —sin(z) - sin(7 ) = —cos(z)
etc. Hieraus folgt dann weiterhin die Periodizitét

sin(z + 2 - 7) =sin(z), cos(y + 2-m) = cos(x)

Die Einzelergebnisse aus Satz 5.11 bis Satz 5.16 werden zusammengefaft
Merke 5.18:
Graphisch:

>> plotfunc2d(cos(x), sin(x), x=0..2%PI
Ticks =

= [[0 = uou, PI/2 = "PI/Q", PI = HPIII’
3xPI/2 = "3xPI/2", 2xPI = "2xPI"],
coaT, ENv Tl
I I T o -._-"-'-'-'- --\-\-\-\"\—\.
e HH_\
[= I
. / .

o FLZ
-E

Einige spezielle Werte:

sin(0) =0, sin <g) =1, sin(m) =0, sin (3 : ﬂ) =-1,

2
cos(0) =1, cos (g)

3.
=0, cos(m)=—1, cos< 7T):0

Periodizitédt (man braucht die Funktionen nur auf [0,2 - 7) zu kennen)

sin(x +2-7) =sin(z), cos(y+2-m) = cos(x)
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Additionstheoreme:
sin(x + y) = sin(z) - cos(y) + cos(z) - sin(y),

cos(z + y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - sin(y).

Symmetrieeigenschaften:

sin(—z) = —sin(z), cos(—x) = cos(z).
Pythagoras: sin?(x) 4 cos*(x) = 1.
Euler-Formel:  €"® = cos(x) + i - sin(z).

Bemerkung 5.19: Vielleicht ist man aus der Schule noch gewohnt, die Argu-
mente der trigonometrischen Funktion in Winkelgraden oo = 0°, ..., 360° anzu-
geben. Mathematiker nehmen statt des Winkels a die zugehorige Bogenlidnge x
auf dem Einheitskreis (Einheit: ,Radian®), der Zusammenhang ist

r=——a
S 180
x
d.h., 90° = T 180° = 7, 360° = 2 - 7: 1 / ,
} sin(z)
cos(x)

5.3 Die komplexe Exponentialfunktion, Polardar-
stellungen

In der Geometrischen Interpretation 1.8 der komplexen Zahlen

1 -
Ay C

=41y
||

3(2) = |z] - sin(p)

¥
R(z) = [2] - cos(p) o

war die Polardarstellung

z=|z|- (cos(«p) +i~sin(<p)), p€0,2-m)

komplexer Zahlen eingefithrt worden. Mit der Euler-Formel 5.11 ergibt sich die
kompakte Polardarstellung;:
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z=|z|-e"?, @el0,2-m).

Man beachte, dass Polarwinkel nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 - 7 be-
stimmt ist (Periodizitét von Sinus und Cosinus):

el lpth2m) — i ik 2m — ivp (e“'”)k = e"? fiir alle k € Z.
~—
1
Wir vereinbaren, dass unsere Polarwinkel im Intervall [0,2 - ) liegen.

Geometrische Interpretation der komplexen Multiplikation 5.20:

Mit z1 = |z1] - €71, 20 = |20] - V%72, i = \712| ceTt gilt
Z]. . 22 — ’Zl| . ‘22| . ei'(@1+@2)7 ﬂ — @ . ei'(SDl_QOQ)‘
2 |2

Also: die Multiplikation mit einer Zahl mit dem Polarwinkel ¢ dreht einen
komplexen Vektor um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn, die Division
durch diese Zahl dreht den Vektor um den Winkel ¢ im Uhrzeigersinn.
Multiplikation mit ¢ bzw. Division durch i dreht speziell um 90°. Das ist
leicht zu merken:

Ein Mathematiker ruft an und hort: ,,Die gewdhlte Nummer ist
imagindér. Bitte drehen Sie ihren Apparat um 90°!/¢

Bemerkung 5.21: Fiir Potenzen von z = |z| - €% folgt
2" = |z et

Damit sind wir nun in der Lage, komplexe Wurzeln zu berechnen. Die Aufgabe
sei: finde alle Losungen von 2" = a.

Schritt 1: Stelle a in Polarkoordinaten dar: a = |a| - ¥ mit o € [0,2 - ).
Schritt 2: Ansatz fiir die Wurzeln: z = r - €% mit ¢ € [0,2 - 7). Vergleiche

n n Pnep

2t =r"-e la - e"@.

Vergleich der Betrége ergibt die reelle Gleichung r™ = |a|, d.-h. r = {/la|. (Dies
ist eine reelle Wurzel, deren Bedeutung klar ist.) Es verbleibt, den Polarwinkel
@ der komplexen Wurzeln aus der verbleibenden Gleichung

el — e

zu bestimmen. Da Polarwinkel nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 - m be-
stimmt sind, folgt nicht n - ¢ = «, sondern (mit ¢y, statt ¢):

n-pp=a+k-2-m, keZz,
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also .
@k:9+—-2-7r, keZ.
n o n
Hierbei brauchen nur die n Werte k = 0,1,...,n — 1 betrachtet zu werden, fiir

die g, € (0,2 - m) gilt (sofern «a € [0,2 - ) gilt). Alle anderen Winkel ¢y, liegen
auflerhalb von [0,2 - 7) und stimmen bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von
2 - m mit einem dieser ,Basiswinkel“ g, ..., @,—1 liberein.

Schritt 3: Ergebnis: die n verschiedenen Losungen von 2™ = a = |al - € sind:

2 = Vlal| - ek = {/|al - (cos(gok) +i- sin(gok))

Geometrisch: die Wurzeln liegen alle gleichméBig auf dem Kreis mit dem Ra-
dius {/|a| verteilt:

a=lal-e®

K

Beispiel 5.22: Die n-ten , Einheitswurzeln“ der Gleichung 2" =1 =1-¢"Y sind

k-2- k-2-
zk:(:os( 7r)—i—i.sin( 7r),143:0,1,...,71—1.
n n

Z.B. fir n = 4;

1 firk=0,
() o (5T -] A

—¢  fur k = 3.
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Fir n = 6:
1 fir k=0,
LS figy ko= 1,
Zk:COS(J)+i'SiH(J) = _1%“/5 fir k& =2,
3 -1 fir k = 3,
S Ty
=iv3 iy k= 5.

N

Beispiel 5.23: In Beispiel 1.24 hatten wir fiir Potenzen von

a1t 2
2 1

gefunden:
- R C ) LS N G ) RN ¢ ) LI S O ) I
I RN RS LN AR G I ) LN SO G I ) LR S G

Es fehlt noch eine einfache Darstellung von (1 & )", mit der (hoffentlich) ersichtlich
wird, dass A" eine reelle Matrix ist. Uber die Polardarstellungen

14i=+v2 %

ergibt sich mit |1 + 4| = v/2 und den Polarwinkeln +Z:

(1+i)" = on/2  gEni-g _ 9gn/2, (cos (n %) +4-sin (n ) g))

Damit folgt

(A" = LA+ + 11— = 27/2 . cos(n - T),
(A2 = (149" — L. 1—i)" =-2">"1.sin(n-T),
(AM21 = —i-(1+d)" + i-(1—)" = 2> .sin(n-F),
(A")ey = L-(A+)" + 11— = 272.cos(n-T).

Insgesamt erhalten wir also in der Tat die in Beispiel 1.24 gefragte explizite (und nun
recht einfache) reelle Darstellung beliebiger Potenzen von A:

1 —1\" 2% -cos(n-%) —22"!.sin(n-%)
2 1 i




Kapitel 6

Differentialrechnung

6.1 Definitionen und Sitze

Im Prinzip kénnten die meisten der folgenden Uberlegungen und Definitionen
ohne groBe Anderungen fiir komplexe Funktionen f : C — C durchgefiihrt
werden. Wir beschrénken uns hier jedoch auf reelle Funktionen f: R — R.

Zunéchst die Definition einer Ableitung als Grenzwert von ,,Sekantensteigun-

gen:

Definition 6.1: (Die Ableitung einer Funktion)
Eine Funktion f : D — R heift ,,differenzierbar am Punkt z*, wenn

der Grenzwert .

existiert. Der Grenzwert f'(x) heiit ,,Ableitung von f am Punkt x*.
Alternative Schreibweisen (mit y = f(x)):

dy o _ d gt
Y=y ()= L I@) = ).
Ist f an jedem Punkt x des Definitionsbereichs D differenzierbar, so heifit

die Abbildung f' : = — f'(z) ,,Ableitungsfunktion* (kurz: ,,Ablei-
tung von f¢).

Bemerkung 6.2: Ist eine Funktion an einem Punkt differenzierbar, so ist sie
dort auch stetig:

i 1@ 1)~ 1(@)
h—0 h
= f(z+h)=f(z)+0O(h) = }llii%f(aﬂ-h) = f(x).

existiert = f(z + h) — f(z) = O(h)

Damit kann eine Funktion nur an Stetigkeitspunkten differenzierbar sein.

89
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Geometrische Interpretation der Ableitung 6.3:
Fiir kleines Az = h # 0 ist der ,,Differenzenquotient
Af _flez+Az)—f(z)  flz+h)—f(z)

Az (z+h)—=x - h ~ (@)

die Sekantensteigung vom Punkt (x, f(x)) zum Punkt (z + h, f(x + h))
auf dem Graphen von x:

Y ¥+h x+h ®H+h

Die Ableitung f'(x) selbst, d.h., der Grenzwert der Sekan-
tensteigung fiir Ax = h — 0, ist die Steigung der Tan-
gente an den Graphen von f am Punkt x.

Zur Erinnerung an die Schule: die Tangente 7" durch den Punkt (z¢, f(zo)) mit
der Steigung f'(z) ist der Graph der linearen Funktion

T(x) = f(xo) + f'(z0) - (¥ — o).

Interpretation der Ableitung 6.4:
Die Ableitung gibt an, wie stark sich f(x) édndert, wenn sich x um einen
kleinen Wert Az édndert:

flz+Az) — f(z)
Az

~ f/(ﬂf),

d.h.

flx+ Az) ~ f(z) + f'(z) - Az .
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Die Definition der Ableitung iiber den Grenzwert von Sekantensteigungen ist
praktisch unniitz, da nur in den allereinfachsten Féllen handhabbar, z.B., bei:

Beispiel 6.5: Betrachte f(x) = 22

von o fle+h)—flx) . (z+h)?—a?
fey == =i
242.2-h+h%—2? 2-2-h+h?
LA s * :limL:Iim(2~x+h):2~x.
h—0 h h—0 h h—0

Fiir das praktische Rechnen verldfit man sich wiederum auf Rechenregeln:

Satz 6.6: (Rechenregeln fiir’s Ableiten)

Ableitungen einiger spezieller Funktionen (sei hierbei ¢ eine konstante
Zahl):

d d o d d 1

B = _— n — n — T =7 _— 1 = —

dz © 0, dawt Tt T n(z) x’
e sin(z) = cos(x), e cos(x) = —sin(x).

Die Ableitung einer aus einfachen Funktionen zusammengesetzten Funk-
tion ist iiber folgende Regeln zu berechnen. Seien f und g differenzierbare
Funktionen. Die Ableitung der zusammengesetzten Funktion (f +g, f-g
etc.) existiert jeweils, wenn f und g ableitbar sind:

df f(.%'):Cf/(x),
;i < ) f'(z) + ¢ (z) (;;Summenregel®),
f(z

g’() g9(z) = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(z) (,Produktregel®)
L4 @) (@) -g(z) — f@) g (2)
dz g(z) g(x)?
Bei der Quotientenregel wird g(xz) # 0 vorausgesetzt (sonst teilt man
durch 0).

(,,Quotientenregel*).

Beweis: Die Ableitung von 2", %, sin(z), cos(x) wird in Ubungsaufgaben be-
handelt. Die Ableitung von In(z) wird spéter in Beispiel 6.18 hergeleitet. Die
Linearitét (c- f) =c- f/und (f + g)' = f' + ¢’ folgt unmittelbar aus den Re-
chenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen. Die Produktregel ergibt sich durch
den Grenzwert von

fz+h)-g(z+h) = fz)- g(x)
h
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_ fle+h) - f(z) g(x +h) —g(x)

gz +h)+ f(x)-

h h
fiir h — 0. Die Ableitung von 1/g(x) ergibt sich aus
1 1
o) 9w __g@+h)—g(x) 1
h h g(x +h)-g(z)
zu
(o) = -2
9(x) g(x)?

Zusammen mit der Produktregel liefert dies die Quotientenregel

f@)y Ly f@ /(@)
(5m) = V@ 15) =5 ~ 7@ o

Q.E.D.

Beispiel 6.7:

d .~ d 1
VT

Beispiel 6.8: Summen- und Produktregel:
£ (o) = (o) ()

:(%x)+(j—zx2)-e”+x2~(j—x e”)=1+2-x-ex+x2-e‘”.

Beispiel 6.9: Quotientenregel:

d ,x) . ._ v, [d
e* (d:c € ) r—e (da: x) eCx—e®-1 ¥ e
x

&l
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Beispiel 6.10:

d cos(z)- e (% (cos(z) ~e"”)) -z — cos(x) - € - (ch :c)

dx T =
(4 cost)) - e +cos(a) - (4 7)) -~ cos(a) - e - (& =)
72

= ( _ Sin(x) et + Cos(x) ’ ex) “ X — coS(x) et 1

—sin(z) - €* - x + cos(x) - €* - x — cos(x) - €*

22
_ sin(x)-e®  cos(x)-e®  cos(x)-e”
B x x x?

Beispiel 6.11: Bequemer geht’s mit MuPAD. Die Funktion diff ist fiir's Differenzieren
von Ausdriicken zustéindig:

>> diff(cos(x)*exp(x)/x, x)

cos(x) exp(x) cos(x) exp(x) sin(x) exp(x)

(Vergleiche mit Beispiel 6.10.) Alternativ kénnen Funktionen (aber keine Ausdriicke)
mittels ’ differenziert werden:

>> f:= x -> cos(x)*exp(x)/x:
>> £ (%)

cos(x) exp(x) cos(x) exp(x) sin(x) exp(x)

So setzt man konkrete Werte in die Ableitung ein:

>> £2(1), £2(2)

cos(2) exp(2) sin(2) exp(2)
-sin(1) exp(1), —--——————-—=—= - ———-————————-
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>> £2(PI) = float(f’(PI))

exp(PI)  exp(PI)

= -5.02126887

21.6.02
‘—” Wie steht’s mit der Ableitung von ,Hintereinanderschaltungen® (,, Komposi-
tion“) von Funktionen wie z.B. sin(y/x )?

Satz 6.12: (Die Kettenregel)
Sei g : Dy — Dy C R differenzierbar am Punkt x € Dy. Sei f : Dy
R differenzierbar am Punkt g(x) € Dy. Dann ist die Funktion h(xz) =
f(g(x)) differenzierbar am Punkt x, und es gilt:

d d
—_ h - - / . /
Coh) = ) = @) - g
Laubere Linnere
Ableitung* Ableitung“

Als Merkregel fiir y = g(x), z = f(y) = f(g9(z)):

dz_dz @

S0 = E =G R = 1w g @)

Beweis: Es gilt
flg(z+h)) — flg(x))
h

f(g(a;) +h- w> — fg(x)) ‘ gz +h)—g(x)
- )

= z+h)—g(x
- SEE=()

Fiir h — 0 konvergiert M}W gegen ¢'(z) und k :=h - w gegen 0:

f(g(@) + b LEH—a0) ) — f(g(a))

i e
k) —
:gﬁf@@%%z ﬂm@):f@@»

Q.E.D.
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oy d a1 i 11 11
g(m)—%x —i-x _5357%_5%
Zusammen mit f(y) = sin(y), f'(y) = cos(y) folgt:
d . _d o d B 1 1  cos(yx)
dz Sln(@)-(;y Sln(y))'(a \/CE) —cos(y)'§ \/E_m

Definition 6.14: (Hohere Ableitungun)

Die Funktion f sei differenzierbar, sei f’ die Ableitungsfunktion. Ist die-
se wiederum differenzierbar, so heift " = (f') die ,,zweite Ableitung
von f*“. Ist diese wiederum differenzierbar, so heifit f""' = (f") die ,,drit-
te Ableitung von f*. Usw. Schreibweisen fiir die n-te Ableitung einer
Funktion f:

@) = @) = 7).

dz™

Die ,nullte* Ableitung f©) ist die Funktion f selbst. Ist die n-te Ableitung

() eine stetige Funktion in x, so heift f ,,n-fach stetig differenzier-
bar.

Beispiel 6.15: Offensichtlich gilt exp = exp’ = exp” = exp’”’ etc. Die 4-te Ableitung
der trigonometrischen Funktionen ist jeweils wieder die Ausgangsfunktion:

2
. sin(x) = cos(z), % sin(x) = —sin(z),
a3 a .
s sin(z) = — cos(z), ot sin(x) = sin(z),
d2
e cos(z) = —sin(x) , s cos(z) = — cos(x),
d3 ) d4
g3 cos(x) = sin(x), gt cos(z) = cos(z).
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Beispiel 6.16: Hohere Ableitungen in MuPAD:

>> diff (exp(x~2), x, x) // zweite Ableitung

2 2 2
2 exp(x ) + 4 x exp(x)

>>n := 6:
>> diff(exp(x”"2), x $ n) // n-te Ableitung

2 2 2 4 2 6 2
120 exp(x ) + 720 x exp(x ) + 480 x exp(x ) + 64 x exp(x )

Mit der Funktion subs (engl.: substitute = ersetze; gemeint ist: ersetze x durch einen
Wert) kann man konkrete Werte in Ausdriicke einsetzen. Berechne den Wert der 50-ten
Ableitung von sin(z?) e® an der Stelle z = 0:

>> diff(sin(x"2)*exp(x), x $ 50):
>> subs(%, x = 0)

- 32812427642492524028780884258717885804750 cos(0) exp(0) -

9681156701774438433479738001098392167599 sin(0) exp(0)

Hier kommt eine Besonderheit von subs zutage: der ersetzte Ausdruck wird nicht sofort
yausgewertet. D.h. in diesem Fall, dass die Vereinfachungen cos(0) = 1,exp(0) =
1,sin(0) = 0 nicht automatisch geschehen. Die Funktion eval (engl.: evaluate = werte
aus) erzwingt die Evaluation:

>> eval (%)

-32812427642492524028780884258717885804750

Kennt man die Ableitung einer invertierbaren Funktion f, so kennt man auch
die Ableitung der Umkehrabbildung f~!. Es gilt

W) =y
Leitet man beide Seiten der Gleichung nach y ab, so liefert die Kettenregel

d

S W) - fly) = yl=t = V(W) =

1
f'(y)




6.2. DER MITTELWERTSATZ

Satz 6.17: (Ableitung der Inversen)

Sei f differenzierbar und invertierbar, sei f~' die Umkehrfunktion. Ist
f'(y) #0, so ist f~1 an der Stelle x = f(y) differenzierbar, und es gilt

1y - 1 B 1

U= 5 = @y
erkregel: mit y = f~Y(x), z = : *1’x_@ i_ 1
Merkaoel mity = £1(2) = 0|70 = = g = g

97

Beispiel 6.18: Fiir f~! = In als Umkehrfunktion der Funktion f = exp mit f’ = exp

folgt mit x = exp(y), y = In(x):

d In(z) 1 1 1 1
— IN(r) = — = = —.
da f'ly)  exply)  exp(n(z) =
Hierbei ist © > 0 vorausgesetzt (damit In(z) definiert ist). Fir « < 0 gilt
d d 1 1
— In(—z) =In'(-2) - — (~2) = — - (=1) = —.
L on(a) = w'(-a) L (= (=1
Fiir x > 0 ist |2| = @, fur < 0 ist |z| = —z. Zusammengefaft gilt damit:
d 1.
. In(|z|) = . fiir alle  # 0.

An der Stelle z = 0 ist In(|z|) unstetig und damit erst recht nicht differenzierbar.

6.2 Der Mittelwertsatz

Satz 6.19: (Der Satz von Rolle)
Sei f :
f(b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

[a,b] — R differenzierbar auf dem Intervall [a,b]. Es gelte f(a) =

Beweis: O.b.d.A. sei f nicht konstant (sonst ist die Behauptung sicherlich rich-
tig). Da f differenzierbar ist, ist f auch stetig. Nach Satz 4.22 gibt es ein Mi-
nimum oder ein Maximum & von f im Inneren des Intervalls (liegen sowohl das
Minimum als auch das Maximum am Rand, miiite die Funktion konstant sein).
Sei 0.B.d.A. £ ein Maximum (sonst betrachte —f). Mit f(£+h) < f(&) fir jedes

h folgt fiir die einseitigen Grenzwerte

p ) = £
h

h—0-+0

co. tm JEEM I

h—0—0 h

> 0.

Es folgt f/(&) = }Lim fE+ hi)L — () =0.

—0

Q.E.D.
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Satz 6.20: (Der Mittelwertsatz)

Sei f : [a,b] — R differenzierbar auf dem Intervall [a,b]. Dann gibt es ein
¢ € (a,b) mit

Beweis: Betrachte g(x) = f(z) — (f(a) — f(b)) - Ljé’. Dies Funktion erfiillt

a—

g(a) = g(b) = f(b). Nach Satz 6.19 existiert £ € (a,b) mit

fla) = f(b)

=0.
a—>5

g'&) = 1§ —
Q.E.D.

Bemerkung 6.21: Fiir alle z,y in einem Intervall [a,b] gilt nach dem Mittel-
wertsatz

[f(@) = f)I = 1f'©)] = —yl
mit einem Punkt £ zwischen x und y. Es folgt

(@) = f()] < sup {[f ()] € € [a,b]}- |z -yl

Hiermit ist gezeigt, dass

k= sup {|f'(§)];€ € [a,b]}

eine Kontraktionskonstante der Funktion f auf dem Intervall [a, b] ist (vergleiche
Bemerkung 2.43).

6.3 Taylor—Reihen

Betrachte folgende Funktion, die nur in einer kleinen Umgebung eines Punk-
tes zo bekannt ist (genauer: es sind f(zg), f'(zo), f”(xo) etc. bekannt). Man
interessiert sich fiir den Funktionswert an einem Punkt x in der Nahe von xq:
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In allereinfachster Ndherung wiirde man (fiir « dicht bei zg)

f(x) = f(x0)

setzen. Die néichstbessere Approximation besteht darin, der Tangente am Punkt
xq zu folgen:

f(@) = f(xo) + f'(20) - (x — @0).
Im obigen Fall ist deutlich, dass der Funktionswert oberhalb der Tangente zu
suchen ist (die Funktion ist ,,gebogen*: es gilt f”(z9) > 0). Es bietet sich an,
einen quadratischen Term hinzuzufiigen, um eine bessere Approximation zu
erreichen:
f@) = f(xo) + f'(x0) - (x — o) + ¢+ (& — w0)*.
Wie sollte die Konstante ¢ gewéhlt werden, wie geht es weiter?

Voriiberlegung zu Taylor-Polynomen 6.22:

Zu einer mehrfach differenzierbaren Funktion f finde ein Polynom
Tn<$) :co—i-cl-(m—xo)—l----—i-cn-(:c—xo)",

dass sich an einem Punkt xq ,méglichst eng an den Graphen von f an-
schmiegt“. D.h., es soll gelten:

f@o) = Tu(xo),  f'(wo) = Th(zo), .. ™ (x0) = T (w0).
Hierdurch ist das Polynom eindeutig bestimmt als
f" (o) F (o)

To(x) = f(xo)+f (x0)- (2 —20)+ (w—20) 4+ A+ L (w—x0)".

2!
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Begriindung: Die k-te Ableitung von T,, an der Stelle xg ist
19 (o) © T (o)
:ck-kz!-(x—x0)0+ck+1-(k+1)-k-...-2.(m—xo)l +-=cp - k!

T=x(
F®) (o)
K
Definition 6.23: (Taylor—Polynome und —Reihen)

Sei f mehrfach am Punkt x( differenzierbar. Das Polynom

= C =

heifit ,,Taylor—Polynom* n-ten Grades von f am Entwicklungspunkt
xo. Die unendliche Reihe

1) (p
1) =3 (g
k=0

heifit ,,Taylor—-Reihe*“ von f am Entwicklungspunkt x.

Wozu Taylor—Polynome? Taylor—Polynome dienen dazu, komplizierte Funktio-
nen in unmittelbarer Umgebung eines Punktes zy durch einfache Funktionen,
némlich Polynome, zu approximieren. Dadurch kann man oft das Verhalten der
Funktion in der Néhe spezieller Punkte einfach studieren.

Taylor—Polynome n#&hern die Funktion an fiir Werte z, die
dicht beim Entwicklungspunkt xg liegen: T, (x) ~ f(z). Je
hoher n und je kleiner der Abstand x — zp, um so besser ist
die Approximation.

Hier eine Graphik einiger Taylor—Polynome der Funktion f(x) = sin(z) um den
Punkt x¢ = 0:
T1(x)
Ta(x)
sin(x)

/\ /\
\V N4

T3(x)

Eine erste Taylor—Reihenberechnung;:
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Beispiel 6.24: Wir berechnen die Taylor—Reihe von f(z) = e®* um zp = 0. Wegen

f(zo) = f'(x0) = f"(x0) = --- = e*0 = €¥ = 1 ist die Taylor-Reihe
1 1 z2

z —_— — PR—— — 2 c e — — .«

f=lt (@0t (@0 =T a

Die in Beispiel 3.24 vorgestellte Reihendarstellung der Exponentialfunktion ist also
nichts anderes als die Taylor-Entwicklung um den Nullpunkt. Das selbe gilt fiir die
Reihendarstellung der trigonometrischen Funktionen aus Definition 5.10: mit

f(x) =sin(z), f'(z) = cos(x), f"(z) = —sin(z), f¥(x) = —cos(), f*(z) = sin(z)

folgt

O@) = fO0) = fO0) = .. = o
fO0) = 90 = 00 = .. o= 1
FO0) = fO0) = f090) = .. = o,
fO0) = fO0) = F0) = -1

Analog fiir f(z) = cos(z):

S f(k)(o) xz 334
eon(e) = 3t — L g
o ! ! !

Nun eine Anwendung der Taylor-Entwicklung:

Beispiel 6.25: (Vergleiche auch mit Beispiel 4.12) Betrachte die Funktion

1 _ <
7&:(@ fur x # 0,
T
=4
5 fir x = 0.

Wir behaupten, dass f auch an der Stelle z = 0 stetig ist. Wir approximieren cos(x)
durch die Taylor-Entwicklung um den Punkt zy = 0. Fiir  # 0 gilt

Ceos(z) 1—(1—Z +0(@Y 22 ”
oy = L) _ ( 3 ):2+g<>:

x €T T

o . 1 o1
Hiermit ist nun klar: ilﬁ% f(z) = ili% (5 +O0(z )) =3
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Beispiel 6.26: In MuPAD ist die Funktion taylor dafiir zusténdig, den Beginn einer
Taylor-Entwicklung zu berechnen:

>> taylor(exp(x), x = 0)

2 3 4 5

X X X X 6

1 +x+-—+ —+ —+ -— + 0(x)
2 6 24 120

Die Taylor-Entwicklung von f(z) = == um zo = 0 ist die geometrische Reihe aus

Beispiel 3.3. Es werden 10 Terme berechnet:

>> taylor(1/(1 - x), x = 0, 10)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+x+x +x +x +x +x +x +x +x +0&x )

Der folgende Befehl berechnet eine Taylor—-Entwicklung um x¢ = m:

>> taylor(2 + sin(x)*cos(x), x = PI)

3 5
2 (x - PI) 2 (x - PI) 6
2+ (x - PI) - —————-——-—- + mmmm—m—— - + 0((x - PI) )
3 15

Beispiel 6.27: Betrachte f(z) =1 —+I—z = 1 — (1 — 2)2. Wie kann man Werte
f(z) fir kleines x ohne technische Hilfsmittel ausrechnen? Zunichst die Berechnung
der ersten Taylor—Polynome. Als Entwicklungspunkt wéhlen wir g = 0, da wir uns
fiir kleine Werte von x interessieren. Man braucht Ableitungen von f(z) am Entwick-
lungspunkt zg = 0:

f@) = 1-(Q1-=2)%, f(0)=0,
fllz) = $-(1—a)7%, f1(0)=4,
£(z) Lo(1-2)"%, f"0)=1

Hiermit folgt die Entwicklung

Fa) =1 VT2~ £(0) + £0) - (e 20) + T (o —ag)? 4

2

—0+2 4+ 4
=045+ :

Nun ja, die Terme der Entwicklung sind in der Tat so alle berechenbar, aber das ist
ziemlich miihselig. Bequemer mit MuPAD:
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>> taylor(l - sqrt(l - x), x)

2 3 4 5
X X X 5 x 7 x 6
-+ -+ —— + ——— + ——— + 0(x )
2 8 16 128 256

Aus diesen Taylor—Approximationen bekommt man z.B. fiir x = 0.1:

2 3
f(0.1) = Ol Ol 40 4.

= 0.05

+ 0.00125
-+ 0.0000625
+

= 0.05131...

Man sieht der Entwicklung geradezu an, dass die noch nicht beriicksichtigten Terme der
Entwicklung die angegebenen Dezimalstellen nicht mehr beeinflussen, d.h., die ersten 3
bis 4 Ziffern sind korrekt. Probe mit MuPAD:

>> 1 - sqrt(0.9)
0.05131670195

Fiir Taylor—Polynome endlichen Grades ist es zumindestens intuitiv klar, dass
sie eine Approximation der Funktion liefern, wenn nur « dicht genug beim Ent-
wicklungspunkt xg liegt. Es verbleibt jedoch zu kléren, ob die unendliche Reihe
gegen f(z) konvergiert (bzw., wie weit entfernt = von x( liegen darf, damit f(x)
durch die Taylor—Reihe dargestellt wird).

Satz 6.28: (Restgliedformel der Taylor—Approximation)

Sei f(x) in einer Umgebung des Punktes xy (n + 1)-fach stetig differen-
zierbar. Sei x aus dieser Umgebung. Dann existiert ein Punkt £ im offenen
Intervall zwischen x und xg, so dass gilt:

)y (nt1)
flz) = ZW'(x—IBO)k + M'(Uc—xo)nﬂ-
k=0

,»Restglied*

Taylor-Polynom vom Grad n

Beweis: (fiir technisch Interessierte) Wir halten x fest und fassen das Taylor—
Polynom als Funktion des Entwicklungspunkts xg auf:

nop(k)
0= 0w
k=0
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Die Ableitung dieser Funktion ist eine Teleskopsumme:

e =§f kU A ;f LU
BTN (J;_)g!.(x_wk—l
2 R U v il
fn:!() (2 — )",

Betrachte die Hilfsfunktion
g(t) = (z — x0)" ™ Ta(t) + (x — )" - (f(2) — Tlx0))

mit festem x und zg, fiir die

g(x0) = (& —20)"*' - Tu(wo) + (& — 20)" ' - (f(2) — Tn(x0))
= (z —m)"™ - f(2),
9(x) = (z—z0)"' Tn(2) = (¥ — x0)""" - f(2)

gilt, also g(z) = g(zo). Nach dem Satz von Rolle 6.19 gibt es ein ¢ im offenen
Intervall zwischen x und g, wo die Ableitung

& gt) = (a— o)LL)~ (4 1) (1) () — Tuleo))
(nt+1)
— ey L 1) @ () - Tatao)
(n+1)
=@t (@0 - L0 1) (@)~ Tuteo))
verschwindet:

(n+1)

0= (=7 ((w= a0 L 1) () = Tutou)

(n+1)
= 1)~ T = F) (o

Q.E.D.
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28.6.02| | Interpretation 6.29:

Das Restglied

£
(n+1)!

n (k) (o
(oo = fla) - 3T (gt

k=1

ist die Differenz zwischen der Funktion f(x) und dem n-ten Taylor—
Polynom um xy. Die Funktion wird genau dann durch die unendliche
Taylor—Reihe dargestellt, wenn das Restglied bei festem x, xq fiir n — oo
gegen 0 konvergiert. Sind z.B. alle Ableitungen von f beschrinkt, so ist
dies fiir beliebiges x und xq der Fall, denn n! wéichst schneller gegeben
oo als |z — xo|™ fiir jeden Wert von |x — xg|. Dies erklért z.B., dass die
trigonometrischen Funktionen sin und cos, deren Ableitungen nur Werte
in [—1,1] annehmen, global durch ihre Taylor-Reihen dargestellt werden
(wir haben sie in Definition 5.10 ja auch iiber diese Reihen eingefiihrt).

Beispiel 6.30: Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von f(z) = In(1 + z) um den

Punkt x¢g = 0:
x)=1In x "(z) = 1 "m:—; 3 (z) = 2
f()_1(1+ )7 f() 1+$7 f() (1+LL‘)2, f3() (1+x)37
(k) () — (=D (k-1

Mit f*)(0) = (=1)¥=1 - (k — 1)! folgt als Taylor-Reihe

=L R0 = zF z? 23
(1 +) =3 It = Y e T T
k=0 ’ k=1

die die Funktion darstellt, solange die Restglieder

FntD (€ Lt (=1)m - gntl

(n+1)! (14+&n+ - (n+1)

gegen 0 konvergieren. Dies ist fiir positives x < 1 mit 0 < £ < z < 1 offensichtlich der

Fall:
iZ)"+1 mn-&-l 1

< <
1+ - (n+1) " n+l " n+1
Speziell fiir x = 1 ergibt sich der Wert der alternierenden harmonischen Reihe:

1 1 1

n—oo

— 0.

Fiir negatives = > —% gilt —% <z <E<O

n+1 n+1 n+1
x _ || < (1/2) _ 1 n—s

I+ - (n+1) 1+t - (n+1) — (1/2)"t - (n+1) n+1
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d.h., auch hier konvergiert das Restglied gegen 0. Weiterhin konvergiert die Taylor—
Reihe auch fir —1 < z < —% gegen In(1 + x), was wir aus unserer Restgliedformel
allerdings nicht herausbekommen (es gibt alternative Restgliedformeln, die dieses Re-
sultat liefern). Zusammengefaft:

2 3
ln(l+x):zf?+?ﬂ:~~ fiir x € (—1,1].
Fiir |z| > 1 sowie fur x = —1 divergiert die Taylor-Reihe.

6.4 Monotonie, Extremwerte

Eine der wichtigsten Anwendungen der Differentiation ist das Auffinden von
Extremwerten. Dazu stellen wir zunéichst fest, dass Ableitungswerte (= Tan-
gentensteigungen) auf ansteigendes oder abfallendes Verhalten der Funktion
hinweisen:

Satz 6.31: (Ableitungen weisen auf Monotonie hin)
Sei f differenzierbar, die Ableitungsfunktion f' sei stetig. Gilt f'(x¢) > 0,
so ist f auf einer Umgebung von xy streng monoton steigend. Gilt
f'(z0) < 0, so ist f auf einer Umgebung von x( streng monoton fallend.

Beweis: Da [’ stetig ist, gilt fiir f'(z9) > 0, dass f’ auch noch auf einer Umge-
bung von xg positiv ist. Fiir z, y aus dieser Umgebung von x¢ mit x < y liefert
der Mittelwertsatz 6.20

fy) = flx)=f"(&)-(y—2)>0

mit einem Zwischenwert £ zwischen = und y. Damit ist f(z) monoton steigend
auf einer Umgebung des Punktes z, auf der fiir den Zwischenwert f/(£) > 0 gilt.
Analog folgt, dass f(x) monoton fallend ist, wenn mit f’(x¢) < 0 die Ableitung
auf einer Umgebung von xg negative Werte annimmt.

Q.E.D.

Intuitiv: mit der Interpretation der Ableitung 6.4 ist dies unmittelbar klar. Fiir
kleines Ax gilt:
f(xo + Az) = f(x0) + ['(20) - Az

Extrema sind die Stellen, wo die Funktion ,auf der einen Seite“ steigend, ,,auf
der anderen Seite* fallend ist:
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Satz 6.32: (An Extremstellen verschwindet die Ableitung)

Sei f differenzierbar. Ist die Stelle xo ein (lokales) Maximum oder Mini-
mum, so gilt f'(xg) = 0.

Man findet also alle Kandidaten fiir Extremstellen einer Funktion f,
indem man die Nullstellen von f’ sucht.

Beweis: Genau wie im Beweis des Satzes von Rolle 6.19.
Q.E.D.

Beispiel 6.33: Betrachte f(z) =2z — 12

L=t er-=2-22% = z-1

Damit ist zop = 1 der einzige Punkt, an dem (moglicherweise) ein Extremum vorliegen
kann.

Es gibt allerdings Stellen 2y mit f'(x¢) = 0, die keine Extremstellen (sondern
sogenannte ,Sattelpunkte®) sind. Beispiel: die Funktion f(z) = 2? ist streng
monoton steigend. Am Punkt g = 0 gilt f'(x0) = 3 - 22 = 0, aber x¢ ist kein
Extremum.

Satz 6.34: (Hinreichende Kriterien fiir Extrema)

Sei f mehrfach differenzierbar. Gilt an einer Stelle xg
f'(wo) =0, f"(w0) <0,

so ist xq ein lokales Maximum. Gilt
f'(xo) =0, f"(z0) >0,

so ist xq ein lokales Minimum.

»Beweis“: Approximiere f(z) in einer Umgebung von zy durch das Taylor—
Polynom zweiten Grades:

f//(xo)
2

(z — x0)?.

f(@) = f(zo) + f'(20) - (x — x0) +
An einem Punkt zo mit f'(x¢) = 0 gilt ndherungsweise:

f//(xo)

5 (@ 0)”.

f(@) = f(zo) +
Da (z — z0)?2 > 0 fiir  # x¢ ist, sind die Funktionswerte in der Umgebung
groBer als f(zo), wenn f”(zo) > 0 gilt (Minimum). Fiir f”(z¢) < 0 sind die
Funktionswerte in der Umgebung kleiner als f(xo) (Maximum).
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Beispiel 6.35: Betrachte f(z) =z +42% — 2% — 1

>> fi=x > x + 4%x72 - x74 - 1:
>> plotfunc2d(f(x), x = -2..2)

T+4 2141

Um die Kandidaten fiir die Extrema zu finden, werden (numerische Approximationen
der) Losungen der Gleichung f’(z) = 0 berechnet. Fiir numerische Losungen sind die
MuPAD-Funktionen numeric: :solve oder auch numeric: :fsolve zustindig. Fiir po-
lynomiale Gleichungen wird eine Menge aller Losungen geliefert. Die einzelnen Losungen
lassen sich durch ,indizierten Zugriff“ Kandidaten[1] etc. auswihlen:

>> Kandidaten:= numeric::solve(f’(x) = 0, x)

{-1.346997409, -0.1260001926, 1.472997601}
Diese Werte werden in die 2-te Ableitung von f eingesetzt:

>> f’’ (Kandidaten[1])
-13.77282422

>> f’’(Kandidaten[2])
7.809487418

>> f’’(Kandidaten[3])
-18.0366632

Nach Satz 6.34 ist der erste Kandidat ein Maximum, der zweite Kandidat ein Minimum,
der dritte Kandidat ein Maximum. Die Graphik bestétigt dies.

6.5 Die de I’Hospitalsche Regel

In %fSituationen kann man durch Ableiten auch Grenzwerte bestimmen.
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Satz 6.36: (de I'Hospitalsche Regel)
Seien f und g differenzierbar, es gelte f(xo) = g(xp) = 0. Dann gilt

@) _ o S

vor0 glx) oo ¢ (2)

)

falls der rechte Grenzwert existiert.

»,Beweis:* Intuitiv: Approximiere Z&hler und Nenner durch das Taylor—
Polynom ersten Grades:

fx) _ flxo) + f(wo) - (x —w0) _ f'(wo) - (x —x0) _ [f'(20)
9(x)  g(zo) + ' (z0) - (x —w0)  g'(z0) (z—x0) g'(20)

Fiir eine saubere Durchfithrung des Beweises benutze man den Mittelwert-
satz 6.20 (unter der Zusatzannahme, dass f’ und ¢’ stetig seien. Die Regel
gilt aber auch ohne diese Stetigkeit.)

Q.E.D.

Beispiel 6.37: Betrachte erneut die Funktion

et —1

fiir  #£ 0,

flz) =
1 flirz =0

aus Beispiel 4.12. Fiir den Punkt zy = 0 liegt eine %—Situation vor. Mit de I’Hospital
folgt

T -1 4 (er —1 T
lim < :hm%:lime—:limemzeozl,

x—0 x x—0 2 x x—0 rx—0
dx

wobei in jedem Schritt die Existenz des jeweils rechts stehenden Grenzwerts vorausge-
setzt wird (was gerechtfertigt ist, sobald man ganz rechts angekommen ist).

Die de 'Hospitalsche Regel kann auch mehrfach hintereinander angewendet wer-
den:

e —1-2

Beispiel 6.38: Betrachte lin%) "? Nach einer Anwendung von de I'Hospital
xr—

2
T
trifft man beim Quotienten der Ableitungen wieder auf eine %7Situation und kann de
I’Hospital erneut anwenden:

et —1-2.x L (FT—1-2-2) | 2.e¥T -2
lim ———— = lim y =lim ——
x—0 1’2 x—0 d—x2 x—0 x
xXr
2-x d 2-x 2.z

. — L (eft -1 2-e
= lim = lim <z (d ): =2.¢20=2

x—0 €T z—0 = 1 z—0 1
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Bemerkung 6.39: Die de I’'Hospitalsche Regel
f@) S

w0 g(z)  wom g'(a)

gilt auch fiir lim f(z) = lim g(z) = oco.
T—T0 T—T0

Beispiel 6.40: Mit f(z) = In(z + 1), g(z) = In(z), f'(z) = 7, ¢'(x) =

8|~

1 1 4 . 1
i 2EHD 2L i 2 © gy 1,

wobei in (%) de 'Hospital ein zweites Mal angewendet wurde.

Beispiel 6.41: Mit kleinen Tricks bekommt man eine de 1'Hospital-Technik auch
sofort fiir Situationen wie z.B. 0 - co oder auch 1°°.

Fiir 0 - co ist der Standardtrick, co als 1/0 (oder manchmal 0 als 1/00) zu schreiben.
Z.B.:

1/z a (l/z _
. e/? —1 e 1
lim z-(e/* —1) = lim ——— = lim %
dz x
_1 1z
e
= lim “71: lim e'/* =1.
T— 00 — == T—00

x

Hierbei wurde die urspriingliche oo - 0-Situation durch das Umschreiben z = —— in

1/x
eine %fSituation verwandelt, auf die de 'Hospital anwendbar ist.

Fiir eine 1°°—Situation ist der Standardtrick, die identische Abbildung in der Form
y = exp(ln(y)) einzubringen, was die 1°°—Situation in ein 0 - co—Problem verwandelt
(welches dann wie oben zu behandeln ist). Beispiel:

lim (z-1In(z))
: . x . .
lim z¥ = lim eln(x ) = lim €* In(z) —e x—04-0 .
z—0+40 x—0+40 x—0+40

Hier ist das 0-(—o0)-Problem li(r)r}ro x - In(z) entstanden, was wie oben per de 'Hospital

gelost wird, indem es in ein 22-Problem (genauer: in ein —>*-Problem) umgeschrieben
wird:

1 4 In(g L
lim z-In(z) = lim n(z) = lim "”7() = lim —%- = lim (—x)=0
x—0+0 x—0+0 ]_/l‘ x—0-+0 4 1 x—040 — = x—040
dr = T
lim z-In(z)
= lim z% = e*—0+0 =’ =1.
x—0+0

Der Grenzwert wird durch die folgende MuPAD-Graphik bestétigt:
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Kapitel 7

Integration

7.1 Stammfunktionen: das unbestimmte Integral

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation: zu einer gegebenen Funk-
tion f(x) sucht man eine Funktion F(z), deren Ableitung f(z) ist.

7.1.1 Definitionen, Grundintegrale

Definition 7.1: (Stammfunktion)

F(z) heiBt ,,Stammfunktion® einer (hinreichend glatten) Funktion
f(x), wenn fil—wF(a:) = f(x) gilt. Alternativ nennt man F(z) auch das
sunbestimmte Integral iiber f(z)“ und benutzt auch die Notation
F(z) = [ f(z)dz. Die Funktion f(z) unter dem Integralzeichen wird als

wIntegrand® bezeichnet.

Bemerkung 7.2: Stammfunktionen sind nicht eindeutig bestimmt. Da die Ab-
leitung einer konstanten Funktion tiberall 0 ist, kann man zu einer Stammfunk-
tion eine beliebige Konstante hinzuaddieren, wobei man eine neue Stammfunk-
tion erhélt. Andererseits, hat f(x) keine Singularitéiten (Polstellen etc.), so sind
Stammifunktionen stetig und die Differenz zweler stetiger Stammfunktionen ist
immer eine Konstante.

Beispiel 7.3: Zu f(z) = z sind Fi(z) = % und Fh(z) = ””2—2 + 17 Stammfunktion.
Die beliebige additive Konstante in Stammfunktionen (die ,,Integrationskonstante*)
wird folgendermaflen ausgedriickt:

2

T
dr ="~ +c.
/x,): 2+c

Damit ist gemeint: [ f(z)dz stellt die Klasse aller Stammfunktionen dar (d.h., in
der Schreibweise [ f(x)dx steckt die additive Konstante sozusagen im [-Symbol und

113
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braucht nicht explizit hingeschrieben zu werden). Sobald das Integralzeichen durch

einen konkreten Reprisentanten dieser Klasse (hier ﬁ) ersetzt wird, schreiben wir die

2
beliebige additive Konstante explizit dazu.

Bemerkung 7.4: Mit dieser Konvention gilt trivialerweise fiir jede differenzier-
bare Funktion F(z):

Grundintegrale 7.5:
Aus der in Satz 6.6 gegebenen (kleinen) Liste von Ableitungen erhélt man
eine (kleine) Liste von Stammfunktionen fiir die einfachen Grundfunktio-
nen:

xn+1
/3: dr = n+1+C, (n #0)

1
/ dr = In(|z|)+¢,  (Beispiel 6.18)
T

/exdx = e +e¢,
/sin = —cos(z)+ec,

() dx
cos(z)dx = sin(z)+c.

Beispiel 7.6: In MuPAD ist die Funktion int (engl.: integrate) fiir die Integration
zustindig. Fiir die Integrationskonstante wird dabei vom System automatisch ein , be-
sonders einfacher® Wert gewéhlt:

>> int(cos(x), x)
sin(x)

>> int(x*sin(x)*exp(x), x)

cos(x) exp(x) x cos(x) exp(x) x sin(x) exp(x)
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Fiir aus den einfachen Grundfunktionen aufgebaute Funktionen wiirde man gern
per Rechenregeln die Integration komplizierter Funktionen auf die Integration
einfacher Funktionen zuriickfiihren. Leider ist das nicht so einfach. In der Tat
entspricht jeder Rechenregel der Differentiation (Satz 6.6, Satz 6.12) eine Regel
fiir’s Integrieren. Die sich ergebenden Regeln sind aber nicht so, dal man damit
automatisch alle Integrationen auf Grundintegrale zuriickfithren kann. Zuné#chst
die einfachsten Regeln:

Satz 7.7: (Summenregel)
Fiir beliebige Konstanten a, b und Funktionen f(x), g(z) gilt

/(a-f(m)+b~g(w)>dm:a~/f(:z)dx + b-/g(m)d:v.

Das ist durch Differenzieren beider Seiten dieser Gleichung unmittelbar klar.
Merke:

Konstante Faktoren kénnen stets aus dem Integralzeichen herausge-
zogen werden. Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale.

Beispiel 7.8:

1 ) 1 1
/(2~e”+\/7)dx:2~/e“dx+ ﬁx_%dmzlem—i—cl—i—ﬁ/afédw
T

dr et T per LT
= - e C —_— Co = A —_— — C C:
! V2 —%-‘rl 2 V2 % A/—’l >

C

) 2
:2~e“+ﬁ-\/5+c:2-ex+\/§-\/§+c.

Hierbei wurden die einzelnen Integrationskonstanten ci, co zu einer neuen beliebigen
Konstanten ¢ = ¢; + ¢ zusammengefaflt.

7.1.2 Partielle Integration
Aus der Produktregel

C(F@) - 9@) = F@) o) + 1) - @)

der Differentiation gewinnt man durch Integration

f@) @) +e= [ F@) g@)de + [ @) g @)

Diese Gleichung liefert eine Integrationsregel, die man ,,partielle Integration*
nennt:
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Satz 7.9: (Partielle Integration)

/ f(z) ¢ (x) dz = f(z) - g(z) — / f(@) - g(z) de.

Bemerkung 7.10: Diese Regel ist in folgender Situation anwendbar:
e Der Integrand mufl das Produkt zweier Funktionen sein.
e Von einem Faktor (¢'(x)) muB man die Stammfunktion g(x) kennen.

Ein Integral (iiber f(z) - ¢'(x)) wird in ein anderes Integral (iiber f'(x) - g(z))
iiberfiihrt, es verbleibt also die Aufgabe, eine Stammfunktion zu finden. Aller-
dings ist manchmal das Produkt f'(x) - g(x) einfacher zu integrieren als das
Ausgangsprodukt f(x) - ¢'(x):

e Sinnvoll ist partielle Integration meist, wenn die Ableitung f'(x) ,einfa-
cher® ist als f(z) und g(x) nicht wesentlich ,komplizierter® als ¢'(x).

Beispiel 7.11: Im Integral [ 2-In(z) dz ist f(z) = In(z) eine ,,unangenehme* Funktion,
wihrend f'(z) = 1 als rationale Funktion wesentlich angenehmer ist:

2 1 2
x -In(x) de =In(x)- r 7/ e
N —— 2

T 2
> ~ = =~
9@ f(a) @) @ f(@) g(x)
22 2 22
71n(x).?7/—da:fln(x) 5 - te
Probe: P 9 2 2
z 1 = z
(@) G =T +e) =1 5 (@) -z -5 =)

Es gibt keine allgemeine Regel, was ,einfach“ und was ,kompliziert“ ist. Im
obigen Fall war f'(z) = 1 einfacher als f(z) = In(z). Im folgenden Beispiel ist
f(z) = z ,kompliziert“, zumindestens ,komplizierter* als f'(z) = 1:

Beispiel 7.12:

N~ N g ~—

xz - eF dx:xoemf/l'ﬁ dx
~~
f(z) g'(z) f(@) g(z) f'(z) g(x)

:a:-ex—/exdm:x-ex—ex—i-c:(a:—l)-ex—i—c.
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Manchmal braucht man einfach Erfahrung um zu sehen, dafl partielle Integra-
tion hilfreich ist:

Beispiel 7.13:
/sin(:p)2 dx = /sin(:r) -sin(z) dx = sin(z) - (— cos(x)) — / cos(z) + (—cos(x)) dx
e N — —— —— —— ———
f@) g f@) g(z) f(2) g(z)
= —sin(x) - cos(z) + /cos(a:)2 dx.

Das war bislang nicht sehr erfolgreich: [ sin(z)?dz wurde durch [ cos(z)?dz ausge-
driickt. Allerdings gilt sin(x)? 4 cos(z)? = 1, sodafl das verbleibende Integral wiederum
durch das Ausgangsintegral ausgedriickt werden kann:

/cos dm—/ldsc—/sm d:c—m—/sm( )2 d.

Dies liefert eine Gleichung fiir [ sin(z)? d

[sin(z)?dz = —sin(z)-cos(x) + [ cos(x)? dx
= —sin(z) - cos(z) + = — [sin(z)? dz
= 2. [sin(z)®dz = x—sin(z)-cos(z)+c
= [sin(z)?dz = % . (:v — sin(z) -cos(x)) +c

(mit einer neuen Integrationskonstante ¢ = ¢/2).

7.1.3 Substitution -
15.7.02
Aus der Kettenregel der Differentiation (mit y = g(z))

P = (5 Fw) - (5 9@) = Flo@) ¢ @)

gewinnt man durch Integration

) +e= / F(g(z)) - o' (z) de.

Diese Gleichung liefert mit f = F” eine Integrationsregel, die man ,,Integration
durch Substitution* nennt:

Satz 7.14: (Substitution)
Sie F(y) eine Stammfunktion von f(y). Mit y = g(x) gilt

/ f(9(@)) - ¢/ () de = / f(w)dy = F(y) + ¢ = F(g(x)) +c.
dy
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Hierbei lauft die Substitution auf Folgendes hinaus. Aus y = g(z) folgt % =

d'(x), also formal
dy = ¢ (z) dz.

Eine Substitution bietet sich auf jeden Fall an, wenn der Integrand einen Faktor
¢'(x) enthélt, der die Ableitung eines Teilausdrucks g(x) im anderen Faktor ist:

Beispiel 7.15: In [ cos(z) - ¢5™(*) dz bietet es sich an, y = g(x) = sin(z) zu substituie-
ren, denn die Ableitung ¢’(z) = cos(z) taucht als Faktor im Integranden auf. Es ergibt
sich

y=g(z)

/COS(:L’) . esm(ﬂv) dr = /esm(w) COS(QZ) dr = /ey dy —eY o= esm(z) +e.
. ———

g'(z)-dz=dy

Beispiel 7.16: Wir kennen [ % dy = In(Jy|). Wie steht es mit [ ﬁ-&b dz? Dies ist ein
Fall fiir die Substitution. Wir setzen y = g(z) = a-x +b (also dy = a dz) und erweitern

mit a, sodafl dr = %-adw = é dy auftaucht:
dy
1 1 1 — 1 1
/ dx:f~/ - a dx:f/fdy
a-x+b a a-x+b \(/-; al y
g'(z

Beispiel 7.17: In [ i;l((f)) dz bietet sich die Substitution y = g(x) an:

gl(x) = 1 =1n c=1n X C
[ S dn = [ <y = (i) + e = mlgta)) +

Bemerkung 7.18: Es bietet sich allgemein an, eine Substitution y = g(x) in
einem Integral [ h(z)dx technisch folgendermafBien durchzufiihren:

e Setze y = g(x) und berechne die Ableitung % = ¢'(x). Formal gilt dy =
g (z)dzx.

e FErsetze dx durch %. Driicke im neuen Integranden h(z)dx = ;,((?) dy
jedes x durch y aus.
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e Fs entsteht ein Ausdruck

1
[raar= | Maw) - s = [t
fy)

Versuche, eine Stammfunktion F(y) = [ f(y) dy zu finden.

e , Riicksubstitution*“: Setze y = g(x) in F(y) ein. Die gesuchte Stamm-
funktion des urspriinglichen Ausdrucks ist F(g(x)).

Manchmal ist es nicht offensichtlich, was man substituieren sollte. Hier hilft nur
Erfahrung oder ein guter Tip:

Beispiel 7.19: Substituiere y = /z, % =1 % (= dy=73- % dx) in

/\/E-eﬁdxz/y-ey~2-\/5dy=2-/y2-eydy.
~———

dzx

Das verbleibende Integral in y kann durch zweifache partielle Integration gel6st werden:

2~/ v eV dy=2- y* - &Y —2-/2~y- e¥ dy
fly) 9'W) fly) 9W) fiy) 9W)

=92.4%2.e¥Y—-4. . eV =92.92.eY 4. eV 44 1 . &Y
y e / y -’ dy Yy -e y e’ + el dy
F(y) G F(y) G F'(y) G(y)
=297 eV —4-y-eV+4-€¥ +c.
Riicksubstitution y = \/z liefert letztlich:

/\/E-e\/idx:?x-eﬁ—éb\/E-e\/i—i—él-eﬁ—i—c.

7.1.4 Rationale Integranden: Partialbruchzerlegung

Rationale Integranden lassen sich iiber die Technik der ,,Partialbruchzerlegung®
immer so umformulieren, dafl man eine Stammfunktion bestimmen kann. Hier
der Spezialfall, wenn das Nennerpolynom nur einfache Nullstellen hat:
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Satz 7.20: (Partialbruchzerlegung)

Betrachte f(z) = % mit Polynomen p(x) und q(z), wobei grad(p(z)) <
grad(q(x)) gelte. Hat das Nennerpolynom q(x) nur einfache Nullstellen

x1,...,Tn, SO gibt es Konstanten c1,. .., c,, sodal
M __a coe Cn
q(z) -1 r— Ty

Damit folgt dann

p(fI,') =c1-In(lz — v tc, - Inllz — 2 C
/q(x)dx_lw i)+ e (e — @) + e

Beispiel 7.21: Die technische Durchfiithrung geschieht folgendermafen:
1) Ansatz:
3-z+4 c1 Co

-1 (242 o-1 242

2) Bringe die rechte Seite auf den Hauptnenner:

a_, _c (@ +2)ter-(v—1)
r—1 x+2 (x—1)-(x+2)

3) Ordne den Z&hler nach Potenzen von x:

- (@+2)+ex-(x—1) (cl+02)-x+(2~cl—02).

(x—1)-(x+2) (x—1)-(x+2)
4) Der Ansatz lautet nun:

3-x+4 (c14c2) x+(2-c1—ca)

(x—1)-(z+2) (x—1)-(x+2)

Die Nenner stimmen nach Konstruktion iiberein. Es verbleibt, die Konstanten ¢y, ¢y
so zu bestimmen, dafl auch die Zahler fiir alle x iibereinstimmen. Vergleiche dazu im
Zahler die Koeffizienten vor jeder z-Potenz:

3261+CQ, 4:2~61762.

4) Lose das entstandene lineare Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten:

7 2

Ergebnis:

8

\
—_
8
+
[\
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Beispiel 7.22: In MuPAD ist die Funktion partfrac (engl.: partial fraction) fiir die
Partialbruchzerlegung zusténdig:

>> partfrac((3*x + 4) / ((x - D*(x + 2)), x)

3 &x-1 3 (&x+2)

Bemerkung 7.23: Die Partialbruchzerlegung haben wir schon friiher beim
Summieren rationaler Ausdriicke kennengelernt: siehe Beispiel 3.31.
Bemerkung 7.24: Hat man einen rationalen Integranden &i), bei dem der
Grad des Zéhlerpolynoms nicht kleiner ist als der Grad des Nennerpolynoms
(dies wird in Satz 7.20 vorausgesetzt), so ist dies auch kein Problem. Durch
Polynomdivision kann man einen polynomialen Anteil abspalten, z.B.:

C~)
—

2 23+ a2 +2 5. piq 4 2TH3
——— =2z _—.
2 -1 2 -1
Die Division wird dabei wie mit Zahlen durchgefiihrt (man zieht sukzessiv den
Jfiihrenden Term*® durch ein geeignetes Vielfaches des Nenners ab):

2.3 42242 ot -1 = 2.x+1
2.23—-92.1

24242
x2—1

2-x+3 (der Rest)

Der verbleibende Rest kann durch Partialbruchzerlegung additiv zerlegt werden,
das Ergebnis ist:

>> partfrac((2*x"3 + x°2 + 2)/(x"2 -1), x)

Es folgt

2.2+ 2242 5 1
ST Y T g = (2- 14+ 22 )d
/ (2 —1) o / T +a:—1 c+1) Y

5 1
:x2+x+§ ln(|x—1|)—§ In(|lz +1]) +c.
Probe mit MuPAD:
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>> int((2*x"3 + x"2 + 2)/(x"2 -1), %)

2 5 1ln(kx - 1) In(x + 1)
X + X 4 —mmmmmmm—mm —

(MuPAD verzichtet darauf, innerhalb des 1n Betragszeichen einzutragen, denn
MuPAD kann mit komplexen Zahlen umgehen. Fiir positives x gilt In(—z) =
vV—=1-m+In(z), d.h., In(—z) und In(z) stimmen bis auf eine additive (komplexe)
Konstante iiberein. Diese kann in die Integrationskonstante absorbiert werden).

Bemerkung 7.25: Fiir die Partialbruchzerlegung braucht man die Faktorisie-
rung q(z) = (x —x1) - -+ - (x — x,) des Nennerpolynoms, d.h., man muf die
Nullstellen x4, . ..,z, von q(z) finden.

7.2 Das bestimmte Integral

Die geometrische Interpretation eines bestimmten Integrals ist die Fliche unter
einem Funktionsgraphen f(¢). Man zerlege ein Interval [a,b] auf der ¢-Achse
aquidistant in n Teilintervalle [t;, ¢;11] mit

b—a

ti=a+1- , 1=0,...,n.
n

Dann approximiere man den Fldcheninhalt durch die Flichen der durch die
Punkte

(tiao)v (tivf(ti))’ (ti+1,f(ti))7 (ti-l-lao)

. s b—an.
gegebenen Rechtecke (mit der Breite >-¢):

f(t)
- 1
a:to tl t2 ti ti+1...tn—b

~—

b—a
n—1

. « . b—a
Die Summe der n Rechteckflichen ist —— - Z f(tx). Im Grenzwert n — oo
n

k=0

liefert dies die Flache unter dem Graphen.
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Definition 7.26: (Das bestimmte Integral)
Zu einer iiber dem Intervall [a,b] definierten (hinreichend glatten, z.B.
stetigen) Funktion f(t) (dem ,Integranden“) wird das ,,bestimmte
Integral® iiber [a, b] definiert als

b b—a 2 b—a
/af(t)dt_nhlgo - kz_of(a+k- n)

(sofern dieser Grenzwert existiert).

Dies ist lediglich eine prinzipielle Definition, die zur Berechnung vollig unge-
eignet ist. Die wirkliche Berechnung geschieht iiber Stammfunktionen von f(t),
sobald der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und dem unbe-
stimmten Integral geklirt ist (néchster Abschnitt).

Bemerkung 7.27: Das bestimmte Integral kann auch negative Werte anneh-
men (z.B., wenn iiberall f(t) < 0 gilt). Die Interpretation als ,Flédche unter dem
Graphen“ gilt nur fiir positive Funktionen.

Bestimmte Integrale kénnen additiv zerlegt werden. Man stelle sich dazu eine
positive Funktion f(t) vor, d.h., das Integral von a bis b ist die Flidche unter
dem Graphen von t = a bis t = b. Diese Fléche setzt sich zusammen aus der
Fldche unter dem Graphen von ¢t = a bis t = ¢ und der Fliche von t = ¢ bis
t = b, wobei der Zerlegungspunkt ¢ beliebig gewéihlt werden kann:

Satz 7.28: (Zerlegung bestimmter Integrale)
Fiir beliebiges a, b, c gilt:

/acf(t)dtJr/be(t)dt:/abf(t)dt.

Konvention 7.29:

Wir setzen

/baf(t)dtz—/abf(t) i,

womit wir in f; f(t) dt nun auch b < a zulassen kénnen. Speziell gilt

/aaf(t)dt:—/aaf(t)dtzo.

Mit dieser Konvention gilt Satz 7.28 auch fiir Zerlegungspunkte ¢, die auflerhalb
des Intervalls [a, b] liegen.
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Bemerkung 7.30: In MuPAD ist die Funktion int sowohl fiir bestimmte als
auch fiir unbestimmte Integrale zustédndig:

>> int(exp(-2*x), x)

1
2
2 exp(x)
>> int(exp(-2*t), t = 0..5)
1
1/2 = —==—————-
2
2 exp(5)
>> float (%)
0.4999773

Bemerkung 7.31: Man beachte, dafi das unbestimmte Integral [ f(z) dx ei-

ne Funktion in x ist, wihrend das bestimmte Integral f; f(t) dt fiir konkrete
Zahlenwerte a, b einen Zahlenwert darstellt. Diesen kann man numerisch appro-
ximieren, indem man z.B. die in der Definition 7.26 gegebene Summe fiir grofies
n ausrechnet. Alternativ zur ,Riemann-Summe*

/abf(t) dt%b;a-gf@—i-k-b;a)

ist es giinstiger, stattdessen die ,Trapez-Summe*“

b —a a ks —a
/Gf(t)dt%bn (f(Q) + ;f(a-i-k'bn >+f(2b)>

zu berechnen, die sich mit t, = a+k - b*T“ auch als

n—1
b—a 'Zf(tk)+f(tk+1)
n 2

k=0
schreiben 148t. Hierbei ist bfT“ . % die Fliache des durch die 4 Punkte

(tk,0),  (tr, f(tr))s  (thgr, f(tr41)),  (thg1,0)

definierten Trapezes (d.h., die Fldche unter dem Graphen von f(t) wird nicht
durch Rechtecke, sondern durch Trapeze angenéhert).
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ft) f(tet1)

f(tr)
Trapezfliche

i li+1

Bemerkung 7.32: In MuPAD ist die Funktion numeric: :int fiir die numeri-
sche Berechnung von bestimmten Integralen zustidndig. Sie arbeitet auch dann,
wenn der symbolische Integrator kein Ergebnis liefert (weil er keine Stammfunk-
tion findet):

>> int(exp(sqrt(t))*sqrt(t), t = 0..10)

1/2 1/2
int (t exp(t ), t =0..10)

>> numeric::int(exp(sqrt(t))*sqrt(t), t = 0..10)

264.1573027

7.3 Der Hauptsatz: Zusammenhang zwischen be-
stimmtem und unbestimmtem Integral

Es verbleibt das Problem, wie man effektiv bestimmte Integrale ff f(t) dt ohne
den garstigen Grenzwert von Riemann—Summen berechnen kann. Hier kommt
die wesentliche Beobachtung ins Spiel, dafl man mit unbestimmten Integralen
(Stammfunktionen) bestimmte Integrale ausrechnen kann.

Satz 7.33: (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 1)
Betrachte

x
Fuw) = [ 100 .
a
Fiir stetiges f ist F, differenzierbar, und es gilt

d
R@) = f),

d.h., Fy(z) ist eine Stammfunktion von f(x).
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,Beweisidee*: Es gilt

AF, = Fy(z + h) — Fy(z) = / o Ft) dt — / " ry ar 2 / o F(t) dt.

Néhern wir auf dem (kleinen) Interval [x,z + h| die Funktion durch den kon-
stanten Wert f(t) = f(z) an, so gilt

z+h z+h n—1
AF, = / (1) dt ~ / fla) di = Tim %-Z @)
z z k=0

n—1
h h
= lim —- -y 1= lim —- ‘n = lim h- =h- .
im — - f(z) kE_O Jm = f(z)-n= lim h-f(z) =h f(2)
Damit 148t sich die Ableitung von Fj(z) berechnen:
d Fy(x+ h) — Fy(z)

gz Fa(z) = lim 2 = Jim,

hofl)
A < f().

O

Bemerkung 7.34: Stammfunktionen sind nur bis auf additive Konstanten
bestimmt. Dies wird in der Darstellung einer Stammfunktion iiber Fy(z) =
[ f(t) dt dadurch deutlich, daf8 die untere Grenze a beliebig wihlbar ist. Die
Konstante ist hier durch die Bedingung F,(a) = [ f(t) dt = 0 festgelegt. Bei
unterschiedlicher Wahl der unteren Grenze ist die Differenz der entsprechenden
Stammfunktionen in der Tat eine Konstante:

<&wwwam=/7wﬁ—/7@ﬁ

(7.28) a2 x e ) o |
</111 f(@t) dt+/@ f(t) dt> /a2 f(t) dt /al £(6) dt

unabhéngig von x

Bestimmte Integrale sind also Stammfunktionen, wenn man sie als Funktion der
oberen Grenze auffafit. Umgekehrt, kennt man ein Stammfunktion, so liefert sie
ein bestimmtes Integral, denn alle Stammfunktionen F'(z) von f(z) unterschei-
den sich nur um eine additive Konstante, d.h., es muss gelten

X
Fy(z) = / F(t) dt = F(z)+c.
a
Es verbleibt nur, die Integrationskonstante ¢ zu identifizieren. Fiir z = a folgt

Oz/af(t)dt:F(a)—i—c = c¢=—F(a),
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also .
/ f(t) dt = F(z) — F(a).
a
Dies liefert nun eine effektive Methode, bestimmte Integrale auszurechnen, in-
dem man sich zunéchst eine Stammfunktion des Integranden verschafft:

Satz 7.35: (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 2)
Sei F'(x) eine beliebige stetige Stammfunktion von f(x). Dann gilt

b
/ F(t) dt = F(b) — F(a).

Die additive Konstante der Stammfunktion féllt dabei bei Differenzbildung her-
aus.

Beispiel 7.36: Zur Berechnung von ff In(t) dt berechnet man zunéchst eine Stamm-
funktion von In(z). Analog zu Beispiel 7.11 ergibt sich durch partielle Integration:

1
/ln(:c) dx = /ln(x)~ 1 de=ln(z) = —/ - - x dzx
—~— —~— T =~
fz) 9'@) fz) 9@ f\’(;; g(x)

=x~ln(1;)—/ldx:x-ln(m)—x—FC.

Mit der Stammfunktion F'(z) = z - In(z) — « + ¢ ergibt sich das bestimmte Integral

/2ln(t)dt:F(2)—F(1): (2.1n(2)—2+c) - (1.1n(1)—1+c) —=2.In(2) — 1.

Bemerkung 7.37: Aus dem Zusammenhang mit dem unbestimmten Integral
folgt sofort, daB8 die Rechenregeln aus Abschnitt 7.1 auch fiir bestimmte Inte-
grale gelten, z.B. (Satz 7.7):

/b (cl-fl(t)Jrcz-fg(t))dt:cl./bfl(t)dt + 02-/bf2(t)dt.

Partielle Integration gilt in der folgenden Form:

t=b

b
—L/fﬁrﬂww

t=a

b
[ @ g = (1) -gt0)]
t=b

wobei [f(t) : g(t)] als Abkiirzung fiir

t=a

[0 90] = £0) - 9(8) — F(a) - g(0)

dient. Substitution gilt in der folgenden Form:
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b g(b)
/ Flot)) - o (t) dt = / f(y) dy.
a g

Beispiel 7.38: Partielle Integration:

1 t=1 1
/ t -cos(t) dt = [ t 'sin(t)} —/ 1 -sin(t) dt
—~— ~ =0y =~

—— t= ——
O g O g ORI
t=1 t=1
- ] =[]
{ sin(t) o cos(t) o

=1-sin(1) — 0-sin(0) + cos(1) — cos(0) = sin(1) + cos(1) — 1.

Beispiel 7.39: Substitution y = t2, dy = 2t dt:

VT 1 VT 1 7f
[ reoseyar =g [ eostt) 2uds =5 - [ contu) dy
0

0 2 et 0
_ % . [sm(y)EZ - % - (sin(m) — sin(0)) = 0.

Man beachte hierbei, wie sich im Substitutionsschritt die Grenzen &dndern: Fiir ¢ = 0
folgt y = t2 = 0, fiir t = /7 folgt y = t*> = .

7.4 Uneigentliche Integrale

Bestimmte Integrale f; f(t) dt sind zunéchst nur fiir endliche Intervalle [a, b]
definiert. Wir erweitern die Definition:

Definition 7.40: (Uneigentliche Integrale)

/mf@yuzgm bf@da

a

b b
/ FO di= tim | F(t) dt,

—
a [e.e] a

a——00 b—o0o a

/wﬂwﬁzlm i [ f00) di

(falls die Grenzwerte existieren).
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Beispiel 7.41:

o b t=b
/ etdt=lim [ e'dt= lim {— e_t} = lim (—e ™ +1) =1 lim e = 1.
0

b—oo Jo b—o0

Beispiel 7.42: Substitution y = —/%, % = —2%\/{ = ﬁ, dt =2 y-dy:

70/ e*‘/{dt:fo/ ey~2~ydy(7:29)f/ e¥ -y dy.
2 0 2 0 —00

Man achte hierbei auf die Transformation der Grenzen: t = 0 entspricht y = —/t = 0,
t = oo entspricht 4y = —/t = —oo. Das verbleibende Integral war bereits in Beispiel 7.12
gelost worden:

0 y=0
v o o]
:_ag@m(—l—(a—l)oe“) :1—a2@m((1—a)~e“>.

Der verbleibende Grenzwert ist 0:

lim ((1 —a) ~e“> == Jim ((1 +0b)- e*b) = lim (b+ 1).

a——o00 b—oo b—oo eb

Da mit e® =1+b+ % + - - - die Exponentialfunktion fiir b — oo stérker steigt als jedes
Polynom, ist der Grenzwert 0. Endergebnis:

1 o0
7-/ e Viat=1.
2 0

Man geht #hnlich vor, wenn der Integrand eine Singularitéit hat:

Definition 7.43: (Uneigentliche Integrale bei singuléren Integranden)

Hat der Integrand f(t) an der Stelle a oder b eine Singularitét, so definiert
man

b b—e
/ F(t)dt = Tim () dt,

e—0+0 /,

bzw.

b b
/a Fle) dt = Jim /Hef(t) dt

(falls die Grenzwerte existieren).
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Beispiel 7.44: Im folgenden Fall existiert das uneigentliche Integral:

1
2

~

1 1
1
—dt= lim [ t % dt= lim {
0 \/i e—0+4+0 e e—0+0

o]

— lim [2~\/§Kj:2~ lim (1—\/E>=2.

e—0+0 € e—040

Beispiel 7.45: Im folgenden Fall existiert das uneigentliche Integral nicht (bzw. ist
00):

1 T1 t=1
/ Sdt= lim [ di= lim [m(t)} = lim (o—ln(e))zoo,
0 t e—0+0 € t e—0 t=¢ e—0+0

7.5 Einige spezielle Anwendungen

Satz 7.46: (logarithmische Divergenz der harmonischen Reihe)

n
1
Die Folge Z . In(n) konvergiert monoton falled gegen einen Grenzwert

k=1
"1
C ~ 0.5772... (die ,Eulersche Konstante*): Z 7~ In(n) + C.
k=1
Beweis: Sei C), = i N In(n). Mit
k
k=1
k+1 1
/ —dr=In(k+1)—1In(k)
k xT
gilt
"1 | ntlg S L |
Cp > gfln(nJrl): k:/ —dmzzgf / — dz
k=1 k=1 17 k=1 =1’k 7
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denn fiir die monoton fallende Funktion % gilt % > % auf dem Intervall [k, k+1].

Weiterhin gilt

Cp—Cpi1 = (ln(n +1)— ln(n)> —

1

n+1

n+1 1 1
A
n r n+1
denn es gilt % > n%rl fir x € [n,n+1]. Damit ist die Folge (C),) monoton fallend
und nach unten beschriankt. Sie konvergiert also gegen einen Grenzwert C.

-

>0,

n+1 1

X

1
n+1

Q.E.D.

Als weitere ,, Anwendung* der Integration versuchen wir, realistische Abschétz-

ungen von n! fiir n > 1 zu ermitteln. Zunéchst beobachtet man

In(n!) =1In(1-2:3-.. ..n) = In(1)+In(2)+In(3)+. . .+In(n) = zn:ln(k) = Zn:ln(k).
k=1 k=2

Diese Summe 148t sich als Riemann—Summe interpretieren, die bei

/1 In(a) do = [a - (in(z) ~ 1)]

x:n:n-ln(n)—n—l—l

r=1

anfillt, wenn man das Integrationsintervall [1, n] in die n— 1 Teilintervalle [1, 2],
[2,3], ..., [n — 1,n] zerlegt. Wegen der Monotonie von In(x) gilt

n—1

nz:ll (k)</nl (2)d —Z/kﬂl () d <zn:1 (k)
k=1 S N k i ’

k=1

also

In((n—1)!) <n-ln(n) —n+1 <In(n!),

also

(n—1!<n". e <nl,

also (in der linken Ungleichung wird n durch n + 1 ersetzt):

n". 6—n+1 < n < (TL+ 1)n+1 X e—n7

also

nn
e~<—> §n!§e~(
e

n+1
e

)n—i-l

Hiermit ist das Wachstumsverhalten von n! charakterisiert. Diese Abschéitzung

148t sich jedoch noch wesentlich verfeinern:
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Satz 7.47: (Die Stirling-Formel)
Fiir alle n € N gilt folgende Abschétzung von n!:

Ve (B) << vaimn (B) e,
(& (&

Fiir grofies n gilt etn =1+ ﬁ + --- = 1, d.h., das Verhéltnis der obe-
ren Schranke zur unteren Schranke ist fiir groBes n dicht bei 1 (d.h., die
fiithrenden Stellen der oberen und unteren Schranke sind gleich und stim-
men mit den fithrenden Stellen von n! iiberein).

Merke:

V2o on- (ﬁ)”.

(&

Diese ,,Stirling- A pproximation* fiir n! ist schon ab n = 4 auf etwa 2
Prozent genau! Beispiel:

n‘VQ-w-n-(%)n‘ n! ‘\/2-ﬂ~n~<%)n~eﬁ

2 1.9.. 2 2.1...
5) 118.0... 120 124.0...
10 3598695.6... 3628800 3689797.0...

Beweis: (fiir technisch Interessierte)
Es ist zu zeigen:

an
Wir zeigen zunéchst, dass die Folge
n!
an = nTLJr% i

konvergiert. Fiir die Quotienten aufeinander folgender Elemente bekommt man

1 1\ n+i
Qnp, _ . (1 + 7) 2
an+1 € n

und damit

In (QZL) - <n+%) ‘In (1+%)—1. (#)

Betrachte die Integration der Funktion f(x) = 1/x iiber dem Intervall [n,n+1]:
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\

n n 4+ % n+1
Das Integral wird nach oben abgeschétzt durch das Trapez durch die Punkte
(n, f(n)) und (n + 1, f(n + 1)). Die Trapezfliche ist Breite x mittlere Héhe =
3 (f(n) + f(n+1)):

/:Hidx zln(n—i-l)—ln(n):ln(l—ki)ﬁ;‘<i+ni1).

Das Integral wird nach unten abgeschétzt durch das Trapez, dessen obere Kante
die Tangente an f(z) im Mittelpunkt ist. Die Trapezfliche ist Breite x mittlere
Héhe = f(n+ 3):

n+11 1 1
/ —dx zln(n—i—l)—ln(n):ln(l—i—f)z T
n X n 7”L—|—§
Diese Abschétzungen liefern die Ungleichungskette
1 1 1 1
1§1n<1—{——)§7.<f_|_ )
n+ 5 n 2 \n n+1
also
1<(+1)1(1+1><<+1)1<1+ 1)
n —_ .n —_— n —_ R J—
- 2 n/ — 2/ 2 \n n+1/
also
1 1 1 1 1 1
(e n(ed) 1o d) 3 Gr)
0_(n+2> . +n - n+2 2 \n n+41
B /4 1 (1 1 )
S n-(n+l) 4 \n n+1/)

Eingesetzt in (#) erhélt man:

also
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Es folgt
a a Qa a _
1 S n__ n . n+1 . n+k—1
An+k An+1 An+2 An+k
1 _ 1 1 _ 1 1 _ 1
S edn - 4(ntl) . ed(ntl) .o 4(nt2) . . . ed(ntk-1) .o 4:(ntk)

1

1 1
=edn . e Ltk Jein

fir alle £ > 1. Fiir fixiertes n ist die Folge (ay4x) (im Folgenindex k) damit
monoton fallend und nach unten beschriankt, d.h., es existiert der Grenzwert
a* = lim a,1x = lim a,, fiir den gilt:

k—o0 n—oo

a

E

1 . . 1
* <ein = a <ap,<a -etn,

1<

S

Es verbleibt damit lediglich, a* = /2 - 7 zu zeigen. Das ist wesentlich aufwen-

diger, und wir verzichten hier darauf.
Q.E.D.



