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Kapitel 7

Integration

7.1 Stammfunktionen: das unbestimmte Integral

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation: zu einer gegebenen Funk-
tion f(x) sucht man eine Funktion F(z), deren Ableitung f(z) ist.

7.1.1 Definitionen, Grundintegrale

Definition 7.1: (Stammfunktion)

F(z) heiBt ,,Stammfunktion® einer (hinreichend glatten) Funktion
f(x), wenn fil—wF(a:) = f(x) gilt. Alternativ nennt man F(z) auch das
sunbestimmte Integral iiber f(z)“ und benutzt auch die Notation
F(z) = [ f(z)dz. Die Funktion f(z) unter dem Integralzeichen wird als

wIntegrand® bezeichnet.

Bemerkung 7.2: Stammfunktionen sind nicht eindeutig bestimmt. Da die Ab-
leitung einer konstanten Funktion tiberall 0 ist, kann man zu einer Stammfunk-
tion eine beliebige Konstante hinzuaddieren, wobei man eine neue Stammfunk-
tion erhélt. Andererseits, hat f(x) keine Singularitéiten (Polstellen etc.), so sind
Stammifunktionen stetig und die Differenz zweler stetiger Stammfunktionen ist
immer eine Konstante.

Beispiel 7.3: Zu f(z) = z sind Fi(z) = % und Fh(z) = ””2—2 + 17 Stammfunktion.
Die beliebige additive Konstante in Stammfunktionen (die ,,Integrationskonstante*)
wird folgendermaflen ausgedriickt:

2

T
dr ="~ +c.
/x,): 2+c

Damit ist gemeint: [ f(z)dz stellt die Klasse aller Stammfunktionen dar (d.h., in
der Schreibweise [ f(x)dx steckt die additive Konstante sozusagen im [-Symbol und
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114 KAPITEL 7. INTEGRATION

braucht nicht explizit hingeschrieben zu werden). Sobald das Integralzeichen durch

einen konkreten Reprisentanten dieser Klasse (hier ﬁ) ersetzt wird, schreiben wir die

2
beliebige additive Konstante explizit dazu.

Bemerkung 7.4: Mit dieser Konvention gilt trivialerweise fiir jede differenzier-
bare Funktion F(z):

Grundintegrale 7.5:
Aus der in Satz 6.6 gegebenen (kleinen) Liste von Ableitungen erhélt man
eine (kleine) Liste von Stammfunktionen fiir die einfachen Grundfunktio-
nen:

xn+1
/3: dr = n+1+C, (n #0)

1
/ dr = In(|z|)+¢,  (Beispiel 6.18)
T

/exdx = e +e¢,
/sin = —cos(z)+ec,

() dx
cos(z)dx = sin(z)+c.

Beispiel 7.6: In MuPAD ist die Funktion int (engl.: integrate) fiir die Integration
zustindig. Fiir die Integrationskonstante wird dabei vom System automatisch ein , be-
sonders einfacher® Wert gewéhlt:

>> int(cos(x), x)
sin(x)

>> int(x*sin(x)*exp(x), x)

cos(x) exp(x) x cos(x) exp(x) x sin(x) exp(x)
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Fiir aus den einfachen Grundfunktionen aufgebaute Funktionen wiirde man gern
per Rechenregeln die Integration komplizierter Funktionen auf die Integration
einfacher Funktionen zuriickfiihren. Leider ist das nicht so einfach. In der Tat
entspricht jeder Rechenregel der Differentiation (Satz 6.6, Satz 6.12) eine Regel
fiir’s Integrieren. Die sich ergebenden Regeln sind aber nicht so, dal man damit
automatisch alle Integrationen auf Grundintegrale zuriickfithren kann. Zuné#chst
die einfachsten Regeln:

Satz 7.7: (Summenregel)
Fiir beliebige Konstanten a, b und Funktionen f(x), g(z) gilt

/(a-f(m)+b~g(w)>dm:a~/f(:z)dx + b-/g(m)d:v.

Das ist durch Differenzieren beider Seiten dieser Gleichung unmittelbar klar.
Merke:

Konstante Faktoren kénnen stets aus dem Integralzeichen herausge-
zogen werden. Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale.

Beispiel 7.8:

1 ) 1 1
/(2~e”+\/7)dx:2~/e“dx+ ﬁx_%dmzlem—i—cl—i—ﬁ/afédw
T

dr et T per LT
= - e C —_— Co = A —_— — C C:
! V2 —%-‘rl 2 V2 % A/—’l >

C

) 2
:2~e“+ﬁ-\/5+c:2-ex+\/§-\/§+c.

Hierbei wurden die einzelnen Integrationskonstanten ci, co zu einer neuen beliebigen
Konstanten ¢ = ¢; + ¢ zusammengefaflt.

7.1.2 Partielle Integration
Aus der Produktregel

C(F@) - 9@) = F@) o) + 1) - @)

der Differentiation gewinnt man durch Integration

f@) @) +e= [ F@) g@)de + [ @) g @)

Diese Gleichung liefert eine Integrationsregel, die man ,,partielle Integration*
nennt:
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Satz 7.9: (Partielle Integration)

/ f(z) ¢ (x) dz = f(z) - g(z) — / f(@) - g(z) de.

Bemerkung 7.10: Diese Regel ist in folgender Situation anwendbar:
e Der Integrand mufl das Produkt zweier Funktionen sein.
e Von einem Faktor (¢'(x)) muB man die Stammfunktion g(x) kennen.

Ein Integral (iiber f(z) - ¢'(x)) wird in ein anderes Integral (iiber f'(x) - g(z))
iiberfiihrt, es verbleibt also die Aufgabe, eine Stammfunktion zu finden. Aller-
dings ist manchmal das Produkt f'(x) - g(x) einfacher zu integrieren als das
Ausgangsprodukt f(x) - ¢'(x):

e Sinnvoll ist partielle Integration meist, wenn die Ableitung f'(x) ,einfa-
cher® ist als f(z) und g(x) nicht wesentlich ,komplizierter® als ¢'(x).

Beispiel 7.11: Im Integral [ 2-In(z) dz ist f(z) = In(z) eine ,,unangenehme* Funktion,
wihrend f'(z) = 1 als rationale Funktion wesentlich angenehmer ist:

2 1 2
x -In(x) de =In(x)- r 7/ e
N —— 2

T 2
> ~ = =~
9@ f(a) @) @ f(@) g(x)
22 2 22
71n(x).?7/—da:fln(x) 5 - te
Probe: P 9 2 2
z 1 = z
(@) G =T +e) =1 5 (@) -z -5 =)

Es gibt keine allgemeine Regel, was ,einfach“ und was ,kompliziert“ ist. Im
obigen Fall war f'(z) = 1 einfacher als f(z) = In(z). Im folgenden Beispiel ist
f(z) = z ,kompliziert“, zumindestens ,komplizierter* als f'(z) = 1:

Beispiel 7.12:

N~ N g ~—

xz - eF dx:xoemf/l'ﬁ dx
~~
f(z) g'(z) f(@) g(z) f'(z) g(x)

:a:-ex—/exdm:x-ex—ex—i-c:(a:—l)-ex—i—c.
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Manchmal braucht man einfach Erfahrung um zu sehen, dafl partielle Integra-
tion hilfreich ist:

Beispiel 7.13:
/sin(:p)2 dx = /sin(:r) -sin(z) dx = sin(z) - (— cos(x)) — / cos(z) + (—cos(x)) dx
e N — —— —— —— ———
f@) g f@) g(z) f(2) g(z)
= —sin(x) - cos(z) + /cos(a:)2 dx.

Das war bislang nicht sehr erfolgreich: [ sin(z)?dz wurde durch [ cos(z)?dz ausge-
driickt. Allerdings gilt sin(x)? 4 cos(z)? = 1, sodafl das verbleibende Integral wiederum
durch das Ausgangsintegral ausgedriickt werden kann:

/cos dm—/ldsc—/sm d:c—m—/sm( )2 d.

Dies liefert eine Gleichung fiir [ sin(z)? d

[sin(z)?dz = —sin(z)-cos(x) + [ cos(x)? dx
= —sin(z) - cos(z) + = — [sin(z)? dz
= 2. [sin(z)®dz = x—sin(z)-cos(z)+c
= [sin(z)?dz = % . (:v — sin(z) -cos(x)) +c

(mit einer neuen Integrationskonstante ¢ = ¢/2).

7.1.3 Substitution
_5.7.02
Aus der Kettenregel der Differentiation (mit y = g(z))

P = (5 Fw) - (5 9@) = Flo@) ¢ @)

gewinnt man durch Integration

) +e= / F(g(z)) - o' (z) de.

Diese Gleichung liefert mit f = F” eine Integrationsregel, die man ,,Integration
durch Substitution* nennt:

Satz 7.14: (Substitution)
Sie F(y) eine Stammfunktion von f(y). Mit y = g(x) gilt

/ f(9(@)) - ¢/ () de = / f(w)dy = F(y) + ¢ = F(g(x)) +c.
dy
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Hierbei lauft die Substitution auf Folgendes hinaus. Aus y = g(z) folgt % =

d'(x), also formal
dy = ¢ (z) dz.

Eine Substitution bietet sich auf jeden Fall an, wenn der Integrand einen Faktor
¢'(x) enthélt, der die Ableitung eines Teilausdrucks g(x) im anderen Faktor ist:

Beispiel 7.15: In [ cos(z) - ¢5™(*) dz bietet es sich an, y = g(x) = sin(z) zu substituie-
ren, denn die Ableitung ¢’(z) = cos(z) taucht als Faktor im Integranden auf. Es ergibt
sich

y=g(z)

/COS(:L’) . esm(ﬂv) dr = /esm(w) COS(QZ) dr = /ey dy —eY o= esm(z) +e.
. ———

g'(z)-dz=dy

Beispiel 7.16: Wir kennen [ % dy = In(Jy|). Wie steht es mit [ ﬁ-&b dz? Dies ist ein
Fall fiir die Substitution. Wir setzen y = g(z) = a-x +b (also dy = a dz) und erweitern

mit a, sodafl dr = %-adw = é dy auftaucht:
dy
1 1 1 — 1 1
/ dx:f~/ - a dx:f/fdy
a-x+b a a-x+b \(/-; al y
g'(z

Beispiel 7.17: In [ i;l((f)) dz bietet sich die Substitution y = g(x) an:

gl(x) = 1 =1n c=1n X C
[ S dn = [ <y = (i) + e = mlgta)) +

Bemerkung 7.18: Es bietet sich allgemein an, eine Substitution y = g(x) in
einem Integral [ h(z)dx technisch folgendermafBien durchzufiihren:

e Setze y = g(x) und berechne die Ableitung % = ¢'(x). Formal gilt dy =
g (z)dzx.

e FErsetze dx durch %. Driicke im neuen Integranden h(z)dx = ;,((?) dy
jedes x durch y aus.
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e Fs entsteht ein Ausdruck

1
[raar= | Maw) - s = [t
fy)

Versuche, eine Stammfunktion F(y) = [ f(y) dy zu finden.

e , Riicksubstitution*“: Setze y = g(x) in F(y) ein. Die gesuchte Stamm-
funktion des urspriinglichen Ausdrucks ist F(g(x)).

Manchmal ist es nicht offensichtlich, was man substituieren sollte. Hier hilft nur
Erfahrung oder ein guter Tip:

Beispiel 7.19: Substituiere y = /z, % =1 % (= dy=73- % dx) in

/\/E-eﬁdxz/y-ey~2-\/5dy=2-/y2-eydy.
~———

dzx

Das verbleibende Integral in y kann durch zweifache partielle Integration gel6st werden:

2~/ v eV dy=2- y* - &Y —2-/2~y- e¥ dy
fly) 9'W) fly) 9W) fiy) 9W)

=92.4%2.e¥Y—-4. . eV =92.92.eY 4. eV 44 1 . &Y
y e / y -’ dy Yy -e y e’ + el dy
F(y) G F(y) G F'(y) G(y)
=297 eV —4-y-eV+4-€¥ +c.
Riicksubstitution y = \/z liefert letztlich:

/\/E-e\/idx:?x-eﬁ—éb\/E-e\/i—i—él-eﬁ—i—c.

7.1.4 Rationale Integranden: Partialbruchzerlegung

Rationale Integranden lassen sich iiber die Technik der ,,Partialbruchzerlegung®
immer so umformulieren, dafl man eine Stammfunktion bestimmen kann. Hier
der Spezialfall, wenn das Nennerpolynom nur einfache Nullstellen hat:
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Satz 7.20: (Partialbruchzerlegung)

Betrachte f(z) = % mit Polynomen p(x) und q(z), wobei grad(p(z)) <
grad(q(x)) gelte. Hat das Nennerpolynom q(x) nur einfache Nullstellen

x1,...,Tn, SO gibt es Konstanten c1,. .., c,, sodal
M __a coe Cn
q(z) -1 r— Ty

Damit folgt dann

p(fI,') =c1-In(lz — v tc, - Inllz — 2 C
/q(x)dx_lw i)+ e (e — @) + e

Beispiel 7.21: Die technische Durchfiithrung geschieht folgendermafen:
1) Ansatz:
3-z+4 c1 Co

-1 (242 o-1 242

2) Bringe die rechte Seite auf den Hauptnenner:

a_, _c (@ +2)ter-(v—1)
r—1 x+2 (x—1)-(x+2)

3) Ordne den Z&hler nach Potenzen von x:

- (@+2)+ex-(x—1) (cl+02)-x+(2~cl—02).

(x—1)-(x+2) (x—1)-(x+2)
4) Der Ansatz lautet nun:

3-x+4 (c14c2) x+(2-c1—ca)

(x—1)-(z+2) (x—1)-(x+2)

Die Nenner stimmen nach Konstruktion iiberein. Es verbleibt, die Konstanten ¢y, ¢y
so zu bestimmen, dafl auch die Zahler fiir alle x iibereinstimmen. Vergleiche dazu im
Zahler die Koeffizienten vor jeder z-Potenz:

3261+CQ, 4:2~61762.

4) Lose das entstandene lineare Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten:

7 2

Ergebnis:

8

\
—_
8
+
[\
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Beispiel 7.22: In MuPAD ist die Funktion partfrac (engl.: partial fraction) fiir die
Partialbruchzerlegung zusténdig:

>> partfrac((3*x + 4) / ((x - D*(x + 2)), x)

3 &x-1 3 (&x+2)

Bemerkung 7.23: Die Partialbruchzerlegung haben wir schon friiher beim
Summieren rationaler Ausdriicke kennengelernt: siehe Beispiel 3.31.
Bemerkung 7.24: Hat man einen rationalen Integranden &i), bei dem der
Grad des Zéhlerpolynoms nicht kleiner ist als der Grad des Nennerpolynoms
(dies wird in Satz 7.20 vorausgesetzt), so ist dies auch kein Problem. Durch
Polynomdivision kann man einen polynomialen Anteil abspalten, z.B.:

C~)
—

2 23+ a2 +2 5. piq 4 2TH3
——— =2z _—.
2 -1 2 -1
Die Division wird dabei wie mit Zahlen durchgefiihrt (man zieht sukzessiv den
Jfiihrenden Term*® durch ein geeignetes Vielfaches des Nenners ab):

2.3 42242 ot -1 = 2.x+1
2.23—-92.1

24242
x2—1

2-x+3 (der Rest)

Der verbleibende Rest kann durch Partialbruchzerlegung additiv zerlegt werden,
das Ergebnis ist:

>> partfrac((2*x"3 + x°2 + 2)/(x"2 -1), x)

Es folgt

2.2+ 2242 5 1
ST Y T g = (2- 14+ 22 )d
/ (2 —1) o / T +a:—1 c+1) Y

5 1
:x2+x+§ ln(|x—1|)—§ In(|lz +1]) +c.
Probe mit MuPAD:
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>> int((2*x"3 + x"2 + 2)/(x"2 -1), %)

2 5 1ln(kx - 1) In(x + 1)
X + X 4 —mmmmmmm—mm —

(MuPAD verzichtet darauf, innerhalb des 1n Betragszeichen einzutragen, denn
MuPAD kann mit komplexen Zahlen umgehen. Fiir positives x gilt In(—z) =
vV—=1-m+In(z), d.h., In(—z) und In(z) stimmen bis auf eine additive (komplexe)
Konstante iiberein. Diese kann in die Integrationskonstante absorbiert werden).

Bemerkung 7.25: Fiir die Partialbruchzerlegung braucht man die Faktorisie-
rung q(z) = (x —x1) - -+ - (x — x,) des Nennerpolynoms, d.h., man muf die
Nullstellen x4, . ..,z, von q(z) finden.

7.2 Das bestimmte Integral

Die geometrische Interpretation eines bestimmten Integrals ist die Fliche unter
einem Funktionsgraphen f(¢). Man zerlege ein Interval [a,b] auf der ¢-Achse
aquidistant in n Teilintervalle [t;, ¢;11] mit

b—a

ti=a+1- , 1=0,...,n.
n

Dann approximiere man den Fldcheninhalt durch die Flichen der durch die
Punkte

(tiao)v (tivf(ti))’ (ti+1,f(ti))7 (ti-l-lao)

. s b—an.
gegebenen Rechtecke (mit der Breite >-¢):

f(t)
- 1
a:to tl t2 ti ti+1...tn—b

~—

b—a
n—1

. « . b—a
Die Summe der n Rechteckflichen ist —— - Z f(tx). Im Grenzwert n — oo
n

k=0

liefert dies die Flache unter dem Graphen.
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Definition 7.26: (Das bestimmte Integral)
Zu einer iiber dem Intervall [a,b] definierten (hinreichend glatten, z.B.
stetigen) Funktion f(t) (dem ,Integranden“) wird das ,,bestimmte
Integral® iiber [a, b] definiert als

b b—a 2 b—a
/af(t)dt_nhlgo - kz_of(a+k- n)

(sofern dieser Grenzwert existiert).

Dies ist lediglich eine prinzipielle Definition, die zur Berechnung vollig unge-
eignet ist. Die wirkliche Berechnung geschieht iiber Stammfunktionen von f(t),
sobald der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und dem unbe-
stimmten Integral geklirt ist (néchster Abschnitt).

Bemerkung 7.27: Das bestimmte Integral kann auch negative Werte anneh-
men (z.B., wenn iiberall f(t) < 0 gilt). Die Interpretation als ,Flédche unter dem
Graphen“ gilt nur fiir positive Funktionen.

Bestimmte Integrale kénnen additiv zerlegt werden. Man stelle sich dazu eine
positive Funktion f(t) vor, d.h., das Integral von a bis b ist die Flidche unter
dem Graphen von t = a bis t = b. Diese Fléche setzt sich zusammen aus der
Fldche unter dem Graphen von ¢t = a bis t = ¢ und der Fliche von t = ¢ bis
t = b, wobei der Zerlegungspunkt ¢ beliebig gewéihlt werden kann:

Satz 7.28: (Zerlegung bestimmter Integrale)
Fiir beliebiges a, b, c gilt:

/acf(t)dtJr/be(t)dt:/abf(t)dt.

Konvention 7.29:

Wir setzen

/baf(t)dtz—/abf(t) i,

womit wir in f; f(t) dt nun auch b < a zulassen kénnen. Speziell gilt

/aaf(t)dt:—/aaf(t)dtzo.

Mit dieser Konvention gilt Satz 7.28 auch fiir Zerlegungspunkte ¢, die auflerhalb
des Intervalls [a, b] liegen.
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Bemerkung 7.30: In MuPAD ist die Funktion int sowohl fiir bestimmte als
auch fiir unbestimmte Integrale zustédndig:

>> int(exp(-2*x), x)

1
2
2 exp(x)
>> int(exp(-2*t), t = 0..5)
1
1/2 = —==—————-
2
2 exp(5)
>> float (%)
0.4999773

Bemerkung 7.31: Man beachte, dafi das unbestimmte Integral [ f(z) dx ei-

ne Funktion in x ist, wihrend das bestimmte Integral f; f(t) dt fiir konkrete
Zahlenwerte a, b einen Zahlenwert darstellt. Diesen kann man numerisch appro-
ximieren, indem man z.B. die in der Definition 7.26 gegebene Summe fiir grofies
n ausrechnet. Alternativ zur ,Riemann-Summe*

/abf(t) dt%b;a-gf@—i-k-b;a)

ist es giinstiger, stattdessen die ,Trapez-Summe*“

b —a a ks —a
/Gf(t)dt%bn (f(Q) + ;f(a-i-k'bn >+f(2b)>

zu berechnen, die sich mit t, = a+k - b*T“ auch als

n—1
b—a 'Zf(tk)+f(tk+1)
n 2

k=0
schreiben 148t. Hierbei ist bfT“ . % die Fliache des durch die 4 Punkte

(tk,0),  (tr, f(tr))s  (thgr, f(tr41)),  (thg1,0)

definierten Trapezes (d.h., die Fldche unter dem Graphen von f(t) wird nicht
durch Rechtecke, sondern durch Trapeze angenéhert).
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ft) f(tet1)

f(tr)
Trapezfliche

i li+1

Bemerkung 7.32: In MuPAD ist die Funktion numeric: :int fiir die numeri-
sche Berechnung von bestimmten Integralen zustidndig. Sie arbeitet auch dann,
wenn der symbolische Integrator kein Ergebnis liefert (weil er keine Stammfunk-
tion findet):

>> int(exp(sqrt(t))*sqrt(t), t = 0..10)

1/2 1/2
int (t exp(t ), t =0..10)

>> numeric::int(exp(sqrt(t))*sqrt(t), t = 0..10)

264.1573027

7.3 Der Hauptsatz: Zusammenhang zwischen be-
stimmtem und unbestimmtem Integral

Es verbleibt das Problem, wie man effektiv bestimmte Integrale ff f(t) dt ohne
den garstigen Grenzwert von Riemann—Summen berechnen kann. Hier kommt
die wesentliche Beobachtung ins Spiel, dafl man mit unbestimmten Integralen
(Stammfunktionen) bestimmte Integrale ausrechnen kann.

Satz 7.33: (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 1)
Betrachte

x
Fuw) = [ 100 .
a
Fiir stetiges f ist F, differenzierbar, und es gilt

d
R@) = f),

d.h., Fy(z) ist eine Stammfunktion von f(x).
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,Beweisidee*: Es gilt

AF, = Fy(z + h) — Fy(z) = / o Ft) dt — / " ry ar 2 / o F(t) dt.

Néhern wir auf dem (kleinen) Interval [x,z + h| die Funktion durch den kon-
stanten Wert f(t) = f(z) an, so gilt

z+h z+h n—1
AF, = / (1) dt ~ / fla) di = Tim %-Z @)
z z k=0

n—1
h h
= lim —- -y 1= lim —- ‘n = lim h- =h- .
im — - f(z) kE_O Jm = f(z)-n= lim h-f(z) =h f(2)
Damit 148t sich die Ableitung von Fj(z) berechnen:
d Fy(x+ h) — Fy(z)

gz Fa(z) = lim 2 = Jim,

hofl)
A < f().

O

Bemerkung 7.34: Stammfunktionen sind nur bis auf additive Konstanten
bestimmt. Dies wird in der Darstellung einer Stammfunktion iiber Fy(z) =
[ f(t) dt dadurch deutlich, daf8 die untere Grenze a beliebig wihlbar ist. Die
Konstante ist hier durch die Bedingung F,(a) = [ f(t) dt = 0 festgelegt. Bei
unterschiedlicher Wahl der unteren Grenze ist die Differenz der entsprechenden
Stammfunktionen in der Tat eine Konstante:

<&wwwam=/7wﬁ—/7@ﬁ

(7.28) a2 x e ) o |
</111 f(@t) dt+/@ f(t) dt> /a2 f(t) dt /al £(6) dt

unabhéngig von x

Bestimmte Integrale sind also Stammfunktionen, wenn man sie als Funktion der
oberen Grenze auffafit. Umgekehrt, kennt man ein Stammfunktion, so liefert sie
ein bestimmtes Integral, denn alle Stammfunktionen F'(z) von f(z) unterschei-
den sich nur um eine additive Konstante, d.h., es muss gelten

X
Fy(z) = / F(t) dt = F(z)+c.
a
Es verbleibt nur, die Integrationskonstante ¢ zu identifizieren. Fiir z = a folgt

Oz/af(t)dt:F(a)—i—c = c¢=—F(a),
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also .
/ f(t) dt = F(z) — F(a).
a
Dies liefert nun eine effektive Methode, bestimmte Integrale auszurechnen, in-
dem man sich zunéchst eine Stammfunktion des Integranden verschafft:

Satz 7.35: (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 2)
Sei F'(x) eine beliebige stetige Stammfunktion von f(x). Dann gilt

b
/ F(t) dt = F(b) — F(a).

Die additive Konstante der Stammfunktion féllt dabei bei Differenzbildung her-
aus.

Beispiel 7.36: Zur Berechnung von ff In(t) dt berechnet man zunéchst eine Stamm-
funktion von In(z). Analog zu Beispiel 7.11 ergibt sich durch partielle Integration:

1
/ln(:c) dx = /ln(x)~ 1 de=ln(z) = —/ - - x dzx
—~— —~— T =~
fz) 9'@) fz) 9@ f\’(;; g(x)

=x~ln(1;)—/ldx:x-ln(m)—x—FC.

Mit der Stammfunktion F'(z) = z - In(z) — « + ¢ ergibt sich das bestimmte Integral

/2ln(t)dt:F(2)—F(1): (2.1n(2)—2+c) - (1.1n(1)—1+c) —=2.In(2) — 1.

Bemerkung 7.37: Aus dem Zusammenhang mit dem unbestimmten Integral
folgt sofort, daB8 die Rechenregeln aus Abschnitt 7.1 auch fiir bestimmte Inte-
grale gelten, z.B. (Satz 7.7):

/b (cl-fl(t)Jrcz-fg(t))dt:cl./bfl(t)dt + 02-/bf2(t)dt.

Partielle Integration gilt in der folgenden Form:

t=b

b
—L/fﬁrﬂww

t=a

b
[ @ g = (1) -gt0)]
t=b

wobei [f(t) : g(t)] als Abkiirzung fiir

t=a

[0 90] = £0) - 9(8) — F(a) - g(0)

dient. Substitution gilt in der folgenden Form:
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b g(b)
/ Flot)) - o (t) dt = / f(y) dy.
a g

Beispiel 7.38: Partielle Integration:

1 t=1 1
/ t -cos(t) dt = [ t 'sin(t)} —/ 1 -sin(t) dt
—~— ~ =0y =~

—— t= ——
O g O g ORI
t=1 t=1
- ] =[]
{ sin(t) o cos(t) o

=1-sin(1) — 0-sin(0) + cos(1) — cos(0) = sin(1) + cos(1) — 1.

Beispiel 7.39: Substitution y = t2, dy = 2t dt:

VT 1 VT 1 7f
[ reoseyar =g [ eostt) 2uds =5 - [ contu) dy
0

0 2 et 0
_ % . [sm(y)EZ - % - (sin(m) — sin(0)) = 0.

Man beachte hierbei, wie sich im Substitutionsschritt die Grenzen &dndern: Fiir ¢ = 0
folgt y = t2 = 0, fiir t = /7 folgt y = t*> = .

7.4 Uneigentliche Integrale

Bestimmte Integrale f; f(t) dt sind zunéchst nur fiir endliche Intervalle [a, b]
definiert. Wir erweitern die Definition:

Definition 7.40: (Uneigentliche Integrale)

/mf@yuzgm bf@da

a

b b
/ FO di= tim | F(t) dt,

—
a [e.e] a

a——00 b—o0o a

/wﬂwﬁzlm i [ f00) di

(falls die Grenzwerte existieren).
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Beispiel 7.41:

o b t=b
/ etdt=lim [ e'dt= lim {— e_t} = lim (—e ™ +1) =1 lim e = 1.
0

b—oo Jo b—o0

Beispiel 7.42: Substitution y = —/%, % = —2%\/{ = ﬁ, dt =2 y-dy:

70/ e*‘/{dt:fo/ ey~2~ydy(7:29)f/ e¥ -y dy.
2 0 2 0 —00

Man achte hierbei auf die Transformation der Grenzen: t = 0 entspricht y = —/t = 0,
t = oo entspricht 4y = —/t = —oo. Das verbleibende Integral war bereits in Beispiel 7.12
gelost worden:

0 y=0
v o o]
:_ag@m(—l—(a—l)oe“) :1—a2@m((1—a)~e“>.

Der verbleibende Grenzwert ist 0:

lim ((1 —a) ~e“> == Jim ((1 +0b)- e*b) = lim (b+ 1).

a——o00 b—oo b—oo eb

Da mit e® =1+b+ % + - - - die Exponentialfunktion fiir b — oo stérker steigt als jedes
Polynom, ist der Grenzwert 0. Endergebnis:

1 o0
7-/ e Viat=1.
2 0

Man geht #hnlich vor, wenn der Integrand eine Singularitéit hat:

Definition 7.43: (Uneigentliche Integrale bei singuléren Integranden)

Hat der Integrand f(t) an der Stelle a oder b eine Singularitét, so definiert
man

b b—e
/ F(t)dt = Tim () dt,

e—0+0 /,

bzw.

b b
/a Fle) dt = Jim /Hef(t) dt

(falls die Grenzwerte existieren).
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Beispiel 7.44: Im folgenden Fall existiert das uneigentliche Integral:

1
2

~

1 1
1
—dt= lim [ t % dt= lim {
0 \/i e—0+4+0 e e—0+0

o]

— lim [2~\/§Kj:2~ lim (1—\/E>=2.

e—0+0 € e—040

Beispiel 7.45: Im folgenden Fall existiert das uneigentliche Integral nicht (bzw. ist
00):

1 T1 t=1
/ Sdt= lim [ di= lim [m(t)} = lim (o—ln(e))zoo,
0 t e—0+0 € t e—0 t=¢ e—0+0

7.5 Einige spezielle Anwendungen

Satz 7.46: (logarithmische Divergenz der harmonischen Reihe)

n
1
Die Folge Z . In(n) konvergiert monoton falled gegen einen Grenzwert

k=1
"1
C ~ 0.5772... (die ,Eulersche Konstante*): Z 7~ In(n) + C.
k=1
Beweis: Sei C), = i N In(n). Mit
k
k=1
k+1 1
/ —dr=In(k+1)—1In(k)
k xT
gilt
"1 | ntlg S L |
Cp > gfln(nJrl): k:/ —dmzzgf / — dz
k=1 k=1 17 k=1 =1’k 7
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denn fiir die monoton fallende Funktion % gilt % > % auf dem Intervall [k, k+1].

Weiterhin gilt

Cp—Cpi1 = (ln(n +1)— ln(n)> —

1

n+1

n+1 1 1
A
n r n+1
denn es gilt % > n%rl fir x € [n,n+1]. Damit ist die Folge (C),) monoton fallend
und nach unten beschriankt. Sie konvergiert also gegen einen Grenzwert C.

-

>0,

n+1 1

X

1
n+1

Q.E.D.

Als weitere ,, Anwendung* der Integration versuchen wir, realistische Abschétz-

ungen von n! fiir n > 1 zu ermitteln. Zunéchst beobachtet man

In(n!) =1In(1-2:3-.. ..n) = In(1)+In(2)+In(3)+. . .+In(n) = zn:ln(k) = Zn:ln(k).
k=1 k=2

Diese Summe 148t sich als Riemann—Summe interpretieren, die bei

/1 In(a) do = [a - (in(z) ~ 1)]

x:n:n-ln(n)—n—l—l

r=1

anfillt, wenn man das Integrationsintervall [1, n] in die n— 1 Teilintervalle [1, 2],
[2,3], ..., [n — 1,n] zerlegt. Wegen der Monotonie von In(x) gilt

n—1

nz:ll (k)</nl (2)d —Z/kﬂl () d <zn:1 (k)
k=1 S N k i ’

k=1

also

In((n—1)!) <n-ln(n) —n+1 <In(n!),

also

(n—1!<n". e <nl,

also (in der linken Ungleichung wird n durch n + 1 ersetzt):

n". 6—n+1 < n < (TL+ 1)n+1 X e—n7

also

nn
e~<—> §n!§e~(
e

n+1
e

)n—i-l

Hiermit ist das Wachstumsverhalten von n! charakterisiert. Diese Abschéitzung

148t sich jedoch noch wesentlich verfeinern:
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Satz 7.47: (Die Stirling-Formel)
Fiir alle n € N gilt folgende Abschétzung von n!:

Ve (B) << vaimn (B) e,
(& (&

Fiir grofies n gilt etn =1+ ﬁ + --- = 1, d.h., das Verhéltnis der obe-
ren Schranke zur unteren Schranke ist fiir groBes n dicht bei 1 (d.h., die
fiithrenden Stellen der oberen und unteren Schranke sind gleich und stim-
men mit den fithrenden Stellen von n! iiberein).

Merke:

V2o on- (ﬁ)”.

(&

Diese ,,Stirling- A pproximation* fiir n! ist schon ab n = 4 auf etwa 2
Prozent genau! Beispiel:

n‘VQ-w-n-(%)n‘ n! ‘\/2-ﬂ~n~<%)n~eﬁ

2 1.9.. 2 2.1...
5) 118.0... 120 124.0...
10 3598695.6... 3628800 3689797.0...

Beweis: (fiir technisch Interessierte)
Es ist zu zeigen:

an
Wir zeigen zunéchst, dass die Folge
n!
an = nTLJr% i

konvergiert. Fiir die Quotienten aufeinander folgender Elemente bekommt man

1 1\ n+i
Qnp, _ . (1 + 7) 2
an+1 € n

und damit

In (QZL) - <n+%) ‘In (1+%)—1. (#)

Betrachte die Integration der Funktion f(x) = 1/x iiber dem Intervall [n,n+1]:
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\

n n 4+ % n+1
Das Integral wird nach oben abgeschétzt durch das Trapez durch die Punkte
(n, f(n)) und (n + 1, f(n + 1)). Die Trapezfliche ist Breite x mittlere Héhe =
3 (f(n) + f(n+1)):

/:Hidx zln(n—i-l)—ln(n):ln(l—ki)ﬁ;‘<i+ni1).

Das Integral wird nach unten abgeschétzt durch das Trapez, dessen obere Kante
die Tangente an f(z) im Mittelpunkt ist. Die Trapezfliche ist Breite x mittlere
Héhe = f(n+ 3):

n+11 1 1
/ —dx zln(n—i—l)—ln(n):ln(l—i—f)z T
n X n 7”L—|—§
Diese Abschétzungen liefern die Ungleichungskette
1 1 1 1
1§1n<1—{——)§7.<f_|_ )
n+ 5 n 2 \n n+1
also
1<(+1)1(1+1><<+1)1<1+ 1)
n —_ .n —_— n —_ R J—
- 2 n/ — 2/ 2 \n n+1/
also
1 1 1 1 1 1
(e n(ed) 1o d) 3 Gr)
0_(n+2> . +n - n+2 2 \n n+41
B /4 1 (1 1 )
S n-(n+l) 4 \n n+1/)

Eingesetzt in (#) erhélt man:

also
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Es folgt
a a Qa a _
1 S n__ n . n+1 . n+k—1
An+k An+1 An+2 An+k
1 _ 1 1 _ 1 1 _ 1
S edn - 4(ntl) . ed(ntl) .o 4(nt2) . . . ed(ntk-1) .o 4:(ntk)

1

1 1
=edn . e Ltk Jein

fir alle £ > 1. Fiir fixiertes n ist die Folge (ay4x) (im Folgenindex k) damit
monoton fallend und nach unten beschriankt, d.h., es existiert der Grenzwert
a* = lim a,1x = lim a,, fiir den gilt:

k—o0 n—oo

a

E

1 . . 1
* <ein = a <ap,<a -etn,

1<

S

Es verbleibt damit lediglich, a* = /2 - 7 zu zeigen. Das ist wesentlich aufwen-

diger, und wir verzichten hier darauf.
Q.E.D.



