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Kapitel 5

Differentialrechnung in
mehreren Variablen

Es geht nun um die Differentialrechnung von Funktionen f(z1,xo,...), die von
mehr als nur einer Variablen abhéngen.

5.1 Partielle Ableitungen

Definition 5.1: (Partielle Ableitungen)
Zu einer Funktion f : R" — R, & = (z1,...,2,) — f(Z&) = f(x1,...,2p)
definiert man die “partielle Ableitung* nach der Variable z; als

0 flzy,...,xi+hyoooyzn) — fl, ..o, Ty oy Tp)

=1i
(%if(arh ,Zn) = lim .

Die Funktion heifit an der Stelle ¥ ,,partiell differenzierbar*, wenn
dieser Grenzwert existiert.

Diese Definition besagt lediglich:

Fiir die partielle Ableitung nach z; halte alle anderen Variablen fest
und fasse f als Funktion einer einzigen Variablen z; auf. Dann diffe-
renziere wie iiblich nach dieser Variablen.

Beispiel 5.2: Sei f(z1,22) = 22 4 €2, Man berechnet sofort mit den Ableitungsre-
geln aus Kapitel 2:

9 wad O
— f(och:lcg):2-951—1—:103-6“'”1%7 — fz1,m0) =3 -2 -23-¢

ory Oz

ll.l,g

73
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Ein weiteres Beispiel: f(z,y) = 2% - 3.
af(x’y)zz.x.y37 8f($’y):3-m2-y2
ox oy

Beispiel 5.3: Da eine partielle Ableitung nichts anderes ist als eine , gewdhnliche®
Ableitung, in der alle nicht beteiligten Variablen als konstante Parameter aufgefafit
werden, ist die schon bekannte MuPAD-Funktion diff auch fiir die Berechnung parti-
eller Ableitungen zusténdig:

>> fi= (x, y) -> x"2%y~3
>> diff (f(x, y), %)

>> diff(f(x, y), y)

Analog zum 1-dimensionalen Fall approximiert die partielle Ableitung nach z;
die Anderung von f, wenn sich x; um eine Einheit &ndert, wobei aber alle
anderen Variablen festgehalten werden. Andern sich alle Variablen, so gilt:

Interpretation der partiellen Ableitungen 5.4:
Af = flz1+ Az, ...,z + Azy) — f(z1,. .0, 20)

_Of(w1,..., ) Of (x1,...,xy)
- 0x1 AT+t oz,

- Axy,.

Beispiel 5.5: Betrachte f(x,y) = z - y2. Andert sich x von 1 auf 1.01 und y von 1 auf
1.02, so dndert sich f um

Af = f(1.01,1.02) — f(1,1) = 0.050804.
Dies wird an der Stelle z = 1, y = 1 approximiert durch

o1 @y) 5, @y

y= o> Ax+2-2-y-Ay
Ox dy ~~ ~——

1 2

=Az+2-Ay=0.014+2-0.02 =0.05.

Das Konzept der Ableitungsfunktion sieht fiir Funktionen f : R™ +— R™ folgen-
dermaflen aus:
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Definition 5.6: (Die Ableitungsmatrix)
Betrachte eine Funktion f : R™ — R™:

f1<1'1, e ,xn)
f(:zl,...,xn): :
z fm (@1, )

Die ,,Ableitung von f an der Stelle ©* ist die m x n Matrix

f1(£) f1(Z)
. ox1 e Oxn
(@) = : . :
Ofm(F) Ofm (%)
o1 te OTn

Sie heifit ,,Ableitungsmatrix* oder auch ,,Jacobi—Matrix*.

Beispiel 5.7: Sei

- (1)~ ()

Die Ableitungsmatrix an einer Stelle ¥ = (x,y) ist
wow\ oy,
YR r y . y
F@=1 op o |= < ) :
Pe Oy y oz

Definition 5.8: (Der Gradient)

Fiir den Spezialfall f : R™ — R heifit der (Zeilen-)Vektor der partiellen
Ableitungen auch ,,Gradient*:

grad f(Z) = ['(T) = (%f—f’ o 855))’

Da bei partiellen Ableitungen nur nach einer Variablen differenziert wird,

konnen wir ohne Probleme komponentenweise mit den Regeln aus Kapitel 2
rechnen. Z.B. gilt fiir Funktionen f,g: R" — R:

O (7@ + g(m) = 220 4. 001

Oz, o 0z, (Summenregel)
0 OFf (& (i
ox; (f(f) g(j’)) - %:f) - 9(%) + f(Z) - g;a:) (Produktregel)

etc. Lediglich die Kettenregel verdient eine besondere Anmerkung;:
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Satz 5.9: (Die Kettenregel im mehrdimensionalen Fall)
Sei g : R™ — R™, sei §j = §(Z). Sei f: R™ s RP. Betrachte die durch
n@) = f(§) = f(§(&)) definierte Verkniipfung h : R® — RP. Die Ablei-
tungsmatrix von h am Punkt # € R" ist die p X n Matrix

—,

(@) = f(§@) - @-

pXm mxn
In Komponentenschreibweise:
dhy (2) dhy1(Z) Af1(7) 9f1(9) 991 (Z) 991 (%)
Ox1 T 0Tn Y1 e OYm Oxq te Oy,
Ohy(Z) Ohyp (Z) o0fp(¥) Ofp(¥) 9gm (T) 9gm (%)
Oz T 0zy Oy1 T OYm Oz T Oz,
yauBere Ableitung* sinnere Ableitung“

Beispiel 5.10: Betrachte f(y1,y2) = y1 - y2. Seien y1, y2 Funktionen von x:

L () L, 2P

y= < y2(x) ) *g(x)* < 3 )
Die Hintereinanderschaltung h(z) = f(7) = f(g(x)) = 2* - 2> = 2° ist eine Funktion
r € R +— h(z) € R mit der Ableitung h'(z) = 5 - z*. Uber die Kettenregel ergibt sich
dasselbe Resultat:

W) = G0) 7@y = (o) (515 )

:(503,1:2 )(2; ) =23 2.2 +2%-3-22 =5-2%

Beispiel 5.11: Eine Funktion f(z1,...,z,) mit der Eigenschaft

FOvz, o ) =X f(xg,. . x) (#)

fir alle A € R heifit ,homogen vom Grad 7“. Beispiel: f(z,y) = 23 + 2? - y ist
homogen vom Grad 3, denn

Fvz,xy) =)+ (A2)® - (Ay) =2 (@ + a2 y) = X fla,y).

19.6.01| | Wir differenzieren die linke Seite von (#) nach A: Dazu fixieren wir z1,...,z, und
betrachten
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Damit ist
Uber die Kettenregel folgt

991
2N
W) = )0 = (2L, S gon) |
1 T3 99
o

Andererseits ist A'(X) durch Differenzieren der rechten Seite von (#) nach A auch gleich
R =r- N1 f(,. ., 20).
Es folgt die Gleichung

of of _
/ —_— .. = . T 1 .
WO =01 GO0 o G =X ),
Fiir A = 1 ergibt sich die hieraus die allgemeine Identitét
0 0
X7 - ai(ajl,...,xn)—k~--+xn 83@{1(“"”’%") =r-f(z1,...,2,)

fiir homogene Funktionen vom Grad r. Man nennt dies die ,,Eulersche Homoge-
nitédtsrelation®.

Beispiel: fiir f(z,y) = 2® + 2% - y gilt in der Tat

of
Ay
=3-224+3-22-y =3 f(z,9).

0
$~a—£($7y)+y~ (J;7y):x.(g,x2+2.x.y)+y'l‘2

Definition 5.12: (Hohere partielle Ableitungen)

Da fiir f = f(x1,...,z,) die ersten partiellen Ableitungen g selbst wie-
der Funktionen von ¥ = (x1,...,xy,) sind, kann man sie erneut partiell
ableiten. Es ergeben sich ,,zweite partielle Ableitungen*, die folgen-
dermafen geschrieben werden:

R0 0 (240),
O0x;0x; O:Bj o0x;
Fiir i = j schreibt man auch
0*f() _ 0°f(%)

Hohere partielle Ableitungen werden analog definiert.
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Beispiel 5.13: Betrachte f(x,y) = sin(x) - y3. Man berechnet folgende erste partiellen
Ableitungen:
of

e cos(z) -y, o = sin(z) - 3 - y%
Hieraus folgen die zweiten partiellen Ableitungen:
0 0
B—xJ; = —sin@) -y, 3ygw = cos(z) 317,
0 0
axéfy = COS(.’E) . 3. y2, a—yé = sin(x) -6 -y.
Man beobachtet: afgy = 8‘9;5;. Dies ist kein Zufall, sondern ein allgemeines Gesetz!
In MuPAD:
>> f:= (x, y) —> sin(x)*y~3:
>> diff(f(x, y), x, x)
3
-y sin(x)
>> diff(£(x, y), x, y)
2
3y cos(x)
>> diff(f(x, y), y, x)
2
3y cos(x)
>> diff(£(x, y), v, y)
6 y sin(x)

26.6.01]

Satz 5.14: (Partielle Ableitungen sind symmetrisch)

Sind die (hoheren) partiellen Ableitungen von f(x,y) stetige Funktionen,

so gilt
0 of 0 of

dxdy ~ dyox
Zweite partielle Ableitungen einer Funktion f : R™ — R lassen sich in einer
Matrix zusammenfassen.
Definition 5.15: (Die Hesse-Matrix)
Fiir f : R" — R nennt man die n x n Matrix H(Z) = (aizij) der

zweiten partiellen Ableitungen die ,,Hesse—Matrix*“ von f am Punkt
r= (xl,...,xn):
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02 f 02 f 02 f

61’% Ox10x9 Tt 9z10xn

_or 2f _0F

H(f) _ Ox20x1 8;17% e 0x20Tn
02 f 02 f 02 f
0rn0x1  Ozpdry " ox2

Wegen Satz 5.14 ist diese Matrix symmetrisch.

5.2 Extrema

Gesucht sind die (lokalen) Extrema einer Funktion f(z1,x2,...).

Beispiel 5.16: Mit plotfunc3d kénnen in MuPAD die Graphen von Funktionen zweier

Variabler gezeichnet werden. Die folgende Funktion f(z,y) =1 — 2% — 1_&% hat ein
lokales Maximum, das graphisch in der N&he des Ursprungs z = 0,y = 0 zu liegen
scheint:

>> fi= (x, y) > 1-x72 - y72/(1 + 10%x72):
>> plotfunc3d(f(x, y), x = -1..1, y = -1..1)

1 - V202 1) - 872

Eine genauere Berechnung des Maximums wird in Beispiel 5.18 erfolgen.
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Betrachten wir die Situation, da§ Z* ein lokales Maximum von f(z1,z2,...)
ist. Andern wir am Punkt #* startend die Variable z; und halten alle anderen
Variablen dabei fest, so betrachten wir f als Funktion nur einer Variablen x;.
Liegt am Punkt Z* ein Maximum vor, so verkleinern sich die Funktionswer-
te, wenn x; variiert. Damit hat auch f als Funktion von x; (mit konstantem
x2,x3,...) ein Maximum, d.h., die Ableitung nach x; muf} verschwinden. Fiir
konstantes xo, x3, ... ist die x1-Ableitung aber die partielle Ableitung nach x1,
die an einem Maximum also verschwinden muf. Dieselbe Uberlegung gilt fiir
alle anderen Variablen auch:

Satz 5.17: (An Extremstellen verschwindet der Gradient)

Hat eine Funktion f(x1,...,2,) an einem Punkt £* € R™ ein lokales Ex-
tremum (Minimum oder Maximum), so verschwinden dort alle partiellen
Ableitungen:

F(@) = (5—;(3‘:’*),...,%@*)) - (0,...,0).

Dieser Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum:

Um Extrema zu suchen, braucht man nur diejenigen Punkte zu be-
trachten, an denen der Gradient der Funktion verschwindet. Bei n
Variablen liefern die n Komponenten des Gradienten n Gleichungen
fiir die n gesuchten Variablenwerte.

Beispiel 5.18: Betrachte die Funktion f(z,y) =1 — 22 — Hi’% aus Beispiel 5.16, die

graphisch in der Ndhe des Ursprungs ein lokales Maximum hat. Um den Punkt genau

zu bestimmen, berechnen wir den Gradienten und setzen alle Komponenten 0:
y2-20-z af 2.y

of
ar - 2 T ar10a22

oy 1+10-22

Dies liefert zwei Gleichungen fiir die Komponenten x,y potentieller Extrema. Aus der
zweiten Gleichung folgt sofort ¥y = 0 und damit aus der ersten Gleichung dann zwingend
x = 0. Also kann nur der Ursprung = = 0,y = 0 ein lokales Extremum von f sein. Daf}
es sich dabei um ein Maximum handelt, haben wir in Beispiel 5.16 graphisch iiberpriift.

Die durch Losung der Gleichungen g—gj = 0 gefundenen Punkte sind nur Kan-

didaten fiir Extrema. Es kann sich statt um Extrema auch um sogenannte Sat-
telpunkte handeln:
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Beispiel 5.19: Fiir die Funktion f(z,y) = 2? — y? gilt am Ursprung z = 0,y = 0:

of _ of _ f goy=0=2
e 2T gty = ax(o,o)_o_ay(o,o).

Dort liegt jedoch kein Extremum vor:

>> plotfunc3d(x"2 - y°2, x = -1..1, y = -1..1)
%2 -y

Damit stellt sich wiederum die Frage nach hinreichenden Kriterien fiir Extre-
ma. In Analogie zu Satz 2.27 kann mittels zweiter (partieller) Ableitungen ent-
schieden werden, ob an Stellen, wo der Gradient verschwindet, in der Tat ein
Minimum oder ein Maximum vorliegt. Zunéchst der Spezialfall einer Funktion

mit zwei Variablen:

Satz 5.20: (Hinreichende Kriterien fiir Extrema)
An der Stelle #* = (z*,y*) verschwinde der Gradient von f(z,y). Falls
fiir die Determinante der Hesse-Matrix

FEE) g ()

det(H (")) = det |, - ﬂy N
Oyox € ) Oy? (23 )
Of i Pf s (P )

= G @) Gh @) - (@) 0

gilt, ist &* ein Extremum. Gilt %(i’*) > 0, so handelt es sich um ein

. . . 2 — . .
Minimum, bei %(x*) < 0 um ein Maximum.

Gilt det(H (z*)) < 0, so ist &* ein Sattelpunkt.
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Beispiel 5.21: Fiir die Funktion f(z,y) = 22 + x - y® + y? verschwindet der Gradient
of _ of

2. 3. L =32y +2-
O T +y dy -y +2-y
am Nullpunkt. Die Hesse-Matrix
2%f o’ f
H(.CC ) _ dxZ Oxdy _ 2 3- y2
Y) = 9% f ﬂ - 3.y2 6~x-y+2
dyozx Oy?

nimmt dort den Wert

H(0,0)z(é g)

an. Mit det(H (0,0)) = 4 > 0 ist der Nullpunkt damit ein Extremum. Wegen H (0,0)1; =

g%(O, 0) = 2 > 0 handelt es sich um ein Minimum.

Definition 5.22: (Positiv/negativ definite Matrizen)
Eine symmetrische n x n Matrix A = (A;j) = (Aj;) heift ,,positiv defi-
nit*, wenn die folgenden n Determinantenbedingungen erfiillt sind:

4 4 Ann ... A,

Ay >0, det U 12>>0, cee, det |t L > 0.
1 e(Am Ago ¢ : o
Al .. Ann

Die Matrix A heifit ,negativ definit*, wenn die negative Matrix —A
positiv definit ist.

Beispiel 5.23: Die Matrix
1 2
=(53)

ist positiv definit, denn A;; =1 >0 und det(A) =5—-4=1> 0.

a=(5 %)

ist nicht positiv definit: zwar gilt det(4) =5—4 =1 > 0, aber A;; = —1 < 0. Sie ist
jedoch negativ definit, denn
1 -2
(5 )

ist mit (—A)1; =1 > 0 und det(—A) =5—4 =1 > 0 positiv definit.

Die Matrix
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Im allgemeinen Fall von Funktion f : R™ +— R liefert die Definitheit der Hesse—
Matrix ein hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema. Satz 5.20 ist der Spezi-
alfall n = 2 des folgenden allgemeineren Satzes:

Satz 5.24: (Hinreichende Kriterien fiir Extrema, der allgemeine Fall)

An der Stelle ¥ = (z7, ..., x}) verschwinde der Gradient von f(x1,...xy).
Ist die Hesse-Matrix H(z*) = <%(f*)) dort positiv definit, so ist

Z* ein lokales Minimum. Ist H(Z*) negativ definit, so ist Z* ein lokales

Maximum.

Beispiel 5.25: Betrachte f(x,y,z) = e~ T Hze—y’ _ % Die potentiellen Extrema sind | [29.6.01

alle Losungen der Gleichungen

of 2.0 2 of 252 af

L9 (1—g).e ¥ 2y g L _9.y.e 2oy g L __,_0
Ox (1-z)-e T Oy yre T 0z i
Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar als einzige Losung x = 1,y = 0,z = 0

(die Exponentialfunktion kann niemals 0 werden). Damit ist Z* = (1,0,0) der einzige
Kandidat fiir ein Extremum. Die Hesse-Matrix an diesem Punkt ist

O F (= Of (= O°f (=
o 52 . 82 f 52 .
HE) = | 2L Zh@) ZLE)

I~
I~

(z
82 —% 9% % 92 —
é)zf{r (.’1? ) 020y (l‘ ) W(’x )
(4-(1-2)2-2)- e—vi2a—y? g, (1—x)-y- e~ +22-y®

—4-(1—x) y-e @ 2oy’ (492 —2). e~® F22=y 0

r=1
0 0 -1 /|32,
z2=0

—2-e 0 0

= 0 72‘6 O

0 0 -1

0
—H@E)=| 0 2 0
1

ist nach den Kriterien der Definition 5.22 positiv definit. Damit ist der Nullpunkt ein
lokales Maximum.
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Beispiel 5.26: In MuPAD berechnen die Funktion linalg::grad und
linalg: :hessian den Gradienten bzw. die Hesse-Matrix einer Funktion:

>> f:= exp(-x"2 + 2xx - y~2) - z72/2:
>> linalg::grad(f, [x, y, zl)

+- -+
| 2 2 |
| (-2x+2)expx-x -y) |
| |
| 2 2 |
| -2yexp2x-x -73) |
| |
| -z |
+- -+

Zur Vereinfachung der Hesse—-Matrix wird mit der Funktion map die Funktion factor
auf alle Matrixkomponenten geschickt:

>> H:
>> H:

linalg: :hessian(f, [x, y, z]):
map(H, factor)

array(1..3, 1..3,

2 2 2
(1, 1) =2 (-4x+2x +1)exp(2x-x -y),
2 2
(1, 2) =4y (x-1) exp(2x-x -y,
1, 3) =0,
2 2
(2, 1) =4y (x-1) exp2x-x -73),
2 2 2
(2, 2 =2(@y -1) expx-x -y,
(2, 3) =0,
@3, 1 =0,
3, 2) =0,
3, 3 =-1

)
Der Punkt 2 = 1,y = 0, z = 0 wird eingesetzt:

>> H:= subs(H, [x =1, y =0, z =0])

+- -+
| -2 exp(1), 0, 0o |
| |
| 0, -2 exp(1), 0 |
| |
I 0, O’ -1 I
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Die Funktion 1inalg: :isPosDef iiberpriift, ob eine Matrix positiv definit ist:

>> linalg: :isPosDef (-H)

TRUE

5.3 Extrema unter Nebenbedingungen

Wie berechnet man Extrema einer Funktion f(x1,x2,...), wenn die Variablen
x1,...,Z, eine zusitzliche Gleichung g(x1,...,x,) = 0 zu erfiillen haben?

Beispiel 5.27: Betrachte eine zylindrische Dose mit Radius r und Hohe h. Die Grund-
fliche ist 7 - 72, der Umfang ist 2 - 7 - r. Das Volumen ist

Grundfliiche x Hohe = 7 - 72 - h.
Die Gesamtoberflache ist
2 x Grundfliche + Umfang x Héhe =2 -7-72+2-7-7 - h.

Fiir eine Dose mit vorgegebenem Volumen V sollen r und h so gewihlt werden, dafl die
Oberfldche minimal wird. Also: finde das Minimum der Oberflache

fr,h)y=2-7-7*+2-7w-1r-h
unter der Nebenbedingung, da8 das Volumen 7 -2 - h = V vorgegeben ist, d.h.,

glr,h) =m-1r2-h -V =0.

Beispiel 5.28: Die Funktion f(z,y) = x + 2 -y hat auf dem R? als lineare Funktion
sicherlich keine lokalen Extrema. Schrénkt man aber (z,y) auf den Einheitskreis ein,
d.h., fordert man g(z,y) = 22 +y? —1 = 0, so existiert ein Maximum und ein Minimum
fir f. Im folgenden Bild wird die Nebenbedingung 2% + 3% = 1 als Kreis unten ange-
deutet, zusétzlich sind die entsprechende Funktionswerte von f iiber dem Einheitskreis
als Ellipse auf der Ebene (dem Graphen von f) angedeutet:

plot(plot::Function3d(x + 2%y, x = -2 .. 2, y=-2 .. 2,
Grid = [5, 5], Color = RGB::Yellow),
plot::Curve3d([cos(u), sin(u), 0.3 + cos(u) +2*sin(uw)],
u=0 .. 2%xPI, Color = RGB::Black),
plot::Curve3d([cos(u), sin(u), -6],
u=0 .. 2%PI, Color = RGB::Black)
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3.7.01] | Satz 5.29: (Die Lagrangesche Multiplikatoren-Methode)

Seien f(x1,...,2,) und g(z1,...,x,) differenzierbare Funktionen von R™
nach R. Fiir einen Punkt #* € R", der g(&*) = 0 erfiillt und f maximiert
oder minimiert, sind die Gradienten von f und g parallele Vektoren. D.h.,
es gibt einen Wert A € R sodafl

Die n Komponenten dieser Gleichung

of . 9% of . 99
or1 = Oxy’ " Oz, Oz,

zusammen mit der Nebenbedingung g(#*) = 0 bilden n + 1 Gleichungen
fiir die n Komponenten von £* und .

Der Wert A heifit ,,Lagrange—Multiplikator.

Beispiel 5.30: Betrachte das Dosenproblem aus Beispiel 5.27: finde das Minimum von
frnh)y=2-m-r*+2.-71-1r-h
unter der Nebenbedingung

glr,h) =m-1r2-h -V =0.
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Satz 5.29 besagt, daf fiir das Minimum gelten mufl:

of = )\.@ = 4-m-r+2-7-h = \N-2-7w-r-h,
or or
% — )\.% = 2-m-r = X-m-ri
Zusammen mit der Nebenbedingung ergeben sich die 3 Gleichungen
\%
2-r+h=Ar-h, 2=X-1, 12 -h=—
m

fiir die 3 Unbekannten r, h und A (der Wert von A interessiert nicht wirklich). Aus der
zweiten Gleichung wird A - r = 2 in die erste Gleichung eingesetzt, es folgt:

2-r+h=2-h, also2-r=nh.
Die Nebenbedingung liefert damit

h
2 3
T r

&

Damit ergibt sich die Geometrie der Dose zu

1
h=2-r= (u) °
T
Anmerkung: in diesem Beispiel ist die Nebenbedingung g(r,h) = 7-72-h —V = 0 so
einfach, dafl man sie direkt nach einer der Variablen auflosen kann: h = h(r) = rr‘-f“2'
Diesen Wert kann man in die zu minimierende Funktion stecken, damit wird f(r, h) zu
einer Funktion einer einzigen Variable r, die wir k nennen:

2 V 2 V
k(r)=f(r,h(r))=2-w-7"+2-7w-1- .r272-7r~r +2. o

Da mit h = Txg die Nebenbedingung identisch erfiillt ist, braucht man sich gar nicht
mehr darum zu kiimmern, und man kann direkt nach dem Minimum der Funktion k(r)
suchen:

k'(r)=4~7r-r—2-rz2:0 = 4.7-r°=2.V

N TZ<L>§ OO S :(4-V)%.

2.7 mTer? ﬂ(%) T

W

Beispiel 5.31: Betrachte das Extremwertproblem fiir f(z,y) = = + 2 - y unter der
Nebenbedingung g(z,y) = 22 + y? — 1 = 0 aus Beispiel 5.28. Satz 5.29 besagt, daf fiir
die Extremstellen gelten muf:

of dg B
of = A 99 = 2 = A2y

oy . Qy
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Zusammen mit der Nebenbedingung ergeben sich die 3 Gleichungen
1=X-2-2, 2=X-2.y, 22+4y*=1

fiir die 3 Unbekannten x, y und A (der Wert von A interessiert nicht wirklich). Aus den
ersten beiden Gleichungen folgt y = 2 - x. Setzt man dies in die dritte Gleichung ein,
folgt

1 2
2 2 2
z*+4-2°=5-2"=1 = zr==x+—7, =2-x=+—.
5! V5
Der Graphik in Beispiel 5.28 entsprechend ist (z,7) = (==, %) ein Maximum und

5 5
1

(2,y) = (—ﬁ7 7%) ein Minimum.

Ein weiteres Beispiel 5.34 findet sich im folgenden Abschnitt 5.4.

Bemerkung 5.32: Man kann die Extremwerte eine Funktion f(x1,...,xy)
auch dann mittels Lagrangescher Multiplikatoren bestimmen, wenn mehrere
Nebenbedingungen

gi(x1,...,xn) =0 , ..., gm(x1,...,2y) =0

(mit m < n) vorgegeben sind. Dann sind die n Gleichungen

0 0 0

8i(x1,...,xn) =\ a—i(:ﬂl,...,xn) +o A ai;;(:vl,...,xn),

0 0 9]

%(ml,...,xn) =)\ a—it(wl,...,xn)+'~-+Am- 81”:(1'1,...,1:”)
zu l6sen. Dies sind zusammen mit den m Nebenbedingungen insgesamt
n + m Gleichungen fiir die n Variablen x1,...,x, und die m Multiplikatoren
ALy ooy Am € R

5.4 Anwendungen in der Okonomie

Beispiel 5.33: Ein Unternehmen produziert n verschiedene Giiter mit den Ausstof3-
mengen 1,...,x, (Einheiten pro Zeit). Es sei eine Kostenfunktion K(z1,...,z,) ge-
geben. Die Giiter kommen zum Preis py, . .., p, auf den Markt. Wie operiert das Unter-
nehmen gewinnmaximal, d.h., wie sind die AusstoBmengen x1, ..., z, zu wahlen, damit
der Gewinn

G, yxp)=p1 a1+ +Pn-xn — K(x1,...,2,)

maximal wird? Nach Satz 5.17 muf} fiir das Gewinnmaximum der Gradient von G
verschwinden, also muf} gelten:

oG oK oG 0K

——— =0 — = _ =
) ) axn Pn 6$n

7 0.
o0x1 b1 0x1
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Ergebnis: die gewinnoptimalen Ausstofmengen sind die Losungen des folgenden (i.A.

nichtlinearen) Gleichungssytems fiir x1, ..., Zy:
= o ( ) = or. ( )
P Ti1,...,T T ) TiyeeeyTp)-
1 L 1 n n N 1 n

Hierbei wurde ein polypolistischer Anbieter voraussgesetzt: die Marktpreise p; sind als
unabhéingig von der Produktion des Unternehmens angenommen. Hat man die Kos-
tenfunktion K (z1,...,2,) durch eine konkrete Modellfunktion vorgegeben, kann man
daran gehen, durch Losen der obigen Gleichungen den Gewinn zu maximieren.

Beispiel 5.34: Ein monopolistisches Unternehmen kann mit seinen vorhandenen Pro-
duktionsanlagen zwei Produkte herstellen. Die vorhandenen Anlagen sind geeignet, ins-
gesamt X Einheiten pro Zeit zu produzieren, wobei die Maschinen jeweils das erste oder
das zweite Produkt herstellen konnen. Mit den Ausstofimengen 1, x5 (Einheiten pro
Zeit) gilt damit die Nebenbedingung x1 + 22 = X. Die Nachfragefunktionen seien

z1(p1) = 10- e 2P, xa(p2) = 30 - e P2,

wobei p1, po die Marktpreise der Produkte seien. Zu welchem Preis sollten die Produkte
angeboten werden, um den Gesamterlés F = py - £1 + ps - 2 zu maximieren?

Erster Losungsweg: Wir entscheiden uns, alle Gréflen als Funktion von p; und ps zu
betrachten. Es gilt

E(p1,p2) =p1-x1(p1) + p2 - 22(p2) = p1-10- € > 4 py - 30 - e~ P2
zu maximieren unter der Nebenbedingung
g(p1,p2) = x1(p1) + 22(p2) = X =10-e 2P 4207772 — X = 0.

In der folgenden Graphik ist der Graph der Erlosfunktion zusammen mit der Kurve
eingezeichnet, die die Menge aller Punkte (p1, p2) darstellt, welche die Nebenbedingung
g(p1,p2) = 0 (mit X = 10) lost. Man erkennt deutlich, dafl die Erlosfunktion iiber
dieser Kurve ein Maximum annimmt:

>> x1:= pl -> 10*exp(-2*pl):
>> x2:= p2 -> 30*exp(-5*p2):
>> Erloes:= (pl, p2) -> plxx1(pl) + p2*x2(p2):
>> plot(plot::Function3d(Erloes(pl, p2), p1 =0 .. 2, p2 =0 .. 2,
Color = RGB::Yellow, Grid = [30, 30]),
plot::Curve3d([pl, 1n((10 - 10*exp(-2%p1))/20)/(-5), 0],
pl = 0.01 .. 2, Color = RGB::Red, LineWidth = 30),
plot::Curve3d([pl, 1n((10 - 10*exp(-2*p1))/20)/(-5),
Erloes(pl, 1n((10 - 10*exp(-2%p1))/20)/(-5)) 1,
pl = 0.01 .. 2, Color = RGB::Red, LineWidth = 30)
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Uber die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren hat man die Gleichungen
oFE

p‘-

ot

89 -2 —2.
= = (10—20- : PrL=X.(=20-e"°P1),
Op1 8]?1 ( Py ( )
wnd OF 9
o9 -5 _5.
— = = (30—150- . P2 = X\. (=150 P2
Op2 92 ( P2) ( )
zusammen mit der Nebenbedingung zu 16sen, also (nach Vereinfachung der einzelnen
Gleichungen):
1-2-p1=-2-\, 1—-5-py=

—5-\, 10-e 2P +30-e°P2 = X
Aus den ersten beiden Gleichungen kann man A eliminieren

5-(1-2:p1) = =10-A=2-(1-5-p2)

3
= 5-10p1=2—-10-p = po =Py
Setzt man dies in die letzte Gleichung ein, erhélt man eine Gleichung fiir p;
10- e~ 2P £30. ¢ > P1—15) —

darstellen: man ist drauf angewiesen, fiir zahlenméfig gegebenes X diese Gleichung
numerisch zu l6sen. Sei z.B. X = 10:

Die Losung dieser Gleichung 148t sich nicht fiir beliebiges X durch eine explizite Formel
>> numeric:

solve (10*exp(-2*pl) + 30*exp(-5*(pl - 3/10)) = 10, pl)

{0.5926751426}
>> pl:= %[1]:
>> p2:= pl - 3/10
0.2926751426
>> x1(pl), x2(p2),

x1(p1) + x2(p2)
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3.056390999, 6.943609002, 10.0
>> MaxErloes = pl*x1(pl) + p2*x2(p2)
MaxErloes = 3.843668726
Zweiter Losungsweg: Wir entscheiden uns, alle Groflen als Funktion von x1 und xo

zu betrachten. Dazu sind zuniichst die Preis-Nachfrage-Beziehungen x;(p;) in p;(x;)
umzuformulieren:

_o. T .. T 1 T
:1 . 2p1 —_— = 2p1 1 (—):—2 :——1 (—)
w1 =10-¢ BRI ~ {10 pr= p=m5m\qg)
ro — 30 . e—5P2 T2 _ 5 1 (22>:7 . _ Ly (@)
zo=30-¢ :>306 :>1130 5-p2 = P2 5r130.
Damit ist
I I To T2
ey, 2) = py(a1) - e T () 22 (2)
(w1, 22) = p1(w1) - 21 + p2(z2) - 22 5 n 10 5 n 30

zu maximieren unter der Nebenbedingung
g(x1,0) =21+ 29 — X = 0.

In der folgenden Graphik ist der Graph der Erlosfunktion zusammen mit der Kurve
eingezeichnet, die die Menge aller Punkte (x1, x2) darstellt, welche die Nebenbedingung
r1+ 22 = X mit X = 10 16st. Man erkennt deutlich, daf§ die Erlosfunktion iiber dieser
Geraden ein Maximum annimmt:

>> plot(plot::Function3d(Erloes(xl, x2), x1 = 0.01 .. 9.99, x2 = 0.01 .. 9.99,
Color = RGB::Yellow),
plot::Curve3d([x, 10 - x, 0], x = 0.01 .. 9.99,
Color = RGB::Red, LineWidth = 30),
plot::Curve3d([x, 10 - x, Erloes(x, 10-x) + 0.01], x = 0.01 .. 9.99,
Color = RGB::Red, LineWidth = 30)
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Uber die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren hat man die Gleichungen

oF dg 1 1 1
e S N 2 R O
O o, 2 n(lo) 2 :
und OF P 1 1
g X2
e sm(E)Y_Z-o
O o1, 5 n(so) 5 ’

zusammen mit der Nebenbedingung zu 16sen, also (nach Vereinfachung der einzelnen
Gleichungen):

_%,(ln(%)+1>:A, _é-(ln(%)—i—l):/\, s = X. (##)

Aus den ersten beiden Gleichungen kann man A eliminieren:
1 1 1 T2 T1 _ T2
T2 (ln (E) H) =75 (hl (30) H) = 9 (ln (10) H) =2 (ln (30) H)
5 1 3 T2 2-In (%)+% To
() +d-n(3) -3
- 3" z) T OC 30
(%))
, In[ |3 . 5/2
= 3. <“’ _% = e%(ﬂ) _ T2

- 10/ 30
Zusammen mit der Nebenbedingung verbleiben die beiden Gleichungen

jor

5/2

o =30-¢e2 1+ 29 =X

!
1057
fiir o1, 2. Setzt man wiederum x5 als Funktion von z; in die zweite Gleichung ein,
verbleibt eine einzelne Gleichung fiir 2, die (fiir gegebenes X)) numerisch zu 15sen ist.
Wir brechen diese Berechnung ’per Hand’ hier ab (die letzte verbleibende Gleichung
wire ja sowieso nur numerisch zu 16sen) und stecken gleich die 3 Gleichungen (##) fiir
x1, T2, A in MuPADs numerischen Gleichungsléser (wobei wiederum X = 10 gewiihlt
wird):

>> numeric::solve([-1/2%(1n(x1/10) + 1) = lambda,
-1/5%(1n(x2/30) + 1) = lambda,
x1 + x2 = 10], [x1, x2, lambda])
{[x1 = 3.056390999, x2 = 6.943609002, lambda = 0.09267514266]%}

>> assign(%[1]1):
>> pl(x1), p2(x2)

0.5926751427, 0.2926751427
>> MaxErloes = Erloes(xl, x2)

MaxErloes = 3.843668726

Natiirlich kommt dasselbe Ergebnis heraus wie beim ersten Losungsweg.




