Kapitel 4

Integration

4.1 Stammfunktionen: das unbestimmte Integral

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation: zu einer gegebenen Funk-
tion f(z) sucht man eine Funktion F(z), deren Ableitung f(z) ist.

4.1.1 Definitionen, Grundintegrale

Definition 4.1: (Stammfunktion)

F(z) heiBt ,,Stammfunktion® einer (hinreichend glatten) Funktion
f(x), wenn fil—wF(a:) = f(x) gilt. Alternativ nennt man F(z) auch das
sunbestimmte Integral iiber f(z)“ und benutzt auch die Notation
F(z) = [ f(z)dz. Die Funktion f(z) unter dem Integralzeichen wird als

wIntegrand® bezeichnet.

Bemerkung 4.2: Stammfunktionen sind nicht eindeutig bestimmt. Da die Ab-
leitung einer konstanten Funktion tiberall 0 ist, kann man zu einer Stammfunk-
tion eine beliebige Konstante hinzuaddieren, wobei man eine neue Stammfunk-
tion erhélt. Andererseits, hat f(x) keine Singularitéiten (Polstellen etc.), so sind
Stammifunktionen stetig und die Differenz zweler stetiger Stammfunktionen ist
immer eine Konstante.

Beispiel 4.3: Zu f(z) = z sind Fi(z) = % und Fh(z) = %2 + 17 Stammfunktion.

Die beliebige additive Konstante in Stammfunktionen (die ,,Integrationskonstante*)
wird folgendermaflen ausgedriickt:

2

T
dr ="~ +c.
/I’L 2+c

Damit ist gemeint: [ f(z)dz stellt die Klasse aller Stammfunktionen dar (d.h., in
der Schreibweise [ f(z)dx steckt die additive Konstante sozusagen im [-Symbol und
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braucht nicht explizit hingeschrieben zu werden). Sobald das Integralzeichen durch

. .. . . 2 . . . .
einen konkreten Représentanten dieser Klasse (hier %-) ersetzt wird, schreiben wir die

beliebige additive Konstante explizit dazu.

Bemerkung 4.4: Mit dieser Konvention gilt trivialerweise fiir jede Funktion
F(z):

/F’(:c) do = Fz) +c .

Grundintegrale 4.5:
Aus der in Satz 2.6 gegebenen (kleinen) Liste von Ableitungen erhélt man
eine (kleine) Liste von Stammfunktionen fiir die einfachen Grundfunktio-
nen:

xn+1
/;1: dr = n+1+C, (n #0)

1
/5 dr = In(|z|) + ¢, (Beispiel 2.18)

/exdx = e +e¢,

sin = —cos(z)+c,

() dx
cos(z)dx = sin(z)+c.

/
/

Beispiel 4.6: In MuPAD ist die Funktion int (engl.: integrate) fiir die Integration
zustindig. Fiir die Integrationskonstante wird dabei vom System automatisch ein , be-
sonders einfacher® Wert gewéhlt:

>> int(cos(x), x)
sin(x)

>> int(x*sin(x)*exp(x), x)

cos(x) exp(x) x cos(x) exp(x) x sin(x) exp(x)
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Fiir aus den einfachen Grundfunktionen aufgebaute Funktionen wiirde man gern
per Rechenregeln die Integration komplizierter Funktionen auf die Integration
einfacher Funktionen zuriickfithren. Leider ist das nicht so einfach. In der Tat
entspricht jeder Rechenregel der Differentiation (Satz 2.6, Satz 2.12) eine Regel
fiir’s Integrieren. Die sich ergebenden Regeln sind aber nicht so, dal man damit
automatisch alle Integrationen auf Grundintegrale zuriickfithren kann. Zunéchst
die einfachsten Regeln:

Satz 4.7: (Summenregel)
Fiir beliebige Konstanten a, b und Funktionen f(x), g(z) gilt

/(a-f(m)+b~g(w)>dm:a~/f(:z)dx + b-/g(m)d:v.

Das ist durch Differenzieren beider Seiten dieser Gleichung unmittelbar klar.
Merke:

Konstante Faktoren kénnen stets aus dem Integralzeichen herausge-
zogen werden. Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale.

Beispiel 4.8:

1 1 1
/(2~e”+\/?)dx:2~/exdx+ ﬁx_%dm‘zle”—i—cl—i—ﬁ/x_%da:
T

1 oz 3t 1 a2
=2+t —F7=-—g——+te=2-"+— - t+tatc
2

V2 -5 +1 V2

) 2
:2~el+ﬁ-\/5+c:2-ex+\/§-\/5+c.

Hierbei wurden die einzelnen Integrationskonstanten ci, co zu einer neuen beliebigen
Konstanten ¢ = ¢; + ¢ zusammengefaflt.

4.1.2 Partielle Integration

Aus der Produktregel

C(F@) - 9@)) = £1@) - gl) + (&) o' (@)

der Differentiation gewinnt man durch Integration
f@) @) +e= [ F@) g@)de + [ @) g @) o

Diese Gleichung liefert eine Integrationsregel, die man ,,partielle Integration*
nennt:
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Satz 4.9: (Partielle Integration)

/ f(z) ¢ (@) de = f(z) - g(z) — / f(z) - g(z) de.

Bemerkung 4.10: Diese Regel ist in folgender Situation anwendbar:
e Der Integrand mufl das Produkt zweier Funktionen sein.
e Von einem Faktor (¢'(x)) muB man die Stammfunktion g(x) kennen.

Ein Integral (iiber f(z) - ¢'(x)) wird in ein anderes Integral (iiber f'(x) - g(z))
iiberfiihrt, es verbleibt also die Aufgabe, eine Stammfunktion zu finden. Aller-
dings ist manchmal das Produkt f'(x) - g(x) einfacher zu integrieren als das
Ausgangsprodukt f(x) - ¢'(x):

e Sinnvoll ist partielle Integration meist, wenn die Ableitung f'(x) ,einfa-
cher® ist als f(z) und g(x) nicht wesentlich ,komplizierter® als ¢'(x).

Beispiel 4.11: Im Integral [ z-In(z) dz ist f(z) = In(x) eine ,,unangenehme* Funktion,
wihrend f'(z) = 1 als rationale Funktion wesentlich angenehmer ist:

2 1 2
z -In(x) de =In(x)- r 7/ e
~ —~—~— 2

T 2
e N— v ~—~ g

9@ f(a) @) @ f(@) g(x)

22 2 z?
=) G- [Gde=tmta) T - e
Probe: p 9 2 2
T z 1 =z x
(@) 5 =) = @) - =)

Es gibt keine allgemeine Regel, was ,einfach“ und was ,kompliziert“ ist. Im
obigen Fall war f'(z) = 1 einfacher als f(z) = In(z). Im folgenden Beispiel ist
f(z) = z ,kompliziert“, zumindestens ,komplizierter* als f'(z) = 1:

Beispiel 4.12:

N~ [ g ~—

xz - €eF dx:xoewf/l'ﬁ dx
~~
f(z) g'(z) f(@) g(z) f'(z) g(x)

:x-ex—/exdm:x-ex—ex—i-c:(a:—l)-ex—i—c.
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Manchmal braucht man einfach Erfahrung um zu sehen, dafl partielle Integra-
tion hilfreich ist:

Beispiel 4.13:

/sin(a:)2 dx = /sin(w) -sin(x) dx = sin(x) - (— cos(z)) — / cos(x) - (—cos(z)) dx
—— —— —_—— ——— —_—— ———
f@)  g'(=) f(z) g(z) f'(@) 9(x)
= —sin(x) - cos(z) + /cos(a:)2 dx.

Das war bislang nicht sehr erfolgreich: [ sin(z)?dz wurde durch [ cos(z)?dz ausge-
driickt. Allerdings gilt sin(x)? 4 cos(z)? = 1, sodaf8 das verbleibende Integral wiederum
durch das Ausgangsintegral ausgedriickt werden kann:

/cos dz*/ldxf/sm dxfxf/sm( )2 de.

Dies liefert eine Gleichung fiir [ sin(z x)? d:
[sin(z)*dz = —sin(z) - cos(z) + [ cos(z)? dz

= —sin(z) - cos(z) + = — [sin(z)? dz

= 2. [sin(z)?dz = =z —sin(z)-cos(z)+c
= [sin(z)?dz = % . (a: — sin(z) -cos(x)) +c.

4.1.3 Substitution

Aus der Kettenregel der Differentiation (mit y = g(z))
SFG@) = (5 F0) - (4 9()) = Fla@) 4@

gewinnt man durch Integration

) +e= / F(g(z)) - ¢/ (z) de-.

Diese Gleichung liefert mit f = F” eine Integrationsregel, die man ,,Integration
durch Substitution* nennt:

Satz 4.14: (Substitution)
Sie F'(y) eine Stammfunktion von f(y). Mit y = g(z) gilt

/ f(9(@)) - ¢/ () dz = / f(w)dy = F(y) + ¢ = F(g(x)) +c.
—
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Hierbei lauft die Substitution auf Folgendes hinaus. Aus y = g(z) folgt % =
J'(x), also formal
dy = ¢ (z) dz.

Eine Substitution bietet sich auf jeden Fall an, wenn der Integrand einen Faktor
¢'(z) enthélt, der die Ableitung eines Teilausdrucks g(x) im anderen Faktor ist:

Beispiel 4.15: In [ cos(z) - ¢5™(*) dz bietet es sich an, y = g(x) = sin(z) zu substituie-
ren, denn die Ableitung ¢’(z) = cos(z) taucht als Faktor im Integranden auf. Es ergibt
sich

- y-=g(r) 4
/COS(Z’) . esm(w) dr = /esm(w) COS(’I’) dr = /ey dy — Y tec= eSm(z) +e.
S——

g'(z)-dz=dy

Beispiel 4.16: Wir kennen [ % dy = In(Jy|). Wie steht es mit [ ﬁ—&-b dz? Dies ist ein
Fall fiir die Substitution. Wir setzen y = g(z) = a-x +b (also dy = a dz) und erweitern

mit a, sodafl dx:%-adx:%dy auftaucht:
dy
1 1 1 — 1 1
/ dac:—~/ -adx:—/—dy
a-r+b a a-r+b \(/-; al vy
g'(z

5.6.01] | Beispiel 4.17: In [ ’;/((f)) dz bietet sich die Substitution y = f(z) an:

fl(x) = l =1n c=1n X C
[ 5 ae= [~ ay=1n(u) +e=mis@) +e

Bemerkung 4.18: Es bietet sich allgemein an, eine Substitution y = g(x) in
einem Integral [ h(z)dx technisch folgendermafBien durchzufiihren:

e Setze y = g(x) und berechne die Ableitung g—g = ¢'(x). Formal gilt dy =
g (z)dzx.

e FErsetze dx durch g,dé). Driicke im neuen Integranden h(z)dx = g,((?) dy
jedes x durch y aus.
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e Fs entsteht ein Ausdruck

1
[ b= | M) s = [ s
f(y)

Versuche, eine Stammfunktion F(y) = [ f(y) dy zu finden.

e ,,Riicksubstitution“: Setze y = g(x) in F(y) ein. Die gesuchte Stamm-
funktion des urspriinglichen Ausdrucks ist F(g(x)).

Manchmal ist es nicht offensichtlich, was man substituieren sollte. Hier hilft nur
Erfahrung oder ein guter Tip:

Beispiel 4.19: Substituiere y = /z, % =3 % (= dy=73- %dw) in
/\/a_s-eﬁdxz/y-ey~2-\/§dy=2-/y2-eydy.
——
dx

Das verbleibende Integral in y kann durch zweifache partielle Integration gel6st werden:

2~/y2~ey dy=2- y* - e¥ —2-/2~y-ey dy
fly) 9w fly) 9w frly) 9W)
—92.¢%2.¢e¥—4. LY —92.¢4%2.eY—4. .Y . .Y
2-y“-e¥—4 / y - e dy=2-y*-e¥—4- y - e’ +4 1 e’ dy
F(y) G F(y) G F'(y) G(y)
=297 eV —4-y-eV+4-€¥ +c.
Riicksubstitution y = \/z liefert letztlich:

/\/E-e\/idx:2-x-eﬁ—4~\/E-eﬁ—i—él-eﬁ—i—c.

4.1.4 Rationale Integranden: Partialbruchzerlegung

Rationale Integranden lassen sich iiber die Technik der ,,Partialbruchzerlegung®
immer so umformulieren, dafl man eine Stammfunktion bestimmen kann. Hier
der Spezialfall, wenn das Nennerpolynom nur einfache Nullstellen hat:
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Satz 4.20: (Partialbruchzerlegung)

Betrachte f(z) = % mit Polynomen p(x) und q(z), wobei grad(p(z)) <
grad(q(x)) gelte. Hat das Nennerpolynom q(x) nur einfache Nullstellen

Z1,...,Tn, SO gibt es Konstanten c1,. .., c,, sodal
M __“a cee Cn )
q(x) x—m T — Ty

Damit folgt dann

p(i[)) =c1-In(lz — oo 4c, - Inl|l — 2 C
/@dx_lw i)+ eIz — @) + e

Beispiel 4.21: Die technische Durchfithrung geschieht folgendermafen:
1) Ansatz:
3-z+4 c1 Co

-1 (242 2-1 242

2) Bringe die rechte Seite auf den Hauptnenner:

., _c (@ +2)ter- (v 1)
r—1 x+2 (x—1)-(x+2)

3) Ordne den Zéhler nach Potenzen von x:

e (@+2)+ex-(x—1) (cl+02)-x+(2~cl—02).

(x—1)-(x+2) (x—1)-(x+2)
4) Der Ansatz lautet nun:

3-x+4 (c14c2) - x+(2-c1—ca)

(x—1)-(z+2) (x—1)-(x+2)

Die Nenner stimmen nach Konstruktion iiberein. Es verbleibt, die Konstanten ¢y, ¢y
so zu bestimmen, dafl auch die Zahler fiir alle x iibereinstimmen. Vergleiche dazu im
Zahler die Koeffizienten vor jeder z-Potenz:

3261+02, 4:2~61762.

4) Lose das entstandene lineare Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten:

7 2

Ergebnis:
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Beispiel 4.22: In MuPAD ist die Funktion partfrac (engl.: partial fraction) fiir die
Partialbruchzerlegung zusténdig:

>> partfrac((3*x + 4) / ((x - D*(x + 2)), x)

3 &x-1 3 (&x+2)

Bemerkung 4.23: Die Partialbruchzerlegung haben wir schon friiher beim
Summieren rationaler Ausdriicke kennengelernt: siehe Beispiel 1.38.
Bemerkung 4.24: Hat man einen rationalen Integranden &i), bei dem der
Grad des Zéhlerpolynoms nicht kleiner ist als der Grad des Nennerpolynoms
(dies wird in Satz 4.20 vorausgesetzt), so ist dies auch kein Problem. Durch
Polynomdivision kann man einen polynomialen Anteil abspalten, z.B.:

Q
—

2-23 422 +2 5. piq 4 2 TH3
— =2z —_—
2 -1 2 -1
Die Division wird dabei wie mit Zahlen durchgefiihrt (man zieht sukzessiv den
Jfiihrenden Term*® durch ein geeignetes Vielfaches des Nenners ab):

2.3 42242 o1 = 2.2+3
2.23—-92. 1

2+2-c+2
x2—1

2-x+3 (der Rest)

Der verbleibende Rest kann durch Partialbruchzerlegung additiv zerlegt werden,
das Ergebnis ist:

>> partfrac((2*x"3 + x°2 + 2)/(x"2 -1), x)

Es folgt

223+ 2242 2 3
- T dr= (2. 1 2 __2 )d
/ (2 —1) v / T +a:—1 c+1) Y

5 1
:x2+x+§ ln(|x—1|)—§ In(|lz +1]) +c.
Probe mit MuPAD:
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>> int((2*x"3 + x"2 + 2)/(x"2 -1), x)

2 5 1n(kx - 1) In(x + 1)
X + X 4 —mmmmmmm——m —

(MuPAD verzichtet darauf, innerhalb des 1n Betragszeichen einzutragen, denn
MuPAD kann mit komplexen Zahlen umgehen. Fiir positives x gilt In(—z) =
V—=1-7+In(z), d.h., In(—z) und In(z) stimmen bis auf eine additive (komplexe)
Konstante iiberein. Diese kann in die Integrationskonstante absorbiert werden).

8.6.01] | Bemerkung 4.25: Fiir die Partialbruchzerlegung braucht man die Faktorisie-

rung q(x) = (x —x1) - -+ - (x — xp,) des Nennerpolynoms, d.h., man muf die
Nullstellen x1, ...,z von q(x) finden. Kennt man eine Nullstelle x1, so kann
man die Suche nach weiteren Nullstellen vereinfachen, indem man ¢(z) = %
durch Polynomdivision ausrechnet. Die Division geht auf, wenn x1 eine Null-
stelle von p(x) ist, denn mit q(z) = (x — 1) - -+ - (z — x,) folgt

- q(x)

q(x)—m—(x—m2)~ s (= ).

Dieses ,,Restpolynom“ enthélt die verbleibenden Nullstellen. Beispiel:
gz =2 -3- 22 +z+ 1.

Durch Raten hat man die erste Nullstelle x1 = 1 gefunden. Polynomdivision:

=3 224z+1 : z—-1 = 22—-2-2—-1
3 — a2
—2-22+z+1
—-2-224+2-x
—xz+1
—xz+1
0
Mit
q(z)

=22—-2.z-1

r—1
findet man die weiteren Nullstellen

:13273:1:|: \/5

von q(x) iiber die iibliche Lésungsformel fiir quadratische Polynome.



