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1. Einfiihrung

Der Schwartzsche Satz vom Kern [Sch52, Sch55] besagt, dass jede stetige lineare Ab-
bildung 7" : C*(R™) — D'(R™) aufgefasst werden kann als Integraloperator mit einem
Kern K € D'(R™"). Die Integraldarstellung Tu(z) = [ K(z,y)u(y) dy ist im Distribu-
tionensinne zu verstehen als Bilinearform (T'u,v) = (K, v ® u). Die Korrespondenz

L(CZ[R™), D'(R™)) = D'(R™™), T« K,

ist ein linearer Hom6omorphismus. Kurze Beweise findet man in [Ehr56, Gas60].
Die von Grothendieck entwickelte Theorie topologischer Tensorprodukte und nuklearer
Réaume, |Gro52, Grob5|, filhrt zu folgender Abstraktion der obigen Formel:

LY, X) 2 (XRY), T+ K, (1)

ist ein linearer Hom&omorphismus, wenn X und Y nukleare Fréchetraume oder nuklea-
re (LF)-Réume sind. Die Dualrdume und der Raum der linearen stetigen Operatoren
L(Y, X') tragen ihre starken Topologien. Dem vervollstdndigten Tensorprodukt X Y
liegen zwei lokalkonvexe Topologien zugrunde, die im allgemeinen verschieden sind.
Der Dualraum des (vervollstandigten) projektiven Tensorprodukts X ®,Y wird mit dem
Raum B(X,Y) stetiger Bilinearformen identifiziert, dieser wiederum mit dem Operato-
renraum L(Y, X’). Das (vervollstindigte) injektive Tensorprodukt X®.Y von Riumen
glatter (Test-)Funktionen ist kanonisch isomorph zum Raum der (Test-)Funktionen auf
dem Produktraum der Definitionsgebiete. Die Gleichheit von projektiver und injektiver
Topologie ist charakteristisch fiir nukleare Raume.

In der Theorie linearer partieller Differentialoperatoren beschreibt man Eigenschaften
von Operatoren iiber entsprechende Eigenschaften ihrer Schwartzkerne. Ein Satz von
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Peetre [Pee60| besagt, dass die Lokalitét von Differentialoperatoren fiir diese Klasse von
Operatoren charakteristisch ist. Die Lokalitat impliziert, dass der Trager des Schwartz-
kerns in der Diagonale enthalten ist; die Struktur solcher Distributionen ist bekannt.
Die Kommutatoren beliebiger Lange eines Pseudodifferentialoperators T' mit Differenti-
aloperatoren erster Ordnung sind Pseudodifferentialoperatoren deren Ordnungen nicht
grofer sind als die von 7. Ein Satz von Beals [Bea79| zeigt, dass diese Eigenschaft
charakteristisch ist fiir diese Pseudodifferentialperatoren; dies hingt damit zusammen,
dass die Schwartzkerne konormale Distributionen beztiglich der Diagonale sind, [Hor85,
18.2]. Siehe [Zwo12, §8.2] fiir eine semiklassische Version des Bealsschen Satzes. Kalkiile
der mikrolokalen Analysis funktionieren unter Voraussetzungen iiber die Trager (pro-
perly supported) und iiber die Singularitdten (Wellenfrontmengen) der Schwartzkerne
der beteiligten Operatoren. Anwendungen fiir nukleare Rdume gibt es auch in der Spek-
traltheorie selbstadjungierter Operatoren auf einem Hilbertraum. Mit einem geeigneten
Gelfandschen Dreier (Rigged Hilbert Space) S € H C S, S nuklear, zeigt man die
Existenz vollstdndiger Systeme verallgemeinerter Eigenfunktionen, |[GV64, T 4.5|. Die
Theorie nuklearer Rdume und das Rechnen mit topologischen Tensorprodukten wird
in der mathematischen Quantenfeldtheorie angewendet zur Auswertung von Feynman-
Diagrammen, [Cosl1].

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist, einen Beweis des Satzes vom Kern in der
Gestalt (1) fiir nukleare Fréchet- und (LF)-Rdume und ihre Dualrdume zu geben. Dies
schliefst die Themen topologische Tensorprodukte, nukleare Rdume und Anwendungen
auf konkrete Rdume ein. Die Monographie [Tré67, Part III] ist die Standardreferenz.
Um die Darstellung kurz zu halten, setze ich Grundkenntnisse in der (prénuklearen)
Funktionalanalysis und in der globalen Analysis voraus.

In den Abschnitten 2 und 3 werden die Rdume C*°(M; E) und C°(M; E) der glat-
ten Schnitte in Vektorbiindeln £ — M iiber Mannigfaltigkeiten M, der Schwartzraum
S(R™) und die zugehorigen Distributionenrdume behandelt. Es wird gezeigt, dass die-
se Rdume mit ihren (starken) lokalkonvexen Topologien Montelsch sind, insbesondere
reflexiv. Bilinearformen und ihr Zusammenhang mit Operatoren sind Gegenstand des
Abschnitts 4. Das injektive Tensorprodukt X ®. Y wird im Abschnitt 5 eingefiihrt; fiir
konkrete Funktionenrdume wird die Vervollstandigung des injektiven Tensorprodukts
im Abschnitt 6 bestimmt. Das projektive Tensorprodukt wird im Abschnitt 7 thema-
tisiert. Dort wird folgender Satz von Grothendieck bewiesen: Die kanonische lineare
Isomorphie B(X,Y) 2 (X®,Y)" ist ein topologischer Isomorphismus, wenn X und Y
Fréchet—Montelrdume sind. Dieser Satz ist fundamental fiir den Beweis der topologi-
schen Isomorphie im Satz vom Kern. In der Theorie nuklearer Rdume spielen nukleare,
absolutsummierende und Hilbert—Schmidtsche Operatoren und ihre wechselseitigen Be-
ziehungen eine wichtige Rolle; diese Operatoren werden in den Abschnitten 8 bis 11 stu-
diert. Im Abschnitt 12 werden nukleare Rdume definiert, die Approximationseigenschaft
und die charakteristische Gleichheit von injektiver und projektiver Tensorprodukttopolo-
gie werden dort bewiesen. Uber Hilbert-Schmidtsche Einbettungen von Sobolewrdumen
und Permanenzeigenschaften nuklearer Raume zeigen wir im Abschnitt 13 die Nukleari-
tat konkreter Raume von Funktionen und Distributionen. Formulierung und Beweis des
Satzes vom Kern sind Gegenstand des Abschnitts 14. Im Anhang A werden Konzepte



und Satze aus der Theorie lokalkonvexer Rdume préasentiert, die der Arbeit zugrunde
liegen. Es mag sinnvoll sein, diesen Anhang zuerst zu iiberfliegen.

Die Skalarkorper von Vektorrdumen sind R oder C. Generisch ist der Skalarkorper
C; R ist wo sinnvoll mit gemeint. Wird nichts Anderes gesagt, bezeichnen X,Y, 7, X,
usw. lokalkonvexe Rédume; X C Y heifst, dass X ein topologischer Unterraum von Y ist.
Sind X oder X; normierte Rdume, dann bezeichnen || - || x bzw. || - ||; ihre Normen. Der
schwache und starke Dualraum von X wird mit X; bzw. X} bezeichnet. Die Anwendung
einer linearen Abbildung 7T oder einer Linearform ¢ auf einen Vektor schreiben wir
klammerlos als Tz bzw. £x; entsprechend schreiben wir ST fiir die Verkettung zweier
linearer Abbildungen S und 7". Dualrdume und Rdume von Operatoren tragen die starke
lokalkonvexe Topologie der gleichméafigen Konvergenz auf beschriankten Mengen, also
X'= Xjund L(X,Y) = Lg(X,Y), wenn keine abweichenden Spezifikationen gemacht
werden.

Bei der Vorbereitung habe ich mich neben [Tré67] auf die Werke |[FW68, Kabl4,
MV92, Pie69, SW99| gestiitzt. In den inspirierenden Vorlesungen von Professor Floret
tiber topologische Vektorrdume [Flo73| begegnete ich dem Satz vom Kern, topologischen
Tensorprodukten und nuklearen Rdumen zum ersten Mal.

2. Raume differenzierbarer Funktionen

Wir verwenden die Multiindexnotation fiir partielle Ableitungen. Sei £ C R" ein be-
schrianktes Gebiet. Der Raum C™(2) der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen
f:Q — C, deren Ableitungen 0“f der Ordnung |«| < m stetig fortsetzbar sind auf den

Abschluss (2, ist mit der Norm
| fllem@) = Z\a|<m sup{|0“ f(x)| ; x € Q}

ein Banachraum.

Man nennt €2 ein Lipschitzgebiet, wenn jeder Punkt des Randes 02 eine Umgebung
besitzt, welche nach einer Translation und Drehung des Koordinatensystems von der
Gestalt U = U’ x U, ist, U’ C R"! eine offene Kugel und U,, C R ein offenes Intervall,
und wenn es eine Lipschitzfunktion ¢ : U" — U, gibt, so dass gilt

UNnQ={(,z,) e U x U, ;x, > ()} (2)

Der Graph von ¢ ist gleich UN0S). Die Lipschitzeigenschaft bedeutet, dass fiir ein L > 0
und den Kegel I' := {L|2'| < z,} CR™ gilt: Fiir y e UN 0N ist (y£I)NUNIN = {y}.
Sind alle ¢ von der Klasse C*°, dann heiftt €2 ein Gebiet mit glattem Rand.

Satz 2.1. Ist S ein beschrinktes Lipschitzgebiet und k < m, so ist die Inklusionsabbil-
dung C™(Q) C C*(Q) kompakt.

Beweis. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli geniigt es zu zeigen, dass mit einer nur von
Q) abhingigen Konstanten C' > 0 fiir f € C'(Q) und z,y € Q gilt:

[f(2) = F)] < Cll flleryle =yl (3)



Fir |x —y| > 6 > 0 geniigt C' = 2/6. Fiir konvexes 2 folgt (3) mit C' = 1 aus dem
Mittelwertsatz. Daher und weil § kompakt ist, geniigt es, zu einem gegebenen Rand-
punkt von 2 eine offene Umgebung U C R" zu finden, so dass (3) fiir alle z,y € U N2
gilt. Wir wihlen U = U’ x U,, wie in (2) und einen Kegel " geméf der Lipschitzbedin-
gung an ¢. Nach geeigneter Verkleinerung von U’ diirfen wir annehmen, dass fiir alle
x,y € UNK die gerade Verbindungstrecke xy in {2 enthalten ist oder der Durchschnitt
(x+T)N(y+T)NUNQ nichtleer ist. Im letztgenannten Fall wéhlen wir z aus dem
Durchschnitt so, dass die Lange |x — z| + |z — y| der bei z geknickten Verbindungsstrecke
minimal ist. Diese Lange ist < C'|z —y| fiir ein nur von L abhéngiges C'. Wir wenden den
Mittelwertsatz an entlang der Strecken xz und zy. Somit gilt (3) fiir alle z,y € Q. O

Der Raum C®(Q) = NpenC*(Q) ist ein Fréchetraum. Der Teilraum C*°(Q) derje-
nigen Funktionen, deren Fortsetzung nach R™ \ 2 durch Null in C*°(R") liegt, ist ein

abgeschlossener Unterraum von C*°(2).

Satz 2.2. Ist Q ein beschrinktes Lipschitzgebiet, so sind C*(Q) und C=(Q) Fréchet—
Montelrdume, insbesondere reflexiv.

Beweis. C*() trigt die projektive Topologie der Inklusionen in C*(Q), k € N. Aus

Satz 2.1 folgt, dass die Inklusionen kompakt sind. Somit ist C*°(2) ein Montelraum. [

Sei € ein beschrénktes Gebiet mit glattem Rand. Dann besitzt Q eine (global) defi-
nierende Funktion; das ist eine reellwertige Funktion r» € C*°(R"), so dass 2 = {r > 0}
und dr # 0 auf 99 gelten. Mittels Taylorabschéitzung sicht man, dass C*°() aus allen
f € C=(Q) besteht, fiir die 7=%9*f in Q beschrinkt ist, ¥ € N und o € N". Die Halb-
normen f > >, 11 1<,, SUPg %0 f| definieren die Fréchetraumtopologie auf C°(€2).

Fiir die offene Einheitskugel B" C R" ist 7(z) = 1 — |x|? eine definierende Funktion.
Die Abbildung

OB >R, z—y=(1-—|z]*),

ist ein Diffeomorphismus; ihre Inverse @' : y — x = (1 + |y|?)~"/2y wird in [Mel07, 1.9]
als radiale Kompaktifizierung des R™ bezeichnet. Die Graphik illustriert die Definition
von ¢ :z — y.

1

0
Z Y

Mit S(R"™) bezeichnen wir den Schwartzraum der schnell fallenden Funktionen f auf
R™: f € C*(R") mit sup, 1y20P f(y)| < oo fiir alle Multiindizes «, 8. Mit dem durch die
Suprema gegebenen Halbnormensystem ist S(R™) ein Fréchetraum.



Satz 2.3. Die Zuriickziehung ®* : f — f o ® ist ein Isomorphismus S(R") = C’OO(B”).
Insbesondere ist S(R™) ein Fréchet—Montelraum.

Beweis. Sei f € C*°(R"), und setze g = &*f € C>*°(B"). Fiir « € N” gilt
Og(w) =D _ hes(@)0)f(y), y=(1—|a)a,

mit Koeflizienten h,g € C*°(B"), welche Linearkombinationen von Produkten partieller
Ableitungen der Komponenten 3’ von ® sind. Fiir ein geeignetes k& € N haben wir die
Abschétzungen h,p(z) = (9((1 — ]x|)_k) Ist f € S(R”) und N € N, dann gilt 85f(y) =
O(ly|=™) = O((1 — |z)N) fiir |z| 1 1. Fiir solch ein f ist daher ¢ € C°°(B"). Somit ist
d* : S(R*) — C(B") definiert, linear und injektiv. Wir beweisen die Surjektivitit. Es
gilt 9y f(y) = > p5<a has(y)02g(x), wobei die Koeffizienten h,p beschrinkte Funktionen
auf R sind. Fiir g € C®(B") und N € N ist 0%g(z) = O((1 — |=[)V) = O(|y| ™) wenn
|z| 1 1. Daraus folgt g = ®*f mit f € S(R").

Da konvergente Folgen in S(R") und in C*(B") insbesondere punktweise konvergieren,
ist der Graph von ®* abgeschlossen. Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen fiir
Fréchetraume folgt, dass ®* und seine Inverse stetig sind. O]

Unter einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine reelle C*°-Mannigfaltigkeit, deren
Topologie Hausdorffsch ist und die eine abzéhlbare Basis besitzt. Speziell ist M para-
kompakt. Wir nehmen auch an, dass M zusammenhéngend ist. Der Raum C'*(M) der
beliebig oft differenzierbaren Funktionen f : M — C tragt die projektive Topologie der
Familie der linearen Abbildungen

C*(M) = C=(k(U)), f+ for!,

wobei die Karten k : U € M — R" einen abzédhlbaren Atlas von M durchlaufen,
deren Parameterbereiche k(U) C R™ beschrankte Gebiete mit glattem Rand sind. Wegen
Satz 2.2 ist auch C*°(M) ein Fréchet-Montelraum.

Sei E — M ein (komplexes) C*°-Vektorbiindel endlichen Ranges r iiber einer Man-
nigfaltigkeit M. Mit C*°(M; E) wird der Vektorraum glatter Schnitte bezeichnet. Jeder
Punkt in M besitzt eine relativ kompakte offene Umgebung U, so dass das Biindel in
einer Umgebung von U einen Rahmen besitzt. Die Wahl eines Rahmens trivialisiert die
Einschrankung E|y zu U x C" und liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus:
C>®(U; E|ly) 2 C*(U)". Durch Verkettung mit Restriktionen auf solche U erhalten wir
ein projektives System linearer Abbildungen C*°(M; E) — C*°(U)". Ausgestattet mit
der zugehorigen projektiven Topologie ist C*°(M; E) ein Fréchet-Montelraum.

Ist ' — M ein weiteres glattes Vektorbiindel, dann definiert man (lineare) Diffe-
rentialoperatoren D : C*°(M; E) — C*°(M; F) indem man diese beziiglich lokaler Ko-
ordinaten und lokaler Rahmen durch Systeme linearer Differentialoperatoren mit C'*°-
Koeffizienten auf offenen Teilmengen des R™ représentiert, [Hor90, S. 151]. Im Falle
C*®(M; F) = C*(M) nennen wir D einen skalaren Differentialoperator. Differen-
tialoperatoren sind stetig; ohne weitere Rechnung folgt dies aus dem Satz vom abge-
schlossenen Graphen. Ist M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und V ein hermitescher



Zusammenhang auf £, dann sind V¥ : O°(M; E) — C>°(M; T*9M ® E) Differential-
operatoren, |Bes08, 1.17|. Abzéihlbar viele Halbnormen der Gestalt s — sup,x |V*s(z)]
erzeugen die Topologie auf C*°(M; E). Jede Mannigfaltigkeit kann mit einer riemann-
schen Struktur ausgestattet werden und jedes Biindel mit einem hermiteschen Zusam-
menhang. Durch Kontraktion der V* gegen Vektorfelder erhalten wir skalare Differenti-
aloperatoren.

Bei der Untersuchung von Tensortopologien wird es zweckmaéfig sein, stetige Halbnor-
men auf C*°(M; F) der Gestalt s — sup,c |Ds(z)| zu verwenden, wobei D ein skalarer
Differentialoperator ist und K C M ein Kompaktum. Nach Obigem ist klar, dass ei-
ne abzdhlbare Familie solcher Halbnormen existiert, die den Fréchetraum C*°(M; E)
definiert.

Bemerkung 2.4. Neben offenen Mannigfaltigkeiten sind auch (kompakte) Mannigfal-
tigkeiten M mit (glattem) Rand OM von Interesse, [Mel93]. Um Produkte von Mannig-
faltigkeiten mit Rand zu erfassen, ist es sinnvoll, auch Mannigfaltigkeiten mit Ecken zu-
zulassen. Die Parameterbereiche von Karten (U, ) sind offene Teilmengen x(U) von R",
R, = [0, co[, und die Koordinatenwechselfunktionen sind lokal als C*°-Funktionen fort-
setzbar, |Leel3, 415f]. Es ist keine Einschréankung anzunehmen, dass x(U) der Abschluss
eines beschrinkten Lipschitzgebietes in R™ ist. Somit sind auch in dieser allgemeineren
Situation die Rdume C*°(M; E) definiert und Fréchet-Montelraume. Ist M kompakt
mit glattem Rand OM, so ist die Menge aller Schnitte, die am Rand von unendlicher
Ordnung verschwinden, ein abgeschlossener Unterraum C*(M; X) C C*(M; X).

Ist K C M kompakt, dann ist C¥(M; E) = {s € C®(M;E) ; supps C K} ein
abgeschlossener Unterraum von C*°(M; E). Sei (K) en eine Ausschopfung von M durch

kompakte Teilmengen, K; C int K. Die Schnitte in £ mit kompaktem Trager bilden
einen (LF)-Raum

C(M; E) == ind;, O (M; E).
Jede beschrénkte Teilmenge von C°(M; E) liegt in einer Stufe CFF (M; E), ist dort be-

schrankt, somit relativ kompakt. Somit ist C°(M; E) ist ein Montelraum, insbesondere
tonneliert und reflexiv. Aufserdem ist dieser Raum vollstdndig und bornologisch.

3. Distributionen

Eine Lebesgue-messbare Funktion f : Q — C, 0 C R" offen, heifst lokal integrierbar,
wenn fiir jedes Kompaktum K C Q gilt: [, |f(2)]dz < oco. Eine lokal integrierbare
Funktion f definiert ein stetiges lineares Funktional ¢ — [ f(z)p(z)dz auf C(9Q).
Da C°(2) dicht in C.(€2) liegt, ist f durch dieses Funktional bis auf eine Nullfunktion
eindeutig bestimmt. Man nennt C2°(§2) den Raum der Testfunktionen auf €2 und seinen
starken Dualraum D'(Q2) := (CEO(Q)); den Raum der Distributionen. Der Lebesgue-

Raum L () (der Aquivalenzklassen) lokal integrierbarer Funktionen wird in der oben
angegebenen Weise mit einem linearen Teilraum des Raumes der Distributionen iden-
tifiziert, dem Raum der Funktionen L} _(Q) C D'(Q2). Die Dirac-Distribution (Delta-

funktion) 6 € D'(R™), § : ¢ — (0), ist ein Beispiel einer nicht lokal integrierbaren



Distribution. Die Dualitédtsklammer schreiben wir oft (f, @) := f(¢) fir f € D'(Q2) und
p e CX(Q).

Mittels Dualitét erweitert man fiir Funktionen bekannte Begriffe und Operationen auf
Distributionen, speziell die Multiplikation mit C'*°(2)-Funktionen, den Tréger supp f ei-
ner Distribution f, die partiellen Ableitungen (0; f, ¢) = —(f, 0;¢), 0; := 0/0x;. Lineare
Differentialoperatoren D mit Koeffizienten in C'*°(£2) sind stetige lineare Operatoren auf
D'(€2) mit der besonderen Eigenschaft lokal zu sein, d.h., es gilt stets supp D f C supp f.
Im Falle 2 = R” sind Translations- und Faltungsoperatoren definiert, Letztere i.A. nur
wenn einer der Faktoren einen kompakten Trager besitzt. Das Produkt von Distributio-
nen ist nur unter zusatzlichen Voraussetzungen definiert.

Der starke Dualraum des Schwartzraumes S(R") ist der Raum der temperierten Dis-
tributionen und wird mit S’(R™) bezeichnet. Die Inklusionsabbildung C°(R") — S(R™)
ist stetig mit dichtem Bild. Die dazu duale Abbildung identifiziert S’(R™) mit einem
linearen Teilraum von D'(R™). Ist C der Skalarkorper, dann ist die Fouriertransforma-
tion F : u — 4, 4(x) = [e ¥ u(y)dy, definiert. Sie ist ein Automorphismus des
Schwartzraumes. Die zur Fouriertransformation duale Abbildung setzt F fort zu einem
Automorphismus von S’(R") auf sich.

Distributionenrdume sind nicht einfach Dualrdume von Réumen von Testfunktionen.
Bestandteil des Konzepts ist auch die Interpretation lokal integrierbarer Funktionen als
Distributionen.

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Fiir eine Inklusion von Li. (M) in einen Dualraum von
Testfunktionen wird die Definition eines Integrals bendtigt. Das Dichtenbiindel iiber
M ist dasjenige Vektorbiindel |A| — M vom Rang 1, dessen Ubergangsfunktionen die
Absolutbetriage der Jacobideterminanten der Kartenwechsel sind. Dank der Transforma-
tionsformel fiir Lebesgue-Integrale kann das Integral

/M:cs°<M;|A|>%<c7 fH/Mf,

definiert werden. Die Definition geschieht mit Hilfe von Zerlegungen der Eins, welche ei-
nem Atlas untergeordnet sind; das Integral héngt nicht von der Wahl einer Zerlegung ab.
Der Raum der Distributionen auf M ist der starke Dualraum D'(M) := C°(M; [A])}.
Ordnet man Funktionen f € L (M) das Funktional ¢ — [ 1 Jp zu, so erhélt man
eine kanonische Inklusion L{ (M) C D'(M). Liegt alternativ eine positive Dichte u €
C>®(M;|Al]) vor, beispielsweise fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit das Volumenele-
ment, dann definiert y einen kanonischen Isomorphismus C*°(M;|A|) = C*°(M). Kon-
sistent damit, identifiziert man f € L{ (M) mit der Distribution ¢ — [, fedpu.

Sei £ — M ein glattes Vektorbiindel und £* — M das duale Biindel. Dann ist
D'(M; B) = (C(M; E* @ |A]))

der Raum der Distributionenschnitte in E. Fir f € C*°(M; E) und ¢ € C*(M; E*®|A|)
ist fep e C°(M; E® E*®|A|). Nach Anwendung der Kontraktion von £ ® E* auf das
skalare Biindel M x C erhalten wir fo € C°(M;|A]). Auf diese Weise wird f mit der
Distribution ¢ — [ f¢ identifiziert. Somit ist C*°(M; E) C D'(M; E) und allgemeiner



Li..(M; E) C D'(M; E). Ein linearer Differentialoperator D : C*(M; E) — C*(M; F)
lasst sich wie folgt zu einem Differentialoperator auf Distributionenrdumen fortsetzen.

Durch partielle Integrationen findet man genau einen Differentialoperator
D" s RO F 9 A) » CEOLE ® M) it [ (Df)e= [ 1(D7)
M M

Der zu D* duale Operator ist die gewlinschte Fortsetzung.

Mit &'(M; E) == (C*(M; E* @ |A|));, wird der Raum der Distributionsschnitte mit
kompaktem Tréger bezeichnet.

Im Zusammenhang mit L2-Theorie ist oft die Verwendung des Biindels |A['/2 — M
der Halbdichten zweckméfig. Ist M orientierbar, n = dim M, dann kann man statt des
Dichtenbiindels |A| das Biindel der alternierenden n-Formen verwenden.

4. Bilineare Abbildungen

Eine bilineare Abbildung b : X x Y — Z heiflt getrennt stetig, wenn fiir alle z € X
und alle y € Y, die linearen Abbildungen b(z,-) : Y — Z und b(-,y) : X — Z stetig
sind. Fiir getrennt stetiges b folgt aus der Identitét

b(xa y) - b(x()vy()) - b($ — 2o, Y — yO) + b(I(]a Yy — yO) + b(l‘ — Zo, yO)J

dass b genau dann stetig ist, wenn b im Nullpunkt von X x Y stetig ist. Die Dualitét
X' x X 3 (§,x) — Ex ist getrennt stetig; sie ist stetig genau dann, wenn X eine
beschriankte Nullumgebung besitzt und somit normierbar ist. Mit B(X,Y’; Z) bezeichnen
wir den Raum der stetigen bilinearen Abbildungen X x Y — Z, mit B(X,Y’) den der
stetigen bilinearen Formen.

Fir A = Ay x Ay, A; C X beschrénkt, ist b — sup, |b| eine Halbnorm auf B(X7, X5).
Die Familie dieser Halbnormen definiert einen lokalkonvexen Raum Bjs(X;, X3), den
mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf Produkten beschrinkter Mengen
ausgestatteten Raum der bilinearen stetigen Funktionale. Wir kiirzen Bg(X;, Xy) ab
als B(X1, X3), wenn keine andere lokalkonvexe Topologie festgelegt ist. Mit B.(X7, X5)
bezeichnen wir den mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf Produkten
A = A; x Ay kompakter absolutkonvexer Mengen A; ausgestatteten lokalkonvexen Raum
bilinearer stetiger Funktionale.

Hilfssatz 4.1. Seien X und Y metrisierbar, X tonneliert. Sei b : X XY — Z bilinear
und getrennt stetig. Dann ist b stetig.

Beweis. Angenommen, b wire nicht stetig. Dann gébe es Nullfolgen (z,) und (y,) in
X bzw. Y und eine stetige Halbnorm p auf Z, so dass p(b(x,,y,)) > 1 fir alle n gilt.
Setze ¢, = b(-,y,) € L(X, Z). Die Menge U := N, {z ; p(gn(z)) < 1} C X ist absolut-
konvex und abgeschlossen. Ist x € X, so ist b(z,-) € L(Y,Z). Da (y,) beschriankt
ist, folgt sup, p(¢n(x)) < oco. Somit ist U auch absorbierend, also eine Tonne. Da X
tonneliert ist, ist U eine Nullumgebung. Fiir hinreichend grofte n gilt daher z,, € U und
p(b(2n, yn)) = p(@n(2n)) < 1, ein Widerspruch. O



Mit T' € L(Y, X') assoziieren wir die getrennt stetige Bilinearform by : (z,y) — (T'y)x.

Satz 4.2. Seien X und Y Fréchet-Riume. Die Abbildung L(Y,X') > T + by ist ein
Isomorphismus L(Y, X') = B(X,Y).

Beweis. Nach Hilfssatz 4.1 ist by € B(X,Y) fir T € L(Y,X’). Wir zeigen, dass die
lineare Injektion J : L(Y, X') — B(X,Y), T +— by, surjektiv ist. Sei b € B(X,Y). Die
Abbildung T : Y 3 y — b(-,y) € X' ist linear. Ist A C X beschriankt, so existiert
eine Nullumgebung U C Y mit [(Ty)z| = |b(z,y)| < 1 fiir (x,y) € A x U. Folglich ist
TU Cc A°und T € L(Y, X').

Seien Ax C X und Ay C Y beschriankt, V := (Ax)° C X'. Fur T € L(Y, X') gilt

sup{pv (Ty) ; y € Ay} = sup{|br(z,y)| ; x € V°,y € Ay }.

Nach dem Bipolarensatz ist V° der Abschluss der absolutkonvexen Hiille von Ax. Damit
ist gezeigt, dass J ein Homdomorphismus ist. O]

5. Das injektive Tensorprodukt

Eine bilineare Abbildung ® : X xY — X ® Y, (z,y) — x ® vy, ist ein (algebraisches)
Tensorprodukt von X mit Y, wenn sie folgende universelle Eigenschaft hat: Jede
bilineare Abbildung b : X XY — Z faktorisiert als b = b® mit einer eindeutig bestimmten
linearen Abbildung b: X®Y — Z. Man nennt b die lineare Erweiterung von b. Das
Tensorprodukt ist bis auf lineare Isomorphie eindeutig bestimmt. Ist die Erweiterung
b ein linearer Isomorphismus, dann ist auch b : X x Y — Z ein Tensorprodukt. Diese
Situation liegt genau dann vor, wenn {b(z;, 5} C Z linear unabhéngig ist, falls {z;} C X
und {y;} C Y dies sind, und wenn Z die lineare Hiille von b(X x Y) ist.

Satz 5.1. Sind X und Y lokalkonvez, so ist die Abbildung b: X xY — B(X.,Y!) mit
b(x,y): (&,n) — (§x)(ny) ein Tensorprodukt von X mitY .

Beweis. (Vergleiche |Treé67, Prop. 42.4].) Sei z € B(X.,Y!). Wegen der Stetigkeit von z

o’ o

gibt es endliche Teilmengen F'x C X und Fy C Y, so dass

2(&,m)] < (erpx \5%!)(Zy€FY nyl) fiir (&,7) € X' x Y.

Waihle Basen {z;} C X und {y,} C Y der von Fx und Fy erzeugten Unterrdume und
duale Familien {¢;} € X" und {n;} C Y’, d.h. &x; = 6;; und 1y, = di. Die Linearform
§ — >_;(§x;)&; verschwindet auf Fx. Entsprechendes gilt fiir Fy. Folglich haben wir
z =3 i #(&nk)b(;, yr). Somit liegt 2 in der linearen Hiille von b(X x Y). Liegt eine
Linearkombination ij Nikb(z;, yx) = 0 vor, dann folgt aus b(z;, yx)(&n, m) = 6jndkm.,
dass die Skalare \j; samtlich Null sind. O

Seien U C X und V C Y absolutkonvexe Nullumgebungen. Nach Satz 5.1 ist

> (€25 (ny;)] = supyecye |2 (4)

(pu ®e pv)(2) = SUDP¢co pneve



g) o

fir 2 =) 2;®y; € X ®Y = B(X],Y,) wohldefiniert. Wegen (15) gilt

(rv ®@: pv)(r ®@Yy) = pu(z)py (y). (5)

Die Halbnormenfamilie {py ®.py }v,v definiert den topologischen Vektorraum B, (X, Y))
bilinearer Funktionale mit bi-gleichstetiger Konvergenz. Der Raum ist Hausdorffsch: Ist
2z #0,s0gibt es (§,n) € U°xV°mit z(§,n) # 0, und es ist (pyR:py)(z) > 0. Das e- oder
injektive Tensorprodukt lokalkonvexer Rdume X und Y ist der lokalkonvexe Raum
X ®.Y := B(X_,Y!). Die vollstandige Hiille von X ®. Y wird mit X®.Y bezeichnet.

Sind 7Tj : X; — Y linear, dann bezeichnet 7} ® T3 : X; ® Xy — Y] ® Y5 die lineare
Erweiterung der bilinearen Abbildung X; x X5 3 (21, 23) — Thz1 ® Toxs.

Einen injektiven Operator T" € L(X,Y’) nennen wir eine Einbettung (von X in Y),
wenn 7' ein Isomorphismus auf den Unterraum 7'X von Y ist.

Satz 5.2. Seien T; € L(X;,Y;). Dann ist T) ® Ty € L(X; ®. Xo,Y1 ®. Ys). Sind Ty und
Ty Einbettungen, dann ist auch Ty ® Ty eine Finbettung.

Wir bendétigen eine spezielle Polarenformel.

Hilfssatz 5.3. Seien U C X eine Nullumgebung und W C X ein linearer Teilraum.
Dann ist (UNW)° =U°+ W°.

Beweis. Fiir Polaren beziiglich eines Dualsystem gilt allgemein: (AU B)° = A° N B°
und (U NW)° = I'(U°UWPe°). Die zweite Formel folgt aus der ersten und dem Bipo-
larensatz. In X/ ist U° nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki kompakt und W° ist ein
abgeschlossener linearer Teilraum. Somit ist U° + W* abgeschlossen in X!. Weil W*° ein
Vektorraum ist, folgt I'(U° U We) = U° 4+ W°. O

Beweis von Satz 5.2. Es ist T € L((Y])s, (X})5). Somit ist
Ty & Ty : B(X1)o, (X3)o) = B(Y{)o, (Y3)s), 2> 20 (T7 x T5).

Fiir Nullumgebungen V; C Y; und U; C X; mit T;U; C V; gilt T;V? C Ti(T;U;)° = Us.
Die Stetigkeit von T} ® T, folgt aus der Abschétzung

sup |zo (T x Ty)| < sup |z| fiir 2 € B((X])s, (X5)s).
Ve xVy Uy xUs

Nun setzen wir voraus, dass die T; Einbettungen sind. Dann ist T7Y] ein dichter
Teilraum von X7, somit T ®@T5 injektiv. Seien U; C X; Nullumgebungen. Dann existieren
Nullumgebungen V; C Y; mit V; N T;X; C T,U;. Nach Hilfssatz 5.3 ist (V; N1;X,)° =
V? + ker T;. Hieraus folgt U; = T;(T;U;)° C T;V?. Somit ist

sup |z] < sup |z0(T] xTy)| fir z € B((X])s, (X3)s)-
Uy xUs VexVy

Folglich ist 71 ® T5 eine Einbettung. O
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Wie im Beweis von Satz 5.1 sieht man mit Hilfe dualer Basen ein, dass die kanonische
Abbildung X @ Y — L(Y', X), (z ® y) : n — (ny)z, eine Injektion ist. Der Bildraum
ist der Raum der linearen Operatoren endlichen Ranges, den man auf diese Weise mit
dem Tensorprodukt X ® Y identifiziert. Die injektive Tensortopologie stimmt mit der
Unterraumtopologie iiberein:

Satz 5.4. Fs gilt X ®.Y C L.(Y', X). Ist Y tonneliert, so ist X .Y C L(Y', X).

Beweis. Seien p und ¢ stetige Halbnormen auf X bzw. Y, U° C X' und V° C Y’ die
Polaren der Einheitskugeln U = {p <1} und V ={¢ < 1}. Fir T' =)z, ® y, gilt

(p®: q)(T) = sup sup | Y (Exa)(nyn)| = sup sup |&(Tn)| = sup p(T).
€U0 neve neVe gcU° neve

Somit ist X ®. Y ein topologischer Unterraum von L.(Y’, X). Ist Y tonneliert, dann ist
L.(Y'",X) = LY, X). O

6. Tensorprodukte von Funktionenraumen

Ist K ein Kompaktum, dann bezeichnet C'(K') den tiblichen Banachraum der skalarwer-
tigen stetigen Funktionen.

Satz 6.1. Seien K und L Kompakta. Dann ist C(K)®.C(L) = C(K x L).

Beweis. Fiir f € C(K)und g € O(L) ist (f ® g)(z,y) = f(z)g(y). Folgende Uberlegung
zeigt C(K) ® C(L) C C(K x L). Liegt eine Linearkombination ., Ajx fi(2)gr(y) = 0
vor mit {gr} C C(L) linear unabhiingig, dann folgt > ; A;rf;(z) = 0 fiir alle & und
x € K. Ist auch {f;} C C(K) linear unabhéngig, dann ist \;;, = 0 fiir alle j und k.

Bezeichne mit U = {f ; Vx € K : |f(x)| < 1} die Einheitskugel in C(K') und mit V' die
Einheitskugel in C(L). Sei h =}, f; ® g; € C(K) ® C(L). Mit zweimaliger Anwendung
der Halbnormenformel (15) erhalten wir

(pu ®e pv)(h) = sup sup \Z o fi)(Wg;)| = Sup sup | Z 0f3)9;(y

peU° Yeve = ° yel
= sup sup | Z fi(@)g;(y)| = sup Ih(fv, Y.
yeLl zeK ; (z,y)eKxL

Dies zeigt, dass C(K) ®. C(L) ein topologischer Unterraum von C(K x L) ist. Eine
Anwendung des Satzes von Stone-Weierstraf vervollstandigt den Beweis. m

Das Beispiel ist exemplarisch fiir den Umgang mit dem e-Tensorprodukt; es selbst
wird im Weiteren aber nicht benétigt.

Hilfssatz 6.2. C°(R™) @ C°(R"2) C C°(R™*"2) ist ein dichter linearer Teilraum.

11



Beweis. Wie in Satz 6.1 identifizieren wir das Tensorprodukt auf kanonische Weise mit
einem Teilraum. Fiir u € C°(R™1"2) und v = v; ® v, € CX(R™) @ C°(R™2) sind die
Riemannsummen des Faltungsintegrals

wxv(xy, ) = /u(yl, Yo )u1 (21 — y1)ve(z2 — y2) d(y1, y2)

Elemente des Tensorprodukts. Diese konvergieren in C'2°(R™"2) gegen das Faltungsin-
tegral. Die Dichtheit folgt, wenn man v eine Diracfolge durchlaufen lésst. m

Satz 6.3. S(R”1)®€S(Rn2) ~ S(Rn1+n2)

Beweis. Wie in Hilfssatz 6.2 sehen wir, dass S(R™) @ S(R"2) C S(R™*"2) ein dichter
linearer Teilraum ist.

Seien D; lineare Differentialoperatoren mit Polynomkoeffizienten in den Variablen
x; € R". Das Produkt D = D; D, ist ein Differentialoperator D auf S™*"2, Wir fiithren
die Halbnormen ¢;(u) := supgn; |D;u| und die Nullumgebungen U; := {¢; < 1} ein. Sei
v =) U ®ug; € S(R™) @ S(R™). Unter Anwendung von (15) rechnen wir wie folgt:

(@1 @z g2)(v) = sup sup

YeU? ¢peUs a Zj (Y )us,) |
= sup sup |3 (u)Dausla)] = sup |37 Dular,aa)|

YeUy zo€R™2 (z1,22)ER™M T2

Zj(@bulj)(qSqu)} = sup sup

YEU? ¢pels

Linearkombinationen von Produkten der Form D stellen alle Differentialoperatoren mit
Polynomkoeffizienten dar. Somit ist das e-Tensorprodukt ein Unterraum des Fréchetrau-
mes S(R™"2). O

Seien F; — M; und Ey — M, Vektorbiindel. Das externe Tensorprodukt
E1 X EQ = WTEI X W;EQ — M1 X M2

ist das Tensorprodukt der Vektorbiindel n;E; — M; x M,, welche Zuriickziehungen
von E; — M,; unter den kanonischen Projektionen m; : M; x My — M, sind. Sind
s; € C®(M;; E;), so definiert

(81 & SQ)(le,tz) = Sl(tl) & Sg(tz) € (El X EQ)(tLtQ), (tl, tg) € M; x M,

einen C'°°-Schnitt s; ® sy im externen Tensorprodukt. Die lineare Erweiterung der bili-
nearen Abbildung (s, s2) — $1 ® s9 ist injektiv; die Begriindung hierfiir ist &hnlich jener
am Beginn des Beweises von Satz 6.1. Wir identifizieren

COO(Ml; El) & COO(MQ; EQ) C COO(Ml X MQ; FEi X Eg)
Satz 6.4. C=(M,; F))®.C®(My; Ey) = C®(M; x My; E; K Es)

Fiir die Bestimmung der auf dem Tensorprodukt induzierten Unterraumtopologie be-
notigen wir Eigenschaften skalarer Differentialoperatoren.
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Hilfssatz 6.5. Seien V; C My und Vo C My gerahmte Koordinatenumgebungen, K; C V;
kompakt. Seien D; : C*(M;; E;) — C®(M;) Differentialoperatoren. Dann gibt es einen
Differentialoperator D : C®(M; x My; By X Ey) — C®(M; x M), so dass fir s; €
C>®(M;; E;) gilt: Die Restriktion auf Ky X Ko von (Dysyomy)-(Dasyoms) stimmt tiberein
mit der von D(s; ® s9). Jeder skalare Differentialoperator C°(M; x My; By K Ey) —
C® (M, x Ms) ist, in einer Umgebung von Ky x K, eine Linearkombination iber dem
Ring C° (M, x Ms) von Operatoren D = D(D1, Dy) des obigen Typs.

Beweis. Fixiere Rahmen (eq)y fiir £y und (eg), fiir Ey tiber Vi bzw. V,. Es gibt skalare
Differentialoperatoren Dy, auf C*°(V1), so dass fiir sy = ), sige1x, s € C°(V4), in
Vi gilt: Dysy =Y, Digsik. Wir ersetzen Koeffizienten « in der Koordinatendarstellung
von Dy, durch k o m;. Auf diese Weise sehen wir D, an als Differentialoperatoren auf
C>°(V4 x V). Wir haben dann Dysyom = Y, Dyg(s1; 07 ). Eine entsprechende Formel
gilt fiir Dgysy o my. Die Operatoren Dy und Dy kommutieren miteinander. Mit einer
Abschneidefunktion y € C°(V; x V3), x = 1 in einer Umgebung von K; x Ky, definieren
wir fiir u € C°(M; x My; By X Es):

Du = XZM DipDogure,  u(ty, t2) = Zke uge(te, t2)enx(tr) @ ea(ts),

(t1,t2) € Vi x Vo, und Du = 0 sonst. Fiir u = s1 ® s ist uge = (81 0 m1) (890 0 72). Es
folgt, dass der Differentialoperator D hat die gewiinschten Eigenschaften hat.

Einen Beweis der letzten Aussage erhdlt man aus Koordinatendarstellungen fiir Dif-
ferentialoperatoren. OJ

Beweis von Satz 6.4. Seien D; : C*(M;; E;) — C*(M;) Differentialoperatoren, K; C
M; kompakt. Wir fiihren Halbnormen ¢;(u) := supg, |Dyu| und die zugehdrigen Null-

umgebungen U; := {¢; < 1} ein. Wie im Beweis von Satz 6.3 erhalten wir fiir v =
Zj ulj & UQj < COO(Ml, El) & OOO(MQ, Eg)i
(1 @ q2)(v) = sup | Y Dyunj(ty) Dyu(ta)].
J

(t1,t2)EK1 x K2

Wir nehmen zuséatzlich an, dass K; in einer gerahmten Koordinatenumgebung V; C M;
enthalten ist, und wir wahlen einen skalaren Differentialoperator D geméf Hilfssatz 6.5.
Somit gilt (g1 ®eq2)(v) = SUD(, t)e Ky x Ko ’Dv(tl, ta) ‘ Unter Beriicksichtigung der letzten
Aussage des Hilfssatzes 6.5 schliessen wir, dass die injektive Topologie des Tensorpro-
duktes mit der Unterraumtopologie iibereinstimmt.

Der Raum C*(M; x Ms; E1 X E5) ist vollstéandig. Es bleibt noch zu zeigen, dass das
Tensorprodukt ein dichter Teilraum ist. Mittels Zerlegungen der Eins lokalisiert man
diese Aufgabe auf gerahmte Karten und benutzt Hilfssatz 6.2. [

Satz 6.6. C=(M; B1)®.C°(My; Ey) = C(M, x Msy; By X Ey)
Beweis. Seien K; C M; kompakt. Die Inklusion des Fréchetraumes C7° (M;; E;) in den

(LF)-Raum C°(M;; E;) ist eine Einbettung. Aus den Sétzen 5.2 und 6.4 folgt, dass
O3 (My; B1)®:C3 (Mo Ey) C C°(My; E1)®:.C2°(Ma; Ey)  und
COF (My; E\)®.C% (My; By) C CF, g, (My x My; By K Ey)
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Einbettungen sind. Ist K C M; X M5 kompakt und enthalten Inneren von K; x K, so
folgt, mittels Lokalisierung und Regularisierung

C;(O(Ml X MQ, E1 X EQ) - C?(ol (Ml, E1)®5C?2(M2, EQ)

Sei (K ), eine Ausschopfung von M; durch kompakte Mengen, K C int Ky fiir
k € N. Nach Obigem sind, unter Beriicksichtigung der kanonischen Identifikationen, die
Riume CX°(My; B1)®.C(My; Ey) und C®(M; x My; E; K E,) die induktiven Limites
ind;_, C’jﬁk(]\/fl; El)@)EC’j’%’k(MQ; E5) desselben induktiven Spektrums. Hieraus folgt die
im Satz behauptete Isomorphie. n

7. Das projektive Tensorprodukt

Tragt X ® Y eine lokalkonvexe Topologie, so dass ® : X XY — X ® Y stetig ist, dann
enthélt jede Nullumgebung des Tensorproduktes fiir geeignete Nullumgebungen U C X
und V' C Y die absolutkonvexe Hiille I'(U ® V). Hier ist U ® V' nach Definition das Bild
®(U x V'), nicht die lineare Hiille des Bildes.

Hilfssatz 7.1. Seien U C X undV C Y absolutkonvexe Nullumgebungen. Die Halbnorm
(b0 @=pv)(2) = inf {3 pulepv(y) 2= 2@} (6)

ist das Minkowski-Funktional von T(U @ V) C X ® Y. Es gilt py ®@: pv < py @ pv und
(pr @ pv)(z ®y) = pu(z)pv(Y).

Beweis. py®,py ist eine Halbnorm, W := T'(U®V’) ist absorbierend und absolutkonvex.

Sei z gegeben mit (py ®rpy)(2) < 1. Sei e > 0. Wiihle eine Darstellung z = . z;®y;,
so dass fiir ein § > 0 und A; = (pu(z;) + 0)(pv(y;) + 9) gilt: D A; < 14 €. Setze
zj = (pu(r;) +6)"'w; € Uund g; = (pv(y;) +6)~'y; € V. Dann liegt = = 37, A;7; @ 3
in (1 4 ¢)W. Folglich ist py(z) < 1. Ist andererseits z mit py(z) < 1 gegeben, dann
ist 2 € (1 +¢)W fiir € > 0. Somit ist 2 eine Linearkombination 2z = >, A\j; ® y; mit
zj € U, y; € Vound 35 |Aj| < 1+ e Es folgt (pr ®- pv)(2) < 1. Zusammenfassend
haben wir gezeigt, dass pw = pu ®x py.

Die Ungleichung py ®. py < pu ®, py folgt, unter Benutzung von (15), durch Ab-
schiatzung von (4). Wegen (5) gilt daher auch py(z)pyv(y) < (pv ®x pv)(z ® y). Die
umgekehrte Ungleichung folgt aus (6). ]

Das (7- oder) projektive Tensorprodukt ist der mit der Halbnormenbasis {py @,
pv fuv ausgestattete lokalkonvexe Raum X ®, Y. Die Hausdorffeigenschaft folgt aus der
der injektiven Topologie, diese ist nach obigem Hilfssatz grober ist als die projektive. Die
vollstandige Hiille von X ®, Y wird mit X ®,Y bezeichnet. Sind X und Y metrisierbar,
dann auch X ®, Y, und X ®,Y ist ein Fréchetraum.

Die Familie {I'(U ® V)}yv, in der U und V Nullumgebungsbasen von X bzw. Y
durchlaufen, ist eine Nullumgebungsbasis fiir X ®, Y. Somit ist das Tensorprodukt
®R: X XY = X®,Y stetig.
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Hilfssatz 7.2. Eine bilineare Abbildung b: X XY — Z ist stetig genau dann, wenn die
lineare Erweiterung b: X Q.Y — Z stetig ist.

Beweis. Aus der Stetigkeit von b folgt die von b = bo®. Sei b stetig. Sei W C Z
eine absolutkonvexe Nullumgebung. Es gibt Nullumgebungen U C X und V' C Y mit
b(U,V) C W. Aus der Linearitit von b folgt, dass W := b=*(IW) absolutkonvex ist.
Folglich ist T(U ® V) € W und b stetig. O

Folgerung 7.3. ®*: (X®,Y) — B(X,Y), 2/ — 2'o®, ist ein linearer Isomorphismus.
Beweis. Wéhle Z = C (oder Z = R) im Hilfssatz 7.2. O

Der lineare Isomorphismus ®* ist ein Homéomorphismus, wenn X und Y Fréchet—
Montel-Raume sind. Der Beweis beruht auf folgendem fundamentalen Resultat.

Satz 7.4 (|[Gro55, Seite 51, Théoréme 1]). Seien X und Y metrisierbar. Sei K C X®,Y
kompakt. Dann ezistieren Nullfolgen (x;) und (y;) in X bzw. Y und eine kompakte
Teilmenge A der abgeschlossenen Einheitskugel in (', so dass fiir = € K gilt:

z= Zj \jx; ®y;  fir eine Folge (\;) € A. (7)

Insbesondere gibt es Kompakta Kx C X und Ky C Y, so dass K C T'(Kx ® Ky).

Der Raum ¢! der absolut konvergenten Reihen ist mit der Norm |A[; := 37 |A;] < oo,
A = (1)), ein Banachraum. Eine Teilmenge A C ¢! ist relativ kompakt genau dann, wenn
sie beschrankt ist und die Reihen gleichméfig auf A konvergieren. Letzteres bedeutet,
dass es zu jedem £ > 0 ein m € N gibt, so dass >, [\ < ¢ fiir alle (\;) € A gilt.

Beweis. Fixiere monoton wachsende Folgen (p,,) und (g,) von Halbnormen, welche Halb-
normbasen fiir X bzw. Y bilden. Die offenen Mengen

W, ={2€ X®,Y ; (pp@xqn)(2) <2731}, n=0,1,...,

bilden eine Nullumgebungsbasis in X®,Y. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen,
dass K C Wy. Fiir n = 1,2,... finden wir rekursiv Kompakta K, und endliche Mengen
F,, mit folgenden Eigenschaften: Ky := K,

K, CF,+ Wn+1 mit F,, C (X X Y) N Wn—l)

und K, yq = (K, — F,) N W, CW,.
Sei ¢ =", & @ € Frpr C Wy mit Y, pu(&r)gn(nr) < 272" 1. Wir setzen

Ack = 22" (pn (&) + &) (gn (i) + €),
Tk = 27"/ (Pn (&) +€)s Yor = 27"/ (qn (i) + €).

Hier ist ¢ > 0 so klein gewéhlt, dass Y, Aex < 2771 Es gilt ¢ = >°, AexZer @ Yex In
X @Y mit p,(z¢) < 27" und g, (yer) < 27" Die endliche Menge der Indizes k in der
Tensordarstellung von ¢ bezeichnen wir mit ().
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Sei z € K. Wir wahlen (, € F,,,; und setzen z, fiir n =0, 1,2, ... rekursiv wie folgt.
Angenommen wir haben z, := 2z — 20§j<n ¢; € Knq1. Dann gibt es ein ¢, € Fj,41, SO
dass z, — (, € W,49. Somit ist z,,1 € K,,12, und die Rekursion ist durchfiihrbar.

Es gilt 2, € K,,41 C W, fiir alle n. Folglich konvergiert die Reihe z =) ¢, in X R.Y.
Nach Obigem haben wir

z = ano Zk AeakTenk @ Yeuk ano Zk Ak < ano g-n—1 _ 1,

Die Indizes der Summe durchlaufen die durch ¢ = (,, definierte Teilmenge der Menge aller
zuldssigen Indizes (n,(, k), ¢ € Fy41 und k € I(¢). Wir ordnen die zulédssigen Indizes in
einer Folge an, in der n monoton wéchst, und erhalten (7). Nur die Koeffizientenreihen
> ;A < 1 hingen von z € K ab; sie konvergieren gleichméafig beztiglich z.

Mit Kx = {z;} U{0} und Ky = {y;} U {0} folgt die letzte Aussage des Satzes. [

Ist X vollstandig, dann ist X = X®,C.

Folgerung 7.5. Sei X Fréchet, K C X kompakt. Dann existiert eine Nullfolge (z;) C X
und eine kompakte Teilmenge A der abgeschlossenen Einheitskugel in (%, so dass fiir
z € K gilt: z =3 _; \ja; fiir eine Folge ()\;) € A.

Der Dualraum eines lokalkonvexen Raumes ist kanonisch identifiziert mit dem sei-
ner Vervollstindigung. Nach Folgerung 7.3 ist ®* : (X®,Y) — B(X,Y) ein lincarer
[somorphismus.

Folgerung 7.6. Seien X und Y metrisierbar. Dann ist @* : ( — ( o ® ist ein linearer
Homdomorphismus (X®:Y), = B,(X,Y). Sind X, Y und X®,Y Fréchet-Montelriume,
so ist (X®,Y) = B(X,Y).

Beweis. Seien Ky C X und Ky C Y kompakt. Wegen der Stetigkeit von ® : X x Y —
X®.Y ist K = ®(Kx x Ky) kompakt. Es gilt sup ., | ®* (| = supy [(| fiir ¢ €
(X®,Y). Somit ist ®* : (X®,Y), = B,(X,Y) stetig. Sei andererseits ein Kompaktum
K C X®,Y gegeben. Nach Satz 7.4 gibt es Kompakta Ky € X und Ky C Y, so dass
K CT(Kx ® Ky). Fiir ¢ € (X®,Y) gilt somit

sup[Cz[ < sup (2= sup  [((z®@y)|=  sup  [(&()(x,y)l
zeK 2€N(Kx®Ky) rQYEKx®Ky (z,y)eKx XKy

Dies beweist, dass ®* ein Homoéomorphismus ist. Da in Fréchet—Montelrdumen be-
schrankte Mengen relativ kompakt sind, ist die Folgerung bewiesen. O

8. Summierbarkeit

Tensortopologien auf X ® ¢! korrespondieren mit Summierbarkeit von Folgen in X.

Eine Folge z = (z;) C X heifit absolut summierbar, wenn fiir jede stetige Halbnorm
p auf X gilt: 7,(2) := 37, p(2j) < oo. Der Vektorraum ¢'(X) der absolut summierba-
ren Folgen ist ein lokalkonvexer Raum mit der durch die Halbnormen 7, definierten
Topologie.
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Die kanonische bilineare Abbildung
b: X x M = 0H(X), (2,2~ V), A= (\),

ist stetig. Die lineare Fortsetzung b bildet das Tensorprodukt bijektiv ab auf die Menge
der Folgen z = (z;) C £!(X), deren lineare Hiille der Folgenglieder z; endlichdimensional
ist. Dies weist man nach mittels dualer Basen. Wir identifizieren das Tensorprodukt mit
dem Bild von b, X @ (* C ¢*(X). Die Unterraumtopologie ist die m-Tensortopologie:

Satz 8.1. X ®, (' C (Y(X), und fiir jede stetige Halbnorm p auf X gilt p @ | |1 = 7.

Beweis. Sei p eine stetige Halbnorm auf X. Aus den Definitionen folgt 7, < p®, | |1. Es
bleibt p @, | |1 < mp zu zeigen. Sei z = (z;) =Y., 2, ® A\, € X @1, also zj = > Ay,
Sei ¢ > 0. Wahle N € N, so dass ), p(zn) Do [Anj| < €. Mit den Standardeinheits-
vektoren e; = (0;;) € ¢! definiere z = ).\ z; ® e;. Aus

(P ©x | [2)( Z p(z) wnd (p®x|h)(z—2) <e

folgt die Behauptung. n

Eine Folge (2;) in X heift schwach summierbar, wenn ), |{2;| < oo fiir jedes
¢ € X' gilt. Sei (z;) schwach summierbar, V' C X eine absolutkonvexe Nullumgebung.
Die Menge B der endlichen Summen } . A;z;, [A;| < 1, ist schwach beschrénkt in X,
also auch beschrankt. Somit ist B C pV fiir ein p > 0. Fiir £ € V° C X’ und n € N ist

ngn [€25] = 5(2@ Nz) < p

mit geeigneten \; € C, [\;| = 1. Folglich ist (2;) — supgcy. D_; [£2;] eine Halbnorm auf
dem Raum der schwach summierbaren Folgen [Pie69, 1.2.3].

Satz 8.2. Sei g eine stetige Halbnorm auf X, V = {q < 1}. Fiir z = (z;) € X ®. (* ist
(¢ ®c [11)(2) = supgeve 22 [€2].

Beweis. Der Dualraum von (' ist der Raum (> der beschriankten Folgen u = (u; ),
|it|os = sup, |p;] < oco. Die Polare der Einheitskugel in ¢ ist die Einheitskugel in £>°.
Fiir 2= (z) =Y., 2, @\, € X @ 0 mit 2; =Y A\yjx, gilt

(4 110() = swp s |30 €00 D i

£EV |puloo<1

= sup sup \Z pi€zs| = sup Z €24l

EEVO o<1

Dies war zu zeigen. O
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9. Absolutsummierende Operatoren

Seien X und Y Banachrdume. Eine lineare Abbildung 7' : X — Y heifst absolutsum-
mierender Operator, wenn 7 ®id : X @, /' — Y ®, ¢! stetig ist:

Zj 1Tzlly < Csupyg,,<i Zj €], () e X @, (8)

gilt mit einer Konstanten C' > 0. Absolutsummierende Operatoren sind stetig.
Ein Radonmaf auf einem Kompaktum K ist eine stetige Linearform u : C(K) — R,
pf = [ fdp, auf dem reellen Banachraum C'(K) = C(K;R).

Satz 9.1 (|Pie63, Theorem 9|). Fine Abbildung T € L(X,Y) ist absolutsummierend
genau dann, wenn es auf der kompakten Teilmenge U° C X!, U die Finheitskugel von
X, ein positives Radonmafs i1 gibt, so dass

Tl < [ Jerlap(e) firzex, )

Beweis. (Vergleiche [Pie69, Theorem 2.3.3] und [FW68, Anhang 4.1].) Fir z = (z;) €
X @ (! folgt aus (9) die Abschétzung

STl < [ 3 leslan(e) < uv) sup 37 sl

und somit die Absolutsummierbarkeit von 7.
Zum Beweis der Umkehrung setzen wir (8) voraus. Wir definieren

s(f) = %?_f)’gseulg (f(&)+ czj |€25] — Zj |T2ly) fiir f € C(U%R).

Das Infimum ist tiber alle Folgen (z;) zu erstrecken, deren Folgenglieder fast alle Null
sind. Aus (8) folgt infye f < s(f). Andererseits ist s(f) < sup. f. Somit ist s(f) eine
reelle Zahl. Wir zeigen nun, dass s : C(U°;R) — R sublinear ist, also positiv homogen
und subadditiv. Die Homogenitat, s(Af) = As(f) fiir A > 0, ist klar, wenn man z; durch
Az; ersetzt. Aus

s(f+g) < SUP ""CZ €251 — Z ||TZ]||Y
+ sup (g(n) + Czk nyk| — Zk ITyxly)

folgt, nach Ubergang zu den Infima, s(f+g) < s(f)+s(g). Eine Anwendung (der reellen
Version) des Satzes von Hahn-Banach auf den reellen Vektorraum C(U°;R) impliziert
die Existenz eines Radonmafes p € C(U%R) mit p < Cs. Ist f > 0, so gilt u(—f) <
Cs(—f) < Csupyo(—f) < 0. Also ist p positiv. Fiir z € X setzen wir f, : U° — R,
¢ — C|&x|, und wir erhalten

p(=fe) <Cs(=fa) < Cgseuﬁ(—fx(f) + Clga| = |[Txlly) = =C[[Tz]y.

Es folgt (9). O
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Ist K ein kompakter Raum und p ein positives Radonmaf, so sind fir 1 < p < ¢ < o0
kanonische Inklusionsabbildungen C'(K) — LI(K, p) — LP(K, p) definiert; diese sind
linear und stetig.

Folgerung 9.2. Sei Y ein Banachraum, T € L(X,Y') absolutsummierend, U und p wie
in (9). Dann besitzt T eine Faktorisierung T : X — C(U°) — L*(U°, ) — Y in ein
Produkt stetiger linearer Operatoren.

Beweis. Die lineare Abbildung X — C(U°), x — f,, fo(§) := &x, ist injektiv und stetig.
Der Bildraum H der Verlingerung X — C(U°) < L*(U°®, i) ist ein linearer Unterraum
von L? := L*(U° u). Aus (9) folgt mit C' := (;L(U"))l/2 und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung || Tz|ly < C||f||r2 fiir x € X. Da Y vollstiandig ist, kénnen wir f, — Tx zu
einem Operator in L(H,Y) fortsetzen. Durch Verkettung mit der orthogonalen Projek-
tion L? — H erhalten wir einen Operator in L(L?Y), der die gesuchte Faktorisierung
vervollstandigt. O]

Das folgende Resultat iiber absolutsummierende Abbildungen wird dem Beweis der
Nuklearitét der Dualrdume nuklearer Fréchetrdume und nuklearer (LF)-Rdume zugrun-
de liegen.

Satz 9.3 (|Pie69, 1.5.884.2.10]). Sei X ein Fréchetraum mit X @. (* = X @, (*. Sei
A C X eine beschrinkte Banachkugel. Dann existiert eine beschrinkte Banachkugel
B C X, AC B, so dass die kanonische Abbildung [A] — [B] absolutsummierend ist.

Beweis. Sei A die Menge aller Folgen (z;) € [A] ® (! mit sup,c 4 > 1621 <1.Da A
beschrinkt ist, ist diese Menge in X ®. ¢! beschrinkt. Aufgrund unserer Voraussetzungen
ist A auch eine beschrénkte Teilmenge von X ®, (. Fixiere eine abzihlbare gerichtetete
Nullumgebungsbasis (U,) fiir X. Es existieren d, € Ry mit Y, py, (2;) < 9, fiir (2;) € A.
Die Teilmenge B := {x € X ; > pu,(x)/2"), < 1} ist eine beschrankte Banachkugel.
Wegen pg(x) =" pu,(x)/2"6, folgt

Zj pe(%) = Zn 275! Zj pu,(z) <1 fiir alle (z;) € A.

Folglich ist pp @ | |1 < pa ®c | |1 auf [A]. O

10. Hilbert—Schmidtsche Operatoren

H und Hy bezeichnen Hilbertrdume, (-|-) und (+|-); ihre Skalarprodukte.

Eine lineare Abbildung T : H; — H, heiftt Hilbert—Schmidtsch, wenn es eine
Orthonormalbasis (e;) C Hy gibt mit Y, [|Te;||3 < oo. Ist (fi) eine Orthonormalbasis
von H,, dann gilt auf Grund der Parsevalschen Gleichung

2 * 2 *
’T|2 = ZZ ||T€iH% = Zij ‘(T€i|fj)2| = ZU ‘(€i|T fj)l‘ = [T |2-
Somit ist die Hilbert—Schmidtsche Eigenschaft unabhéngig von der Wahl der Ortho-
normalbasis. Die Adjungierte 7% ist genau dann Hilbert-Schmidtsch, wenn 7' dies ist;
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die Hilbert-Schmidt-Normen sind gleich, [T = [T*|. Es gilt Tz = }_(z|e;)1Te;. Als
starke Grenzwerte von linearen Operatoren mit endlichdimensionalen Bild sind Hilbert—
Schmidtsche Operatoren kompakt. Die Komposition eines Hilbert—Schmidtschen Ope-
rators mit einem stetigen linearen Operator ist wieder Hilbert—Schmidtsch.

Die Hilbert-Schmidtschen Operatoren auf dem Raum ¢? der quadratsummierbaren
Folgen sind genau jene mit quadratsummierbarer Koeffizientenmatrix. Eine lineare Ab-
bildung 7' : L*(R") — L*(R") ist genau dann Hilbert— Schrnidtsch wenn sie sie durch
einen quadratintegrierbaren Kern K € L*(R*") gegeben ist: (Tw)(z) = [ K (z,y)u(y) dy.
Der Operatorkern K ist durch 7" eindeutig bestimmt.

Wir geben hinreichende Bedingungen fiir die Hilbert-Schmidt-Eigenschaft an.

Hilfssatz 10.1. Sei T : Hy — Hy linear. Gibt es auf der schwach kompakten Einheits-
kugel U = {x € Hy ; ||z|| < 1} ein positives Radon-Mafl i1, so dass

/2
1Tz, < /\xyy V[ dpa( )) fir v € H,

qgilt, dann ist T Hilbert—-Schmidtsch.

Beweis. Sei (ej) eine Orthonormalbasis in Hy. Aus

S ITel < / S el dity) / i djuly) < (V) <

folgt die Behauptung. n

Fiir die Operatornorm gilt ||T'|| a1,y < u(U)Y2.

Hilfssatz 10.2. Sei H ein Hilbertraum, K ein kompakter Raum, p ein positives Radon-
mafS auf K und Ty € L(H,C(K)). Ist Ty : C(K) < L*(K, i) die kanonische Inklusions-
abbildung, dann ist TyT) € L(H, L*(K, ) Hilbert-Schmidtsch.

Beweis. Wir schreiben n — n* fiir die antilineare Rieszsche Isometrie H' — H und
d, € C(K) fiir das Dirac-Maf in = € K. Ist (e;) eine Orthonormalbasis von H, so gilt

Z‘ The;(z Z | (115, ‘el < ||T{||* fiir v € K,

und somit Y, | ToTre;|7. < || T1[Pu(K) < oc. O

Der L?-Sobolewraum H*(Q), Q2 C R" offen, k € N, besteht aus allen f € L?(€2), deren
schwache Ableitungen 9% f der Ordnungen || < k in L?*(Q2) liegen. Ausgestattet mit dem
Skalarprodukt (f|g)x = ngk Jo 0“f0°g und der zugehorigen Norm |flx = +/(f|f)x
ist H*(Q) ein Hilbertraum. Es ist H°(Q) = L*(Q).

Sei ) ein beschrinktes Lipschitzgebiet. Dann liegt C>(Q) dicht in H*(Q2), und es gilt
der Sobolewsche Einbettungssatz:

H*(Q) c C™(Q) wenn k > m +n/2. (10)
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Die Inklusionsabbildung H*(Q) < C™(Q) ist stetig. Ist k > n/2, so bildet die Fourier-
transformation H*(R") stetig ab in L'(R"); es gilt dann H*(R") C Cy(R"). Die Ein-
bettung (10) kann hierauf zuriickgefiihrt werden mit einer Anwendung des Steinschen
Fortsetzungssatzes [Ste70, VI.3 Theorem 5| fiir Lipschitzgebiete: Es gibt einen linearen

Fortsetzungsoperator E : C*(Q2) — C*(R"), der stetig beziiglich jeder Sobolewnorm
ist. Ist der Rand von 2 glatt, dann gibt es einfachere Beweise fiir die Existenz eines
Fortsetzungsoperators; sieche z.B. [Fol95, 6E|.

Aus der obigen Dichtheitsaussage und dem Sobolewschen Satz folgt:

Satz 10.3. Ist Q C R™ ein beschrinktes Lipschitzgebiet, so trigt C=(Q2) = N, H*(Q) die
projektive Topologie der kanonischen Inklusionen in H*(Q). Ferner ist H*(Q) der zur
Norm | - | gehdorige lokale Banachraum.

Satz 10.4 (|[Mau6l, Satz 4]). Sei Q C R"™ ein beschrinktes Lipschitzgebiet und k >
m +n/2. Dann ist die Inklusionsabbildung H*(Q) — H™(Q) Hilbert-Schmidtsch.

Beweis. Sei C' > 0 die Norm der Inklusion (10). Fiir alle z €  und alle Multiindizes «
der Ordnung < m, sind die Auswertungen H*(Q) > u +— 9%u(z) € C Funktionale mit
Normen < C. Es gilt 0%u(z) = (u|g®), mit ¢¢ € H¥(Q) und |g2|lx < C. Ist (e;) eine
Orthonormalbasis von H*((), dann ist

Yo loe@) = leilgul = llgglli < €2
wenn |oo] < m und x € Q. Folglich ist Y, [le;]|2, = >, [, > ol <m |0%€;(x)|* < 0. O

11. Nukleare Operatoren

Eine lineare Abbildung T : X — Y zwischen Banachrdumen X und Y heifst nuklearer
Operator, wenn sie eine nukleare Darstellung besitzt:

Tz = ZjeN(fjfﬂ')yj mit Z]. 16511 x My lly < oo (11)
Ist T nuklear, so muss die Einschrinkung 7 : X — TX dies nicht sein.
Nukleare Operatoren sind kompakt, insbesondere stetig.
Satz 11.1. Ist T' ein nuklearer Operator, so auch der duale Operator T".

Beweis. Aus (11) und der isometrischen Einbettung Y C Y folgt T"n = > _(ny;)§; mit
> lyilly 1€l x» < oo. Dies ist eine nukleare Darstellung fiir 7". O

Satz 11.2. Die Verkettung eines nuklearen Operators mit einem stetigen Operator ist
nuklear.

Beweis. Sei T € L(X,Y) nuklear mit (11). Seien Sy € L(Z;,X) und Sy € L(Y, Z5).
Dann gllt SQTSlz = ZjEN S{fj(z)SQy] mit

Zj 191€5 11z 15290l 2. < [I1S[[|S2 Zj 16511 xMy;lly < o
Somit ist S7T'S; nuklear. O
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Satz 11.3. Die Verkettung zweier Hilbert—Schmidtscher Operatoren ist nuklear.

Beweis. Seien T' : Hy — Hy und S : Hy — H; Hilbert—Schmidtsche Operatoren. Ist
(ej) C Hy eine Orthonormalbasis, so ist TSz = . (Szle;)1 Te; = > (¢[S*e;)oTe; eine
nukleare Darstellung, denn >, [|S*e;l|ol|Tejll2 < [S*[|T| < oo aufgrund der Cauchy—
Schwarzschen Ungleichung. O]

Satz 11.4. Nukleare Abbildungen sind absolutsummierend.

Beweis. Sei T € L(X,Y') nuklear mit einer Darstellung (11). Ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass [[§;[|x: <1 und C =} [[y;|ly < oo gelten.
Bezeichnet U die Einheitskugel in X, dann haben wir fiir z = (2;) € X @ ¢!

< ; Ay < .
> Tl < 3, ezl < © sup 3 lea

Somit ist T absolutsummierend. O]

Satz 11.5. Seien Ty, € L(X, Xy41) absolutsummierende Operatoren, X; Banachrdume.
Dann ist T3T5T € L(Xy, X4) nuklear.

Beweis. Folgerung 9.2 impliziert eine Faktorisierung
X1 = LU}, ) — C(Us) = L*(U3, pa) — C(U3) = L*(Us, p13) — X4

von T375T). Die Behauptung folgt aus dem Hilfssatz 10.2 und dem Satz 11.3. ]

12. Nukleare Raume

Seien X lokalkonvex, U C X eine absolutkonvexe Nullumgebung, 1 < ¢ < oo und
(1 ein positives Radonmafs auf der schwach kompakten Polaren U°. Dann ist = +—
([ €| du({))l/q eine stetige Halbnorm auf X, denn sie ist < u(U°)Y9py (). Im Falle
q = 1 nennen wir die Halbnorm integral. Im Falle ¢ = 2 liegt eine Hilbert-Halbnorm
z +— +/(z]x) vor mit dem Semiskalarprodukt (z|y) = [,.({x)(&y) du(E).

In der Definition nuklearer Raume folgen wir [MV92, §28]. Ein lokalkonvexer Raum
X heiftt nuklearer Raum, wenn es zu jeder absolutkonvexen Nullumgebung U C X
eine Nullumgebung V' C X und ein positives Radonmaf p auf der schwach kompakten

Polaren V° gibt, so dass

pu(x) < /Vo |€x| dp(€) fir alle z € X. (12)

Somit bilden in einem nuklearen Raum die integralen Halbnormen eine Halbnormenbasis.
Die Vervollstdndigungen nuklearer Rdume sind nuklear.

Satz 12.1 (]MV92, 28.4 Satz|). Fir einen lokalkonvexen Raum X sind dquivalent:
(1) X ist nuklear.
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(ii) Es gibt eine Halbnormenbasis bestehend aus Hilbert-Halbnormen, und zu jeder ste-
tigen Hilbert-Halbnorm p auf X existiert eine stetige Hilbert-Halbnorm q > p, so
dass b : Xy — X, Hilbert-Schmidtsch ist.

(111) Zu jeder stetigen Halbnorm p auf X existiert eine stetige Hilbert-Halbnorm q > p,
so dass oy + Xy — X, nuklear ist.

Beweis. Aus (12) folgt mit Cauchy-Schwarz py(z)* < p(V°) [, [§x|* dp(§). Mit Hilfs-
satz 10.1 schliefen wir: (i) impliziert (ii). Nach Satz 11.3 folgt (iii) aus (ii).

Wir zeigen, dass (i) aus (iii) folgt. Sei U C X eine absolutkonvexe Nullumgebung,
p = pu. Sei ¢ > p eine stetige Halbnorm, so dass // : X, — X, nuklear ist, fx =
> jen(§7)y; eine nukleare Darstellung. Wir diirfen annehmen, dass [|§;|x, = 1 fiir alle
J gilt und 3, [ly;l|x, < oc. Die zu 17 : X — X duale Abbildung (¢9)" : X; — X' bildet
die Einheitskugel von X; ab in die Polare von V' = {q < 1}. Mit n; := (19)'§; € V°
haben wir Pz = 3 °.('x)y; = 3 ;(njx)y;, © € X. Hieraus folgt (12) mit dem Maf
1= >_; lyjllx,0;. Hier bezeichnet 4, das in n lokalisierte Dirac-Mak. O

Satz 12.2. Ist X nuklear, tonneliert und vollstindig, dann ist X ein Montelraum. Ins-
besondere sind nukleare Fréchetraume und nukleare (LF)-Rdume Montelrdume.

Beweis. Sei B C X beschriankt. Wir haben zu zeigen, dass B relativ kompakt ist.
Zu einer stetigen Halbnorm p auf X wihlen wir ¢ nach Satz 12.1(iii). Es ist also «?
nuklear, insbesondere kompakt. Das Bild /#/B = /[/?B ist somit eine relativ kompakte
Teilmenge des Banachraumes X,,. Sei P eine Halbnormenbasis fiir X. Die kanonische
Abbildung X — Hpe p Xp ist ein Homéomorphismus auf einen Unterraum. Das Produkt
ist ein vollstdndiger lokalkonvexer Raum, und der Unterraum X ist abgeschlossen, da
vollstandig. Aus dem Satz von Tychonoff folgt, dass das Bild von B im Produkt, und
folglich auch B C X, relativ kompakt ist. O]

Nukleare Rdume haben folgende Approximationseigenschaft.

Satz 12.3. Die Identitdt eines nuklearen Raumes X liegt im starken Abschluss der
Operatoren endlichen Ranges: idx € (X' ® X)Lﬁ(X).

Hilfssatz 12.4. Seien X und Y Banachrdume und T : X —'Y ein nuklearer Operator.
Seir Z ein dichter linearer Unterraum von Y. Dann besitzt T eine nukleare Darstel-
lung (11) mit allen y; € Z.

Beweis. Sei y € Y. Wihle v, € Z wie folgt: vg = 0 und ||y — vi|| < 27%||y||. Definiere
zp = vp — U1 € Z. Dann gilt y = 37, o) 2 und D0, [zl < 3|yl

Wendet man diese Beobachtung an auf alle y; einer gegebenen nuklearen Darstel-
lung (11), so erhélt man zj, € Z mit y; = >, o, 2 und >, ||zl < 3ly;||. Die Doppel-
reihe Tx = 3, (§;x)z;), ist eine nukleare Darstellung von T'. O

Hilfssatz 12.5. Sei X nuklear, p eine stetige Halbnorm auf X. Dann gibt es eine
absolutkonveze Nullumgebung V C X, Folgen (§;) C V° und (Z;) C X, >, p(Z;) < oo,
so dass

lim p(z — Zj<n(€ﬂf)5fj) =0, zeX. (13)
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Beweis. Zu p wéhle ¢ geméf Satz 12.1(iii). Setze V = {¢ < 1}. Da *X dicht in X, liegt,
besitzt ) : X, — X, nach Hilfssatz 12.4 eine nukleare Darstellung by = > (n;y)"7;
mit [[njllx; =1, 2; € X und >, p(z;) = >, |P74]|x, < oo. Die duale Abbildung (¢7)’
bildet die Einheitskugel von X/ ab in die Polare V°. Mit &; := (:9)'n; € V° und y = 1%
folgt die Behauptung. O

Beweis von Satz 12.5. Sei p eine stetige Halbnorm auf X. Seien V, §; und Z; wie im
Hilfssatz 12.5. Da alle &; in der Polaren von V liegen, ist die Konvergenz (13) gleichméfig
auf V. Ist € > 0, dann erfiillt 7= 3. §;®7; € X' ® X C L(X) fiir ein hinreichend
grofes n die Ungleichung sup,.y p(z — Tx) < e. Da V' beschrénkte Mengen absorbiert,
ist der Satz bewiesen. O

Wir kommen zur Rolle nuklearer Rdume in der Theorie topologischer Tensorprodukte.

Satz 12.6. Ist X nuklear, so ist X ®,Y = X ®.Y.

Sind X oder Y nuklear, dann statten wir X ® Y mit m-Topologie aus; diese stimmt
nach dem Satz mit der e-Topologie iiberein. Auferdem kiirzen wir in diesem Fall die
vollstandige Hiille ab als X®Y := X®,Y = XR.Y.

Beweis von Satz 12.6. Sei X nuklear, und seien p und ¢ stetige Halbnormen auf X bzw.
Y. Wiéhle V C X, (&) C V° und (7;) C X geméf Hilfssatz 12.5. Die Ausdriicke

(Porq)(r@y - ngn(ﬁjiﬁ)@ @y) =plr—Y
konvergieren gegen Null fiir n — co. Sei 2 = >, 2, ® yp € X ® Y. Wihle nach dem Satz

von Hahn-Banach ein ¢ € (X ®, YY) mit ¢(z) = (p @, ¢)(2) und |¢| < p ®, ¢. Mit der
Konstanten C':= ). p(Z;) < oo haben wir

p(2) =D e(D_ (GuT @ u) =D o(m;@ Y (Em)w)
< ij(@)q(zk(é}‘xk)yk) < Cgseuvg a(Y_ (Exe)ye) = (Cpv @ q)(2).

(&x)z;)q(y)

Jjsn

Somit ist (p®,q)(2) < (Cpy ®:q)(z), und wir haben gezeigt, dass die e-Topologie feiner
ist als die m-Topologie. Da die m-Topologie stets feiner als die e-Topologie ist, ist der
Satz bewiesen. N

Die Gleichheit von e- und 7-Tensorprodukt ist charakteristisch fiir nukleare Raume.

Satz 12.7. Gilt X @, (' = X ®. 0", so ist X nuklear.

Beweis. Sei p eine stetige Halbnorm auf X. Sind die Tensortopologien gleich, dann gibt
es eine stetige Halbnorm ¢, so dass mit V := {¢ < 1} gilt:

z:) < su 2| fiir alle (z;) € X @ L.
ij( ) ge\R Zj IS (%)
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Nach [MV92, 24.5(b)] bildet (:7)" : X; — X' die abgeschlossene Einheitskugel B C X
isometrisch ab auf V°. Somit gilt > [[tP2|lx, < sup,epd_;|n(t?2;)|. Da B schwach
kompakt ist, erhalten wir fiir endliche Folgen (x;) in X,:

L <suz €T ;
3, el < sup37 |

also die Absolutsummierbarkeit von ¢#. Die duale Abbildung (¢7)" ist auch stetig beziig-
lich der schwachen Topologien; die schwach kompakten Mengen B und V° sind daher
homoéomorph. Aus Satz 9.1 folgt die Existenz eines positiven Radonmafses p, so dass

oall, < [ ol dn(@), e X,
VO

Folglich ist X nuklear. O]
Folgerung 12.8. Sind X und Y nuklear, dann auch X ® Y.

Beweis. Topologische Tensorprodukte sind auf kanonische Weise assoziativ. Somit gilt
(XY@ =X, (Y RN =X, (Y@, )= (XRY) @, (",
wenn X und Y nuklear sind. Mit Satz 12.7 folgt die Nuklearitdt von X ® Y. O]

13. Beispiele nuklearer Raume

Hilbert—Schmidtsche Einbettungen zwischen Sobolewrdumen liefern fundamentale Bei-
spiele fiir nukleare Fréchetraume differenzierbarer Funktionen.

Satz 13.1. Ist Q C R" ein beschrinktes Lipschitzgebiet, dann ist C*(2) nuklear.

Beweis. Aufgrund der Sétze 10.3 und 10.4 erfiillt C*>°(Q2) die Bedingung (ii) des Sat-
zes 12.1. [

Weitere Beispiele folgen aus Permanenzeigenschaften.

Satz 13.2. Unterraume und Quotienten nach abgeschlossenen Unterrdumen von nuklea-
ren Raumen sind nuklear.

Beweis. (Siehe [MV92, 28.6].) Sei X nuklear, Y ein Unterraum von X. Ist p eine ste-
tige Halbnorm auf X, so schreiben wir fiir die Einschréankung von p auf Y ebenfalls p.
Den lokalen Banachraum Y, identifizieren wir kanonisch mit einem isometrischen Un-
terraum von X,. Seien p < ¢ stetige Hilbert-Halbnormen auf X, so dass /) : X, — X,
nuklear ist. Die Verkettung Y, — Y, der Inklusion ¥, C X, mit // und der ortho-
gonalen Projektion X, — Y, ist dann auch nuklear. Mit Satz 12.1 folgt hieraus die
Nuklearitdt von Y. Ist Y abgeschlossen, dann ist X /Y Hausdorffsch, folglich lokalkon-
vex. Seien p und ¢ wie oben. Wir identifizieren (X/Y), kanonisch mit X,/Y,, wobei wir
die Quotientenhalbnorm ebenfalls mit p bezeichnen. Ist @), : X, = (X/Y), die zugehd-
rige Projektion und R eine Rechtsinverse von (),, dann ist die Verbindungsabbildung
QpbRT: (X/Y)q — (X/Y), nuklear. O
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Satz 13.3. Der Schwartzraum S(R™) ist nuklear.

Beweis. Nach Satz 13.1 ist C*(B") nuklear, also nach Satz 13.2 auch der Unterraum
C>(B"). Letzterer ist nach Satz 2.3 isomorph zum Schwartzraum S(R™). O

Satz 13.4. Direkte Produkte und abzdihlbare direkte Summen nuklearer Riume sind nu-
klear. Die projektive Topologie eines projektiven Systems nuklearer Rdume ist nuklear.
Die induktive Topologie eines induktiven Systems nuklearer Rdume ist nuklear falls diese
Topologie existiert.

Fiir einen Beweis siehe [MV92, 28.7-8|.

Satz 13.5. Sei M eine Mannigfaltigkeit und 7 : E — M ein Vektorbindel iber M. Dann
ist C*°(M; E) ein nuklearer Fréchet-Raum, und C°(M; E) ist ein nuklearer (LF)-Raum.

Beweis. Bezeichne mit n die Dimension von M und mit » € N den Rang von F. Zur
Vereinfachung der Schreibung nehmen wir an, dass das Biindel komplex ist.

Wir betrachten zunéchst den skalaren Fall ¥ = M x C. Sei k : U C M — R"
eine Karte, k(U) C R™ beschrdnkt und mit glattem Rand. Ferner setzen wir vor-
aus, dass k eine Fortsetzung als Karte in eine Umgebung von U besitzt. Dann ist
T, : C°(M) = C=(k(U)), f — for™', linear und stetig. Ferner trigt C°°(M) die
projektive Topologie der Familie {7}, wobei x einen Atlas, bestehend aus Karten der
genannten Art, durchlauft. Aus Satz 13.4 folgt die Nuklearitdt von C*°(M).

Im allgemeinen Fall erzeugen Trivialisierungen 71U = U x C" des Biindels durch
Rahmen ein projektives System C*(M; E) — C*(U;C"), U C M offen und gerahmt.
Der Fréchet-Raum C*°(M; F) tragt die projektive Topologie dieses Systems. Der Raum
C>*(U;C") ist die r-fache direkte Summe des Raumes C*°(U). Aus dem skalaren Fall
und Satz 13.4 folgen die behaupteten Nuklearititseigenschaften.

Fiir jedes Kompaktum K C M ist der Unterraum CP(M; E) aller s € C*(M; E)
mit supp s C K nuklear. Der (LF)-Raum C°(M; E) trégt die induktive Topologie einer
abzdhlbaren Familie von Rédumen C§(M; E), ist somit nach Satz 13.4 nuklear. ]

Satz 13.6. Starke Dualrdume nuklearer Fréchet- oder (LF)-Rdume sind nuklear.

Beweis. Jede beschrinkte Teilmenge eines Fréchetraumes ist enthalten in einer be-
schrankten Banachkugel. Dies gilt auch fiir (LF)-Réume, da in diesem Fall beschrénkte
Mengen in (Fréchetraum-)Stufen liegen und in diesen beschrinkt sind. Somit bilden
fur Fréchet- und (LF)-Réume die Polaren beschriankter Banachkugeln eine Nullumge-
bungsbasis der starken Topologie des Dualraumes.

Sei X ein nuklearer Fréchet- oder (LF)-Raum. Sei A C X eine beschriankte Banach-
kugel. Aus den Satzen 12.7 und 9.3 folgt die Existenz einer beschrinkten Banachkugel
B C X, A C B, so dass die kanonische Inklusion J : [A] — [B] absolutsummierend ist.
Wegen Satz 11.5 kann B so gewéhlt werden, dass J nuklear ist. Nach Satz 11.1 ist der
duale Operator J' : [B]" — [A]’ nuklear. Somit gibt es Folgen (y;) C [B]” und (n;) C [A]
mit [|y;[[pr = 1 und 3, A; < 00, A; := |[n;ll[ay, mit denen eine nukleare Darstellung
vorliegt:

T =2 (mpm; fivy € [B].
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Die Restriktionsabbilding J/, : X’ — [A]’, £ + &][a), ist die zur kanonischen Inklusion
Ja i [A] — X duale Abbildung. Wegen Jy = J'Jj haben wir

I Tallar <32 Ml(Tpwy)e] - fiir € € X
Die Polaren U := A° und V' := B° sind Nullumgebungen in X’. Wegen A = U° ist

| J4&l1ay = sup{|€z| ; v € A} = py ().

Mit dem Radonmal p =3, Ajdy,, auf V° C X" = X erhalten wir

p©< [ luelduty) fir ¢ € X'

somit die Nuklearitat von X'. O

Satz 13.7. Der Raum S'(R"™) der temperierten Distributionen ist nuklear. Ist E —
M ein Vektorbiindel iber einer Mannigfaltigkeit M, so sind die Distributionenrdume

D'(M; E) und E'(M; E) nuklear.

Beweis. Die Aussagen folgen aus Satz 13.6 und der oben gezeigten Nuklearitit von
S(R™), C*(M; E* X |A|) und C*(M; E* X |A]). O

14. Der Satz vom Kern

Unser Blick auf den Satz vom Kern orientiert sich an [Tré67, Chap. 50-51].

Ist b € B(X,Y), so wird durch Tyy(z) = b(x,y) ein Operator T, € L(Y,X’) defi-
niert. Die Abbildung b + T} ist linear und injektiv. Durch Verkettung mit dem linearen
Isomorphismus aus Folgerung 7.3 erhalten wir eine injektive lineare Abbildung

Op: (X®,Y) — B(X,Y) — L(Y, X'),

die einem ,Kern“ A € (X®,Y)" den Operator Op(A) € L(Y, X') zuordnet. Unter geeig-
neten Voraussetzungen an X und Y ist Op ein Isomorphismus lokalkonvexer Raume.

Satz 14.1. Sind X und Y nukleare Fréchetriume, dann ist Op : (X®Y) = L(Y, X").

Beweis. Nach Satz 4.2 gilt L(Y, X") 2 B(X,Y). Nach Folgerung 12.8 ist auch X®Y ein
nuklearer Fréchetraum. Somit sind X, Y und X®Y Montelrdume. Die Folgerung 7.6
impliziert dann (X®Y)' = B(X,Y). O

Satz 14.2. Sind X und Y nukleare (LF)-Riume, dann ist Op : (X®Y) = L(Y, X").
Insbesondere ist L(Y, X') nuklear.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Surjektivitidt von Op. Seien X = ind,,, X,, und Y =
ind,,_, Y,, Darstellungen der (LF)-Raume als induktive Limites, X,, und Y, nukleare
Fréchetraume. Der Satz 5.2 impliziert, dass X,QY, C Xn+1<§>Yn+1 ein topologischer
Unterraum ist. Folglich ist auch X®Y = ind,_, X,®Y, ein nuklearer (LF)-Raum. Sei
T € L(Y, X'). Die Bilinearformen X,, x Y,, — C, (z,y) — Ty(x), sind getrennt stetig,
nach Hilfssatz 4.1 sogar stetig. Somit existieren A, € (X,®Y,) mit A,(r ® y) = Ty(z)
fiir (2,y) € X,, x Y,,. Dann ist T = Op(A4) mit A € (XRY)', Alx zy, = An.

Sei B C X®,Y beschriankt. Fiir ein n ist K = B eine kompakte Teilmenge von
X, &.Y,. Nach Satz 7.4 gibt es Kompakta Ky C X, und Ky C Y, so dass K C
IKx ® Ky). Fiir A € (X®Y) und T = Op(A) gilt nun

sup |A(2)] < sup |A(2)| = sup py(Ty), V=K% C X"
2EB 2EKxQKy yGKy

Hieraus folgt, dass Op ein Homéomorphismus ist. n

Beispiele 14.3. Die klassischen Schwartzschen Satze vom Kern lauten

S/(RM+12) = [(S(R™2),S'(R™)),
D/(Q x Q) = L(C(), D)),

wobei (2; offene Teilmengen von R™ sind. Diese folgen aus Satz 14.1, Satz 14.2, den
Resultaten im Abschnitt 6 {iber e-Tensortopologien auf Funktionenrdumen und dem
Satz 12.6. Ebenso erhalten wir

D'(My x My; By R (E3 @ |A])) = L(C®(Ma; E), D' (Mi; Ey))
fir Vektorbiindel £; — M, iiber Mannigfaltigkeiten M;.

Bemerkung 14.4. (i) In [Ehr56, Gas60] wird Satz 14.2 fir den Fall von Distribu-
tionen bewiesen, X =Y = C°(12). Die Rolle des fiir die topologische Isomorphie
verwendeten Satzes 7.4 von Grothendieck iibernehmen geeignete Zerlegungen in
Fourierreihen.

(ii) In [H6r90, Chap. V] werden Distributionenkerne als Grenzwerte von Regularisie-
rungen der erwarteten Kerne gewonnen; die topologische Isomorphie zwischen Rau-
men von Operatoren und Kernen wird nicht gezeigt.

(i) Fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand wird in [Mel93, Thm. 4.18] ein Kerntheorem
formuliert; es lasst sich aus den vorliegenden Ergebnissen herleiten und zu einer
topologischen Isomorphie verallgemeinern. Im dort verwendeten b-Kalkiil ist der
Raum der Distributionenschnitte in einem Biindel £ — M, M eine Mannigfaltig-
keit mit Ecken, der (starke) Dualraum von C>°(M; E* @ °|A|).

Das Tensorprodukt X’ ® Y’ kann via £ @ 1 : y +— (ny)€ mit einem Teilraum von
L(Y, X') identifiziert werden, dem Teilraum der Operatoren endlichen Ranges. Mit dieser
Identikation erhalten wir ebenfalls einen Satz vom Kern.
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Satz 14.5. Seien X und Y bornologisch, Y reflexiv und nuklear, Y' nuklear. Dann ist
L(Y,X') = X'®Y". Insbesondere gilt diese Isomorphie, wenn X und Y Fréchet- oder
(LF)-Rdume sind und Y nuklear.

Beweis. DaY reflexiv ist, ist Y’ dies auch. Folglich ist Y tonneliert, und aus dem zweiten
Teil von Satz 5.4 folgt X' ®. Y’ C L(Y,X’). Nach Satz A.1 ist L(Y, X’) vollstandig.
Satz 12.6 und die Nuklearitiat von Y’ implizieren X’ ®.Y' = X'®,Y’. Somit gilt X’ RY' C
L(Y, X").

Sei T € L(Y,X'), B CY beschrankt und V' C X’ eine Nullumgebung. Da T' stetig
ist, existiert eine Nullumgebung U C Y mit TU C V. Wahle nach Satz 12.3 ein R €
Y'®@Y C L(Y) mit y — Ry € U fir y € B. Der Operator S = TR liegt in X’ ® Y’, und
es gilt (T'—S)B C V. Folglich ist X’ ® Y ein dichter Teilraum von L(Y, X’). O

Wir fassen zentrale Ergebnisse wie folgt zusammen; vergleiche [Tré67, Prop. 50.7].

Satz 14.6. Sind X und Y nukleare Fréchet- oder (LF)-Rdume, so haben wir kanonische
Isomorphismen (XQY) = L(Y, X') =2 X'QY".

Eine Bilinearform b : X XY — C heiftt nuklear, wenn es gleichstetige Folgen (&;) C X,
(7;) CY" und eine konvergente Reihe ) A; positiver Zahlen gibt, so dass

bay) =3 MGa)ny), (@y) € X x Y. (14

In der funktionalanalytischen Literatur findet man folgende Formulierung des Satzes
vom Kern; vergleiche [FW68, §27 4.5, [GV64, I 3.5], [Pie69, 7.4.3], [SW99, IV 9.5].

Satz 14.7 (Abstrakter Satz vom Kern). Seien X undY lokalkonveze Riume, X nuklear.
Eine Bilinearform b : X xY — C ist stetig genau dann, wenn sie nuklear ist.

Beweis. Sei b eine stetige Bilinearform. Somit gibt es stetige Halbnormen p auf X und
q auf Y mit |b(x,y)| < p(z)q(y). Mit der Nullumgebung V' C X, §; € V° und z; € X,
>, p(Z;) < oo, wie in Hilfssatz 12.5 haben wir b(x,y) = >_.(£2)b(Z;,y). Ist p(z;) = 0,
dann ist der j-te Summand Null, und wir dirfen j ignorieren. Setze \; := p(z;) > 0
und n; := b(z;,-)/p(7;) € Y'. Da alle n; in der Polaren der Nullumgebung {¢ <1} C Y
liegen, ist b nuklear. Ist andererseits b nuklear vorgegeben, so kann die Summe (14)
wegen der Gleichstetigkeit von (§;) und (n;) durch ein Produkt stetiger Halbnormen
abgeschétzt werden. O

Bemerkung 14.8. Seien X und Y nukleare Fréchetrdume. Ist 7" € L(Y, X’) und (14) die
nukleare Darstellung von b = by aus Satz 4.2, so ist K =) ;A& @m; der Schwartzkern
von T'. Sind X und Y Schwartzraume S(R") oder Funktionenrdume C'*(M; E), dann
konvergiert die Reihe in (X®.Y)’ gegen eine Distribution K.
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A. Lokalkonvexe Raume

Beweise und Einzelheiten zu Nachfolgendem sind, mit Ausnahme von Satz A.1, in den
einfithrenden Lehrbiichern [FW68, MV92, Voi20] zu finden.

Eine Teilmenge eines reellen oder komplexen Vektorraumes X heikt absolutkon-
vex, wenn sie konvex und kreisférmig ist. Ist A C X absolutkonvex, so ist das (Eich-
oder) Minkowski-Funktional py : X — [0,00], pa(z) := inf{\ > 0 ; z € AA}, eine
Halbnorm auf der linearen Hiille [4] = UpennA. Enthélt A keinen linearen Teilraum,
dann ist p4 eine Norm.

Ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum X iiber dem Skalarkorper R oder C
heifst lokalkonvexer Raum, wenn er eine Nullumgebungsbasis bestehend aus absolut-
konvexen Mengen besitzt. Nullumgebungen U sind absorbierend: U,-gAU = X. Eine
Teilmenge B eines lokalkonvexen Raumes heifst beschrankt, wenn sie von jeder Nullum-
gebung U absorbiert wird: B C AU fiir ein A > 0. Normierte Rdume sind jene lokalkon-
vexen Riaume, die beschrankte Nullumgebungen besitzen. Ist X lokalkonvex, dann ist die
Korrespondenz U <> py eine Bijektion zwischen der Menge der abgeschlossenen, absolut-
konvexen Nullumgebungen U C X und den stetigen Halbnormen auf X. Die Menge der
stetigen Halbnormen auf X ist durch < geordnet und gerichtet; eine konfinale Teilmenge
nennen wir eine Halbnormenbasis.

Ein lokalkonvexer Raum heift vollstandig, wenn jedes Cauchy-Netz (jeder Cauchy-
Filter) konvergiert. Jeder lokalkonvexe Raum besitzt eine (bis auf Isomorphie eindeutige)
vollstiandige Hiille; [MV92, 22.21], [V0i20, Cor. 9.16]. Ein Raum mit einer abziahlbaren
Nullumgebungsbasis ist vollstindig genau dann, wenn er folgenvollstandig ist.

Eine Familie (T; : X — X;);es linearer Abbildungen von einem Vektorraum X in
lokalkonvexe Réume X; heifft projektives System, wenn es zu jedem x € X, z # 0,
einen Index ¢ gibt mit T;x # 0. Solch ein projektives System erzeugt eine lokalkon-
vexe Topologie auf X, die initiale oder projektive Topologie. Dies ist die grébste
Topologie auf X, fiir die alle T; stetig sind; [MV92, §24|, [Voi20, 1]. Endliche Summen
von Halbnormen g¢; o T}, ¢; stetige Halbnorm auf X;, bilden eine Halbnormenbasis fiir
X. Das direkte Produkt [], X; trégt seine kanonische projektive Topologie; sind alle
Faktoren X; vollsténdig, dann ist das Produkt [, X; vollstdndig. Durch [[, 7; wird
X mit einem Unterraum des Produktes identifiziert; dieser ist abgeschlossen, wenn X
vollstandig ist.

Ist p eine stetige Halbnorm auf X, dann ist der Quotientenraum X /p~!(0) ein normier-
ter Raum mit der Norm x + p~'(0) — p(x). Die vollstindige Hiille X, des Quotienten-
raumes heifst lokaler Banachraum zur Halbnorm p. Die kanonische lineare Abbildung
o X — X, ist stetig mit dichtem Bild. Ist p < ¢, dann existiert genau eine stetige
lineare verbindende Abbildung ¢ : X, — X}, mit /# = £:9. Ist P eine Halbnormenbasis
fur X, dann trigt X trégt die projektive Topologie der Familie (7)) p.

Die Topologie eines lokalkonvexen Raumes ist metrisierbar genau dann, wenn dieser
eine abzéhlbare Nullumgebungs-/Halbnormenbasis besitzt. Die Metrik kann translati-
onsinvariant gewahlt werden. Einen metrisierbaren, vollstdndigen lokalkonvexen Raum
nennt man einen Fréchetraum. Ausgestattet mit einer translationsinvarianten Metrik
ist ein Fréchetraum ein vollstdndiger metrischer Raum. Sind X und Y Fréchetraume,
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so gilt der Satz vom abgeschlossenen Graphen: Eine lineare Abbildung 7" : X — Y ist
stetig genau dann, wenn der Graph ein abgeschlossener Unterraum des Fréchetraumes
X xY ist.

Der Dualraum von X ist der Vektorraum X' aller stetigen Linearformen auf X. Aus
dem Satz von Hahn-Banach folgt, dass X’ die Punkte in X trennt: Zu jedem z € X,
x # 0, gibt es ein £ € X’ mit {&x # 0. Die schwache Topologie auf X ist die von der
Familie aller Funktionale £ € X’ erzeugte projektive Topologie. Die Ausgangstopologie
auf X ist feiner als die schwache Topologie. Die von der Linearformenfamilie (X' 3 £ —
£x)ex erzeugte projektive Topologie heifst schwache Topologie auf X'.

Die (absolute) Polare einer nichtleeren Teilmenge A C X ist

A ={¢; x| <1(x e A)} Cc X',

Die Polare von A ist gleich der Polare ihrer absolutkonvexen Hiille I'A. Polaren sind
absolutkonvex und schwach abgeschlossen. Eine Polare A° ist genau dann absorbierend,
wenn A schwach beschriankt ist. Fiir B C X’ definiert man entsprechend die Polaren
B° C X. Es gilt der Bipolarensatz: A°° = TAwenn A C X oder A C X’. Der Abschluss
ist beziiglich der jeweiligen schwachen Topologie zu bilden; im Fall A C X stimmt dieser
mit dem Abschluss beziiglich der Ausgangstopologie iiberein.

Polaren von Nullumgebungen sind wichtig in der Dualitdtstheorie lokalkonvexer Réau-
me. Nach dem Satz von Alaoglu—Bourbaki sind die Polaren von Nullumgebungen schwach
kompakt. Eine Menge stetiger Funktionale ist gleichstetig genau dann, wenn sie ent-
halten ist in der Polaren einer Nullumgebung. Ist U C X eine absolutkonvexe Nullum-
gebung, so ist das Minkowski-Funktional gegeben durch die Halbnormenformel

pu(z) = sup{|&z| ; £ € U} (15)

Dies ist eine Folgerung aus dem Bipolarensatz.

Neben den schwachen Topologien und der Ausgangstopologie auf X sind weitere To-
pologien auf X und X’ wichtig. Man nennt eine lokalkonvexe Topologie auf X oder X’
eine zulédssige Topologie fiir das Dualsystem (X, X’), wenn der duale Partner X’ bzw.
X kanonisch mit dem topologischen Dualraum tibereinstimmt. Der Satz von Mackey—
Arens [MV92, 23.8| besagt, dass eine lokalkonvexe Topologie genau dann zuléssig ist,
wenn sie feiner ist als die schwache Topologie und gréber als die Mackey-Topologie. Die
Polaren der schwach kompakten, absolutkonvexen Teilmengen von X’ (bzw. von X) bil-
den eine Nullumgebungsbasis der Mackey-Topologie auf X (bzw. auf X’). Dies ist
konsistent mit dem Satz von Alaoglu-Bourbaki und der Zuléssigkeit der Ausgangstopo-
logie auf X. Nach einem Satz von Mackey [MV92, 23.15| haben je zwei (X, X')-zulédssige
Topologien auf X dieselben beschrankten Mengen. Wir bezeichnen mit 3(X) die Menge
aller absolutkonvexen Teilmengen von X, die beziiglich der schwachen Topologie, und
damit beziiglich jeder zulédssigen Topologie, abgeschlossen und beschrénkt sind.

Zulassige Topologien sind Beispiele polarer Topologien. Ist v C § := [(X’) eine
durch durch Inklusion gerichtete Ausschépfung von X', so ist X, der Vektorraum X mit
der durch die Nullumgebungsbasis {B° ; B € ~} definierten (polaren) lokalkonvexen
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Topologie. Ausfiihrlicher schreibt man (X, (X, X’)) an Stelle von X,,. Eine Halbnor-
menbasis ist gegeben durch

pu(r) =sup{|§z|;§ € B} U=DB°, Bey.

Die Halbnormenformel (15) betrifft den Spezialfall gleichstetiger Mengen B = U°: Die
Ausgangstopologie ist die polare Topologie der Menge der Polaren einer Nullumgebungs-
basis; anders ausgedriickt: Sie ist die Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf den
gleichstetigen Teilmengen von X’. Im Falle der schwachen Topologie ist o die Menge der
(absolutkonvexen Hiillen) endlicher Teilmengen von X'. Der Grundraum X ausgestattet
mit der starken Topologie ist Xz, der mit der Mackey-Topologie ist X;, 7 die Menge
der schwach kompakten, absolutkonvexen Teilmengen von X’. Vertauscht man die Rollen
von X und X', so erhilt man entsprechende polare Topologien auf X’.

Jeder lokalkonvexe Raum besitzt eine Nullumgebungsbasis, die aus Tonnen besteht.
Eine Tonne ist eine abgeschlossene, absolutkonvexe, absorbierende Teilmenge. Man
nennt einen lokalkonvexen Raum tonneliert, wenn jede Tonne eine Nullumgebung
ist. Man sieht leicht ein, dass lokalkonvexe R&ume von zweiter Bairescher Kategorie
tonneliert sind. Insbesondere sind Fréchetrdaume tonneliert. Das Prinzip der gleichmé-
fsigen Beschranktheit lautet: Ist X tonneliert, dann ist eine Teilmenge von X' genau
dann gleichstetig, wenn sie (schwach) beschrankt ist, [MV92, 23.27 Satz|. Im einem ton-
nelierten Raum X stimmt die Ausgangstopologie mit der starken Topologie iiberein:
X = Xp = X;; [Voi20, Thm. 6.14].

Eine lineare Abbildung T : X — Y zwischen lokalkonvexen Raumen heifst kompakt,
wenn es eine Nullumgebung U C X gibt, so dass das Bild TU in Y relativ kompakt ist.
Kompakte lineare Abbildungen sind stetig. Ein tonnelierter lokalkonvexer Raum, in dem
jede beschrankte Teilmenge relativ kompakt ist, heilst Montelraum. Zum Nachweis der
Montelraumeigenschaft eines vollstdndigen, tonnelierten Raumes X ist folgende Beob-
achtung niitzlich. Tragt X die projektive Topologie eines Systems (T; : X — X;);, so
dass fiir jedes ¢ die Abbildung 7T; kompakt ist oder X; ein Montelraum, dann ist X ein
Montelraum. Denn ist B C X beschrinkt, so sind alle T, B kompakt, und nach Tycho-
noff ist das Produkt [],7;B kompakt. Da X im Produkt abgeschlossen ist, ist B C X
kompakt; [MV92, 24.19].

Man nennt X" := (Xj)j den Bidualraum von X. Ist die kanonische Injektion
J : X — X” ein topologischer Isomorphismus, dann heift X reflexiv. Wenn jede
beschréinkte Teilmenge von X relativ schwach kompakt ist, dann ist wegen X = X die
Abbildung J ein linearer Isomorphismus (Halbreflexivitét). Ist zusétzlich X tonneliert,
dann ist J ein Homdomorphismus von X auf (X7 ). Montelrdume sind reflexiv; [MV92,
24.25], [Voi20, Cor. 8.3]. Die starken Dualrdume reflexiver Raume (bzw. von Montelréu-
men) sind reflexiv (bzw. Montelsch). Siche [MV92, §23+24|, [V0i20, Thm. 8.5+46].

Seien X und Y lokalkonvexe Réume, L(X,Y’) der Vektorraum der stetigen linearen
Operatoren X — Y. Abkiirzend setzen wir L(X) = L(X,X). Jedes T € L(X,Y)
bildet beschrinkte Mengen in beschriankte Mengen ab. Wenn nichts Anderes gesagt
wird, trigt L(X,Y) = Lg(X,Y) die starke Topologie der gleichméfigen Konvergenz
auf beschrankten Mengen. Diese Topologie wird gegeben durch das Halbnormensystem
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T — sup,cp p(T'z), wobei p die stetigen Halbnormen von Y durchlduft und B die Menge
B = B(X). Ist v C B eine gerichtete Ausschépfung von X, dann ist L, (X,Y") jener lokal-
konvexe Raum, bei dem das obige Halbnormensystem eingeschrinkt wird auf B € ~.
Speziell ist L,(X,Y) der Raum der Operatoren mit der Topologie der punktweisen
Konvergenz. Der Raum L. (X', Y) tragt die von der Familie ¢ C S(X’) der Polaren einer
Nullumgebungsbasis fiir X erzeugte lokalkonvexe Topologie.

Ist T € L(X,Y), so existiert die duale Abbildung 7" : Y’ — X' n— nT, als lineare
Abbildung. Diese ist stetig, wenn die Dualrdume geeignete Topologien tragen. Speziell
gilt 7" € L(Yg, Xp) N L(Y,, X[), [MV92, 23.30(b)].

Eine Teilmenge V' C X heifst bornivor, wenn V' jede beschrankte Teilmenge von X
absorbiert. Man nennt X bornologisch, wenn jede absolutkonvexe, bornivore Teilmen-
ge eine Nullumgebung ist. Metrisierbare lokalkonvexe Rédume sind bornologisch; [MV92,
24.13|, [Vo0i20, Prop. 6.11]. Eine lineare Abbildung zwischen lokalkonvexen Raumen heifst
lokalbeschrankt, wenn das Bild beschriankter Mengen beschrénkt ist. Stetige lineare
Abbildungen sind lokalbeschrinkt. Genau dann ist X bornologisch, wenn jede lokalbe-
schrankte lineare Abbildung 7' : X — Y, Y lokalkonvex, stetig ist; [MV92, 24.10]. Der
starke Dualraum eines bornologischen Raumes ist vollstandig, [MV92, 24.11|, [Voi20,
Thm. 9.19]. Allgemeiner gilt:

Satz A.1. SeienY und Z lokalkonvexe Riaume, Y bornologisch und Z vollstindig. Dann
ist L(Y, Z) vollstindig. Insbesondere ist Y' vollstindig.

Beweis. (Siehe [Gro73, S. 114 Ex. 7], [Tré67, Chap. 32 Cor. 1].) Sei (T;);es ein Cauchynetz
in L(Y,Z). Da Y vollstandig ist, existiert Ty := lim; T,y € Z fir y € Y. Die lineare
Abbildung T : Y — Z ist beschréankt: Ist B C Y beschrankt und ¢ eine stetige Halbnorm
auf Z, dann gibt es ein k € I mit

supq(Tiy — Tyy) <1 (4,5 > k).
yeEB

Folglich ist sup,cp q(Ty) < 1+ sup,ep q(Try) < oo. Da Y bornologisch ist, ist 7" auch
stetig. Schlieflich erhalten wir lim; 7; = T in L(Y, Z). ]

Eine Familie linearer Abbildungen (j; : X; — X), X; lokalkonvex, ist ein induktives
System auf einem Vektorraum X, wenn X die Vereinigung aller Teilrdume j; X; ist.
Existiert auf X eine feinste lokalkonvexe Topologie, so dass alle j; stetig sind, so heifst
diese die finale oder induktive Topologie. Eine absolutkonvexe Menge U C X ist eine
Nullumgebung fiir die induktive Topologie genau dann, wenn j; *(U) eine Nullumgebung
in X; ist fiir alle . Die Existenzbedingung fordert, dass diese Topologie Hausdorffsch sein
muss, [MV92, 24.6]. Direkte Summen und Quotienten nach abgeschlossenen Unterréu-
men sind Beispiele fiir induktive Topologien. Sind alle X; tonneliert (bornologisch), so ist
auch die induktive Topologie auf X tonneliert (bornologisch); [FW68, § 23 2.9], [Voi20,
Thm. 10.14].

Sei X lokalkonvex. Ist A C X abgeschlossen, absolutkonvex und beschrankt, so ist
die lineare Hiille [A] mit der Norm || - ||i4) := pa ein normierter Raum. Ist A zusétzlich
folgenvollsténdig, dann ist A eine Banachkugel; das bedeutet, dass [A] ein Banachraum
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ist, [MV92, 23.14|. Das induktive Sytem ([A] < X),4 erzeugt eine induktive Topologie
auf X, welche feiner ist als die Ausgangstopologie; die Topologien sind gleich genau dann,
wenn X ein bornologischer Raum ist; [FW68, § 23 5.1|, [MV92, 24.10]. Speziell tragt
ein Fréchetraum X die induktive Topologie der Familie aller [A] C X, A beschriankte
Banachkugel, [MV92, 24.15(c)].

Ein lokalkonvexer Raum X ist ein (strikter) (LF)-Raum, wenn er die induktive Topo-
logie eines abzdhlbaren induktiven Systems (X,, < X),en besitzt, welches aus Fréche-
traumen X, besteht, die lineare Teilrdume von X sind, X = U, X,,, so dass X,, C X1,
n € N, topologischer Unterraum ist. Man nennt X den induktiven Limes der Sequenz
der Stufenrdume X,, und schreibt X = ind,,_, X,,. Aus dem Grothendieckschen Faktori-
sierungssatz [MV92, 24.33| folgt, dass die Topologie eines (LF)-Raumes X nicht von der
Wahl der Stufensequenz X,, abhéngt, [MV92, 24.35]. Jede Stufe X, eines (LF)-Raumes
X = ind,_, X,, tragt die Unterraumtopologie von X, und jede beschréankte Teilmenge
B C X ist enthalten in einer Stufe X, und dort beschrankt; [FW68, § 24 1.2&2.2],
[Voi20, Theorem 10.8]. (LF)-Rdume sind tonneliert und bornologisch. Nach einem Satz
von Kothe sind (LF)-Raume vollsténdig, [FW68, § 24 3.1], [Voi20, Thm. 10.18].
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