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1 Integralrechnung in mehreren Variablen

Es werden Integrale in 2 und 3 Variablen eingefiihrt. Die Integrationstechniken der iterierten  12.0kt.
Integration und der Variablensubstitution werden behandelt.



1.1 Erinnerung an das eindimensionale Integral

Das (bestimmte) Integral einer Funktion f : [a,b] — R ist eine reelle Zahl, die mit

/abf(:v) dz

bezeichnet wird. Ist f > 0, dann gibt das Integral den Inhalt der Fliche an, die vom Graphen
von f, von der x-Achse und von den Senkrechten x = ¢ und x = b begrenzt wird. Man defi-
niert das Integral als Grenzwert von Riemannsummen, d.h. von Summen von Rechtecksinhalten.
Hierbei wird die Fliche nidherungsweise zerlegt in (disjunkte) Vereinigungen von Rechtecken
(Ausschopfungsverfahren).

Zwischen dem Integrieren und dem Differenzieren gibt es einen fundamentalen Zusammen-
hang, den Hauptsatz der Differential- und Integralrechung:

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a), wenn F'(z) = f(x). 0

Man nennt F' eine Stammfunktion fiir f. Zwei Stammfunktionen unterscheiden nur um eine
Konstante C' € R. Man nennt die Gesamtheit der Stammfunktionen das unbestimmte Integral
von f, und man schreibt dafiir [ f(z) dz = F(z) + C.

Wegen (1) ist eine Integralberechnung einfach, wenn eine Stammfunktion bekannt ist. Wichti-
ge Integrationstechniken sind die partielle Integration und die Substitutionsregel. Diese ergeben
sich mittels (1) aus der Produkt- und der Kettenregel der Differentialrechnung.

Das Integral ist linear und positiv:

/ab(af(x) + Bg(x)) de = oz/ab f(z)dz + ﬁ/abg(,r) du,

b
f>0 = / f(z)dz > 0.

Ferner fiihrt eine Zerlegung a = xg < 1 < --- < xny—1 < xn = b des Integrationsintervalles
[a, b] zu einer Summenzerlegung des Integrals:

N

b xj
/ f(z)de = f(x)dx.
a j=1 Tj—1

Diese Eigenschaften sind grundlegend fiir einen Beweis des Hauptsatzes (1).

Wenn — auch bei Anwendung der Integationstechniken — keine Stammfunktion aufgefunden
werden kann, dann ist eine numerische Berechnung des Integrals erforderlich. Numerische Re-
chenverfahren basieren auf der Summenzerlegungseigenschaft und verwenden geeignete Nihe-
rungen fiir die Integrale iiber die Teilintervalle. Solche Verfahren stehen als Software (in Matlab,
Maple u.A.) zur Anwendung zur Verfiigung.

Auch wenn die Definition des Integrals durch das Problem der Flichenberechnung motiviert
ist, ist eine Gleichsetzung von einem Integral mit einem Flacheninhalt im Allgemeinen zu kurz



gedacht. Ein Integral kann auch eine ganz andere geometrische Bedeutung haben. Ein Beispiel
ist die Lange L des Graphen von y = f(z):

b
L:/ V14 (f(x))?d.

1.2 lterierte Integration

Seien B C R? eine Teilmenge der Ebene und f : B — R, z = f(z,y) eine Funktion. Man
definiert, unter geeigneten Voraussetzungen an den Integrationsbereich B und den Integranden
f, das Integral

I:/fdAe]R
B

von f iiber B erkldren. Hier steht d A fiir das infinitesimale Fldchenelement (A von Area). Wenn
f nur positive Werte annimmt, dann ist / gerade das Volumen desjenigen Korpers im dreidimen-
sionalen xyz-Raum sein, der begrenzt wird durch den Graphen von f, die xy-Ebene und den
Mantel des Zylinders, dessen Basis B und dessen Achse die z-Achse ist.

Zur Definition des Integrals geht man dhnlich vor wie im Eindimensionalen. Man zerlegt B
in Teilbereiche B;:

B=B1UByU---UByp, BijkZQ,Wennj#ki.

Man wiihlt Punkte (z;,7;) € B; und zielt darauf, das Integral durch die zugehorige Riemann-
summe anzunihern:

N
/ FdARY " flaj,y)AB)).
B o

Der Flicheninhalt A(B;) kann leicht gebildet werden, wenn B; eine einfache geometrische Fi-
gur ist, wie etwa ein Rechteck oder ein Dreieck. I.A. kann B nur angenihert, aber nicht exakt, in
solch einfache Figuren zerlegt werden. Ist B beschrinkt und sein Rand stiickweise glatt und ist f
stetig, dann kann man zeigen, dass Folgen von Riemannsummen konvergieren, wenn die Durch-
messer d(B;) der B; — genauer: ihr Maximum max;—1,.. N d(Bj) — gegen Null konvergiert.
Der Limes der Folgen solcher Riemannsummen ist dann das Integral von f iiber B. Eine logisch
konsistente Begriindung wird in einer Integrationstheorie gegeben. Hierauf soll hier nicht néher
eingegangen werden.

Man zeigt fiir das zweidimensionale Integral wieder die grundlegenden Eigenschaften der
Linearitét und Positivitit:

/B (af(z) + Bg(x)) dA = /B f(z)dA+ 3 /B o(x) dA,
f>0 = /f(x)dAzo.
B

Ferner hat man die Zerlegungseigenschaft

N
/f(x)dA:Z/ f(l‘)dA, wenn B = B UBy U ---U By,
B . B,

J=17"3



wobei A(Bj N By) = 0, wenn j # k. Die ebengenannten Eigenschaften sind sehr wichtig
und werden oft benutzt. Fiir die praktische Berechnung konkret gegebener Integrale reichen sie
jedoch nicht aus.

Eine praktisch bedeutsame Integrationstechnik fiir zweidimensionale Integrale |’ g f(x)dA
ist die iterierte Integration. Wir erliutern sie fiir Normalgebiete. Sei B C R? ein Normalgebiet
(bzgl. der z-Achse), d.h. es gibt stetige Funktionen g, h : [a,b] — R, g < h derart, dass gilt

B=A{(z,y); a<z<b g(x) <y <h(z)} )
Somit wird B von den Graphen von g und h begrenzt.

Satz 1.2.1 (Satz von der iterierten Integration). Ist B ein Normalgebiet wie in (2) und ist f :

B — R stetig, dann gilt
b h(zx)
[raa= | ( [ i dy> . 3
B a g(z)

Durch diesen Satz wird eine zweidimensionale Integration auf zwei eindimensionale Integra-
tionen zuriickgefiihrt. Man spricht auch von Doppelintegralen und schreibt

/deA://Bf(:c,y)dyd:p.

Beispiel 1.2.2. Sei B = {(z,y); 0 <z <1, x <y < e”}. Dann ist

T

1 e
/QxydA:// 2zy dy dx
B 0 T
1
:/ 33(€2$—332)dx:-":€2/4.
0

Der Flicheninhalt eines Bereichs B wird definiert als
A(B) = / 1 dA. @
B

Fiir B wie in (2) erhélt man, wie erwartet, A(B) = f(f(h(x) — g(x)) dz. Aus der Positivitit des
Integrals erhilt man die einfache aber niitzliche Abschitzung:

m< f(z,y) <M = mA(B)S/AfdAgMA(B)

Einen Bereich der Gestalt

B={(z,y); a<y<b, gly) <z <h(y)}

nennt man ein Normalgebiet beziiglich der y-Achse. Hierfiir hat der Satz von der iterierten Inte-

gration die Form:
b h(y)
/ fdA:/ </ f(z,y) dx) dy.
B a 9()



Ist B sowohl beziiglich der x-Achse als auch beziiglich der y-Achse ein Normalgebiet, dann
kann die Integrationsreihenfolge beliebig gewihlt werden:

/deAz//Bﬂx,y)dydm://Bf<sc,y>dmdy.

Eine Anwendung dieser Formel erfordert aber Sorgfalt, denn die Integrationsgrenzen der eindi-
mensionalen Integrale miissen korrekt festgelegt werden.

Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge gilt allgemeiner fiir beliebige Integrationsberei-
che B. Fiir eine praktische Berechnung von Integralen liber B ist es niitzlich, B in Normalbe-
reiche zu zerlegen.

Beispiel 1.2.3. Die Menge B aus Beispiel (1.2.2) kann wie folgt in zwei Normalbereiche be-
ziiglich y-Achse zerlegt werden:

B={(z,y); 0<y<1 0<z<y}
U{(z,y); 1<y<e Iny<z<1}

Folglich kann das Integral so dargestellt werden:

1 pe”
/ 2zcy dA = / / 2zy dy dx
B 0 Jz
1 Y e 1
:/ / 2:Cydxdy—|—/ / 2zy da dy
0 Jo 1 Jlny

1 e
_ 3 ~ (n)?) du.
—/0 Yy <le+/1 y(1 - (Iny)) dy

Auf diesem Wege erhilt man natiirlich auch fiir das Integral den Wert €2 /4.
Wir illustrieren die Zerlegung in Normalgebiete an einem weiteren Beispiel.

Beispiel 1.2.4. Die folgende Menge B entsteht dadurch, dass aus einer Kreisscheibe eine in ihr
enthaltene Kreisscheibe entfernt wird:

B={(z,y); (+=2°+y* <4, (+ -1 +y* > 1}.
Wir zerlegen B in B = By U By U B3 mit
By ={(z,y); 0<2 <2, {/1-(x—1)2<y< 44— (z—2)?},
By ={(,9); 0<2<2, —/A—(2—-2?2<y<—/1-(z—1)2},
B3 ={(z,y); 2<x <4, —/4—(x—-2)2<y<+4—(zr—2)%}
Bj, By und Bs sind Normalbereiche beziiglich der x-Achse.

In drei Dimensionen definiert man fiir geeignete Integrationsbereiche B C R und integrier-  19.0kt.
bare Funktionen f : B — R das (bestimmte) Integral | g fdV € Rvon f tiber B beziiglich des



Volumenelements dV'. Wie im ein- und zweidimensionalen Fall geschieht die Konstruktion mit
geeigneten Ausschopfungen von B und vom Subgraphen von f. Das Volumen von B ist nach
Definition das Integral V(B) = [5 1dV. Analog zum zweidimensionalen Integral gelten Siitze
iber die iterierte Integration und die Vertauschbarkeit von Integrationsreihenfolgen, z.B.

/deV:///Bf(x,y,z)dzdydx:///Bf(x,y,z)dydxdz:...

Es ist bei der iterierten Integration wieder sehr wichtig, die Integrationsgrenzen korrekt zu be-
riicksichtigen. Fiir einen Normalbereich B der Gestalt

B = {(.T,y,Z); a<x< b, gl(x) < Yy < 92(.%‘)7 hl(‘ray) <z< h2($7y)}

berechnet man das Integral einer Funktion f iiber B wie folgt:

b rg2(z) rha(zy)
/de:/ / / f(x,y,z)dzdydz.
B a Jgi(z) Jhi(zy)

Das Volumen von B ist

V(B) = / /D (hi () — hale,y)) dy da,

wobei D = {(z,9); a <z <b, gi(z) <y < ga(2)}.
Beispiel 1.2.5. Das Volumen der dreidimensionalen Einheitskugel

B={(z,y,2); 2* +y* + 2 <1}
={(z,y,2); |z| <1, |y < V1—22, 2] <+/1—22—y2}

berechnet man wie folgt:
1 V1—z2
V(B):/ / 2¢/1— 2?2 —y?dyde
—1J—V1-22
1
_ / (1 — o) dz = 47/3.
-1
In der vorletzten Gleichung wurde die Formel f fa Va? —y?dy = ma?/2 benutzt.

1.3 Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten

Ein Punkt in der Ebene ist bestimmt durch seine kartesischen Koordinaten x und y. Sein Abstand
vom Ursprung des Koordinatensystems ist nach Pythagoras » = /22 + y2. Bezeichne ¢ den
Winkel zwischen der positiven xz-Achse und der Halbgeraden durch den betrachteten Punkt.
Diese Halbgeraden schneiden aus dem Kreis mit Radius 7 und Mittelpunkt im Ursprung einen
Kreisbogen der Lange r¢ aus. Hierbei ist der Winkel im Bogenmal} (Radian) anzugeben (nicht



in Grad — der Winkel ist eine Lange!). Man nennt r und ¢ die Polarkoordinaten des Punktes.
Seine kartesischen Koordinaten sind dann

T =rcosp, Y=rsinp. )

Da der Vollkreis die Lange 27 hat, gilt 0 < ¢ < 27. Es ist sinnvoll, auch negative Winkel
zuzulassen; diese entsprechen Durchlidufen der Kreisbgen vom Schnittpunkt mit der positiven
x-Achse zum betrachteten Punkt im Uhrzeigersinn (= negativer Durchlaufssinn). Winkel mit
|| > 27 entsprechen mehrfachen Umldufen. Den Winkel gewinnt man aus den kartesischen
Koordinaten im Falle x > 0 mit der Formel ¢ = arctan(y/x).

: |: :| |::L} |: ‘ } ’

die den Polarkoordinaten eines Punktes seine kartesischen Koordinaten zuordnet ist differen-
zierbar. Thre Jacobimatrix lautet

Dd(r, p) — cosp —rsinp
)= sing rcose |’

und ihre Jacobideterminante ist folglich J = J(r, ¢) = r. Die Jacobideterminante .J spielt eine
zentrale Rolle in der weiter unten behandelten Substitutionsregel fiir Integrale. Die Koordina-
tentransformation ® bildet den durch » > 0 und —7 < ¢ < 7 gegebenen Halbstreifen ab auf
die ldngs der negativen x-Achse geschlitzte xy-Ebene. Rechtecke werden auf Kreisringsegmen-
te abgebildet. Die (geschlitzte) Kreisscheibe mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius & > 0
entspricht dem Rechteck |0, R] x| — 7, 7| in der rp-Ebene.

Im dreidimensionalen Raum R? verwenden wir kartesische Koordinaten z, 3 und z. Liegt eine
Symmetrie beziiglich Rotationen um die z-Achse vor, dann ist oft die Verwendung von Zylinder-
koordinaten niitzlich. Dies sind Polarkoordinaten in der xy-Ebene wie in (5); die z-Koordinate
bleibt unverindert. In Zylinderkoordinaten kann man bequem Rotationskorper beschreiben. Ist
beispielsweise R : [a,b] — R eine stetige positive Funktion, dann ist

B ={(z,y,2); a<z<b, Va2 +y?> < R(2)}

ein massiver Rotationskorper beziiglich der z-Achse, dessen Schnitt in Hohe z eine Kreisscheibe
mit Radius R(z) ist.

In kugelsymmetrischen Situationen ist die Verwendung von Kugelkoordinaten p, ¢ und ¢
angebracht. Ausgehend von Zylinderkoordinaten gelangt man zu diesen, indem man in der rz-
Ebene Polarkoordinaten p und ¢ einfiihrt:

p=Vr2+2z2 r=pcosd, z=psind.

Hier sind r, p > 0, |¢| < 7w und |¢| < 7/2. Die Beziehungen zwischen kartesischen Koordina-
ten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten sind:

x T COS p cos @ cos
y| = |rsingp| = |psinpcos? | . (6)
z z psind



Auf einer Kugeloberfliche mit Radius p > 0 geben ¢ den Lingengrad und ©) den Breitengrad
an. Die Jacobideterminante der durch die Formel (6) gegebenen Abbildung (Koordinatentrans-
formation) von Kugelkoordinaten (p, ¢, ) in kartesische Koordinaten (z, y, z) berechnet man
direkt zu J = J(p, p,9) = p® cos .

1.4 Variablensubstitution

Die bekannte Substitutionsregel in einer Variablen hat folgende allgemeine Gestalt:

b B(b)

/ f(®(2))® (z) dz = / f(s)ds, Subst:s=®(z),ds = ' (z)dx.
a P(a)

Im Fall hoherdimensionaler Integrale wird ®’(z) durch die Jacobideterminante der Abbildung

® ersetzt. Wir betrachten zuerst den zweidimensionalen Fall der Substitutionsregel. Hier ist ®

eine differenzierbare Abbildung

¢:U — B, |:u:| — |::IZ:| = [x(u’v)] ,
v yl  [y(w,v)
welche U bijektiv auf B abbildet. Die Jacobideterminante ist nirgends Null: J = det D® #

0. Genauer setzt man voraus: ® ist ein (C'-)Diffeomorphismus von U auf B. Ein wichtiges
Beispiel ist die Abbildung ® von Polarkoordinaten (u,v) = (r, ) auf kartesische Koordinaten

(2,).
Satz 1.4.1 (Variablensubstitution in Doppelintegralen). Fiir eine iiber B integrierbare Funktion

f: B — Rgilt

//B f(z,y) dxdy://Uf(x(u7v)ay(u,v))\J(u,v)|dudv.

Der Grund fiir das Auftreten der Jacobideterminante .J ist, dass unter der Transformation
infinitesimale Fldcheninhalte mit dem Faktor J multipliziert werden. Der Betrag tritt auf, weil
Fldcheninhalte nicht negativ sind.

Beispiele 1.4.2. Die Formel der Variablensubstitution wird hier illustriert an Beispielen zur Be-
rechnung von Flidcheninhalten, d.h. fiir f = 1.
(i) Der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius R > 0 wird mit Hilfe von Polarkoordinaten
(5) wie folgt berechnet:

R 7 R
// 1d:cdy:/ / rdgodr:/ 2rr dr = TR
Ve +y?<R 0 Jom 0

Hier wurde J (7, ¢) = r benutzt.
(ii) Sei T eine reelle 2 x 2-Matrix mit det T" = t11to0 — t12t21 # 0. Die zu T" gehorige lineare

Abbildung,
T t11 tio u
o=l i)



bildet das Einheitsquadrat Q = [0, 1]? auf ein Parallelogramm P ab. P wird von den
Spalten von T' aufgespannt. Die Substitutionsregel ergibt die bekannte Formel A(P) =
| det T'| fiir den Flidcheninhalt des Parallelogramms P.
Stellt T" eine Drehung, eine Spiegelung oder eine Scherung dar, dann ist det T = +1.
Solche Abbildungen erhalten den Flicheninhalt.

(iii) Die achsenparallele Ellipse

E={(z,y); (z/a)* + (y/b)* < 1}

ist das Bild der Einheitskreisscheibe K = {(u,v); u? + v?> < 1} unter der linearen
Abbildung, die durch die Diagonalmatrix diag(a, b) dargestellt wird. Folglich:

A(E)—// 1dmdy—// abdudv = mab
(z/a)*+(y/b)*<1 u24v2<1

Man beweist die Substitutionsregel indem man sie mittels Zerlegung von U in kleine Quadrate
auf den im Beipiel (ii) behandelten Fall zuriickfiihrt.

Beispiel 1.4.3. Gesucht sei das Integral von f(x,y) = y iiber den Kreisringsektor B, der in
Polarkoordinaten gegeben ist durch 1 < r» < 2 und 0 < ¢ < 7/4. Mittels Substitution von
Polarkoordinaten erhalten wir:

w/4 2
/ydA://ydxdy:/ / rsinrdrde
B B 0 1

/4 2 _
:(/0 singodgo)(/l T‘2d7‘)=7(\g§\/§ D

Wir betrachten nun den dreidimensionalen Fall der Substitutionsregel. Sei dazu ein Diffeo-
morphismus zwischen offenen Teilmengen U, B C R? gegeben:

u x x(u, v, w)
d:U — B, vl — |yl = |ylu,v,w)
w E z(u, v, w)
Mit J wird wieder die Jacobideterminante bezeichnet:
[0,z Oyxr Oy
J = J(u,v,w) =det |0y Opy Ouy
| Ouz Opz Oz

Satz 1.4.4 (Variablensubstitution in Dreifachintegralen). Fiir eine iiber B integrierbare Funkti-
onf:B— Rgilt

///Bf(a:,y,z) drdydz

_ ///U P, v, ), y(u, v, w), 2(u, v, w))|T (1, v, w)| du dv dw,

26.0kt.



Man sagt auch, dass die kartesischen Koordinaten x, y, z substituiert werden durch i.A. krumm-
linige Koordinaten u, v, w.

Beispiel 1.4.5. Das Volumen eines rotationssymmetrischen Hohlkorpers
B={(z,y,2); a<2<b, Ri(z) < Va?+y* < Ry(z)}

kann man durch Substitution von Zylinderkoordinaten berechnen. Man erhilt:

b RQ(Z) iy b
V(B) = / /R o / rdepdrdz = 7T/ (Ra(2)* — R1(2)%) dz.
a 1(z - a

Hier wurde die Formel J = J(r, ¢, z) = r fiir die Jacobideterminante benutzt.

Beispiel 1.4.6. Wir berechnen das Volumen einer Kugel mit Radius R unter Benutzung von
Kugelkoordinaten p, ¢, ¥. In diesen Koordinaten entspricht die Kugel B dem Quader

0<p<R, —7m<p<m —w/2<9¥<7/2

Unter Benutzung von J = p? cos ¥ folgt

R ,m/2 ™
V(B):/O //2/ p? cos 9 dp dd dr

R ,m/2 R
:27r/ / pQCosﬁdﬁdr:éhr/ p*dr
0 J—n/2 0

47
= R
3

1.5 Massen, Schwerpunkte und Tragheitsmomente

Die mehrdimensionale Integration ist nicht nur fiir die Berechnung von Flicheninhalten und
Volumina wichtig.

Sei B C R? ein dreidimensionaler Korper. Seine (Massen-)Dichte p ist i.A. eine Funktion
des Ortes, p : B — R, p(x,y,z) > 0. Eine iibliche Einheit fiir die Dichte ist kg/m3>. Der
Korper heifit homogen, wenn seine Dichte konstant ist. Die Gesamtmasse (etwa in Kilogramm)

des Korpers ist
m(B) :/ dV = /// p(x,y,z)dzdy dx
B B

bzw. m(B) = pV(B) im homogenen Fall.
Die Schwerpunktskoordinaten (zg,ys, zg) von B erhilt man durch Mittelung der kartesi-
schen Koordinaten beziiglich der normierten Dichte, z.B.

s = m(lB)///Bxp(:c,y,z)dxdydz.

Wenn B homogen ist, dann kann die Konstante p gekiirzt werden, und man hat dann:

xg—v(lB)///Bxdxdydz.

10



Beispiel 1.5.1. Sei B ein Halbzylinder
B={(z,y,2); 0<y, [2| <1, 2> +y* <4},

der aus zwei Materialien unterschiedlicher Dichte zusammengesetzt ist:

( ) p1, wennx? 4+ y? <1,
:E, ’Z =
Py p2, wennl < x4 y? < 4.

Wir berechnen yg. Unter Verwendung von Zylinderkoordinaten gilt:

1 1 2
m<B):/1/o </0 PleT+/1 pgrdr> dpdz =7(p1 + 3p2).

1 1 2
m(B)ys = /1/0 (/0 rsin(go)plrdr—i—/l rsin(p) par dr) dpdz
1 2 4
= 4(/ prr? dr + / por? dr) = §(pl + 7p2).
0 1

U = 4(p1 + Tp2)
3m(p1 + 3p2)
Im homogenen Fall p = p; = po giltys = 8/37 < 1. Aus Symmetriegriinden gilt g = 0 = zg.

Weiter:

Es folgt:

Das Triigheitsmoment (Einheit: kg - m?) beziiglich der z-Achse eines Korpers B mit Dichte-
funktion p = p(z, y, z) ist die Zahl

L(B) = //B(:E2 + ) p(z,y, 2) dz dy dz.

Allgemein ist [(B) = [ r?pdV, wobei r den Abstand zur Drehachse bezeichnet.

Beispiel 1.5.2. Sei B ein homogener Wiirfel mit Kantenlidnge 2a und Mittelpunkt im Koordina-
tenursprung. Sein Triagheitsmoment beziiglich der z-Achse ist

IZ(B):/ / / (z% 4+ y*)pda dy dz

a a 16
= (2a)2p(/ z? dx—i—/ y? dy) = gpa?

Beispiel 1.5.3. Es sei ein rotationssymmetrischer Hohlkorper B wie im Beispiel 1.4.5 gegeben.
Ahnlich wie bei der dort durchgefiihrten Volumenberechnung verwenden wir Zylinderkoordina-
ten und erhalten fiir das Tragheitsmoment:

1

b
L(B)=-= 27rp/ (Ra(2)* — Ri(2)") dz.

Hier wurde vorausgesetzt, dass die Dichte p konstant ist.
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1.6 Ableitung von Integralen nach Parametern

Die Dichte eines stromenden Gases hdngt nicht nur vom Ort, sondern auch von der Zeit ab. Will
man den Massenfluss durch einen Bereich B C R? bilanzieren, so wird man darauf gefiihrt,

Integrale der Form
— []] szt dsdya:
B

als Funktionen der Zeit ¢ zu behandeln. Insbesondere ist wichtig, ob und wie man nach ¢ dif-
ferenzieren kann. Integrale der obigen Art, welche von einem Parameter abhéingen, treten nicht
nur in der Kontinuuumsmechanik auf sondern beispielsweise auch in theoretischen Untersu-
chungen zum StraBenverkehr: N (¢ f p(x,t) dz kann hier die Anzahl der Fahrzeuge in
einem StraBenabschnitt [a, b] bei gegebener Fahrzeugdlchte p(x,t) bedeuten.

Satz 1.6.1. Ist f : [a,b] x [ — R stetig, I C R Intervall, dann ist die durch

—/bf(x,t)da:, tel

definierte Funktion F' : I — R ebenfalls stetig. Ist f zusdtzlich partiell nach t differenzierbar
mit stetiger Ableitung, dann ist F differenzierbar und

d bof
%F(t) Y

a

—(z,t)dz, tel.

Der Satz besagt, dass unter den genannten Voraussetzungen Ableitung und Integral vertauscht
werden diirfen. Ein Beweis des Satzes folgt aus der Tatsache, dass ein Integral mit einem Grenz-
wert vertauscht werden kann, wenn sogenannte gleichméfige Konvergenz vorliegt.

Beispiel 1.6.2. Fiir ¢ # 0:

2
F(t) = /1 1 sin(tx) dz,

X

Flt) = /1 i % <1 sm(tac)) dz = /1 * cos(iz) dz
1

_ sin(2t) —sint
= t .

Der obige Satz gilt entsprechend fiir mehrdimensionale Integrale, z.B. hat man unter geeigne-
ten Voraussetzungen:

///fxy,ztdxdydz—/// (z,y,2,t)dxdy dz.

Eine wichtige Voraussetzung ist hier, dass das Integrationsgebiet B nicht vom Parameter ¢ ab-
hingt.
Im Falle eindimensionaler Integrale hat man den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung: .
d
G | r@de = s,

12
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Aus dem Hauptsatz folgt die bekannte Regel zur Berechnung von Integralen mittels Stammfunk-
tionen. Aus ihm folgt in Verbindung mit der Kettenregel auch

b(#)
G @ = seowo.

Allgemeiner gilt

d [t / / "
dt/@(t) f(z,t)dz = f(b(t), )V (t) — f(a(t), t)a (t)+/a(t) B, (x,t) d.

Dies ist eine Formel fiir die Ableitung von Integralen nach Parametern, wobei auch das Inte-
grationsintervall von den Parametern abhidngen darf. Zum Beweis der Formel wendet man die
Kettenregel an auf die Verkettung folgender Funktionen mehrerer Variablen:

b
o (a(t), b)), (ta,b) / F,t) da.

Beispiel 1.6.3.
d vt

—t 4t —t 4 3¢
o7 (e*“2+t)dx:i+\/£:6 *
0

2Vt 2Vt

Bei der Laplace- und der Fouriertransformation von Funktionen treten uneigentliche Integrale
auf, die von Parametern abhingen. Im Fall der Laplacetransformation haben dies Integrale die
Gestalt

Fls) = /0 T e () da

Auch hier kann man unter gewissen Voraussetzungen Ableitung und Integral vertauschen. Hier-
auf gehen wir spiter bei der Behandlung der Laplacetransformation ein.

Beispiele zeigen, dass das Vertauschen von Grenzwertoperationen nicht voraussetzungslos
moglich ist.

2 Eigenwertprobleme

Eigenwertprobleme treten in vielen Anwendungen auf, beispielsweise in der Untersuchung von
Schwingungen. Eigenwerte und Eigenvektoren spielen eine wichtige Rolle in der Behandlung
von Systemen linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

2.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei A = (a;x) eine n x n-Matrix. Ein n-dimensionaler Vektor z # 0 heiit ein Eigenvektor,
wenn es eine Zahl A gibt, sodass gilt
Az = \z. (7

Man nennt A den zum Eigenvektor z gehorigen Eigenwert.
Vielfache von z sind ebenfalls Eigenvektoren von A mit demselben Eigenwert .

13



Beispiel 2.1.1. Ein Eigenvektor einer 3 x 3-Matrix zum Eigenwert A = 2:

0 1 1| |1 1
-3 2 3| |1 =21
1 1 0] |1 1

Beispiel 2.1.2. (Koppelschwingungen) Zwei Massen m; und mo sind an Federn mit der Feder-
konstanten c aufgehingt. Zusitzlich sind die Massen durch eine Feder mit der Federkonstanten
d gekoppelt. Die Schwerkraft wird ignoriert. Fiir die Auslenkungen s;(t) und s2(t) zum Zeit-
punkt £ der Massen aus ihren Ruhelagen (s; = 0) leitet man mit Hilfe des Hooke’schen Gesetzes
folgende Bewegungsgleichungen her:

mls"l + cs1 + d(Sl — 82) = 0,
mass + cse + d(sa — s1) = 0.

Gesucht sind Schwingungslosungen s;(t) = v; cos(wt) mit gleicher Kreisfrequenz w. Einsetzen
in die Gleichungen fiihrt auf das Eigenwertproblem

d d
i [RRE
g e | V2 v2
Im Spezialfall gleicher Massen m = mj; = ms findet man zwei Losungen, die verschiedenen
Schwingungszustianden entsprechen, einer gleichphasigen Schwingung mit

c
w=,4/—, v =1uv2=1,
m

und einer gegenphasigen Schwingung mit

/ 2d
w= et , vy =19 =—-1.
m

Das folgende Beispiel zeigt, dass reelle Matrizen nicht notwendig reelle Eigenwerte haben
und dass es sinnvoll ist, komplexe Eiegenwerte zuzulassen.

Beispiel 2.1.3. Ist z # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert A fiir die Matrix

0 —1
A= 3

I

Eine Losung gibt es genau dann, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet:

dann ist dies gleichwertig mit

-2 -1
2 _

Hierfiir gibt es keine reelle Losung A. Aber es gibt die komplexen Eigenwerte A = ¢ und A = —i.
Die Matrix A stellt eine Drehung um 90° dar.
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Wir sind primir an Eigenwerten und Eigenvektoren reeller Matrizen A = (a;;) € R™*"
interessiert. Um alle Eigenwerte, auch die komplexen, erfassen zu konnen, betrachten wir all-
gemeiner auch komplexe n x n-Matrizen. Jede reelle Matrix ist via R™"*"™ C C™*"™ auch eine
komplexe Matrix. Fiir das Rechnen mit komplexen Matrizen gelten die gleichen Gesetze wie fiir
reelle Matrizen.

Sei A € C"*" eine n x n-Matrix. E = E,, bezeichne die n x n-Einheitsmatrix. Durch

Xa(\) = det(A — AE) = (—1)" det(A\E — A)

ist eine Polynom vom Grade n mit fithrenden Koeffizienten (—1)™ definiert. Man nennt es das
charakteristische Polynom von A.

Beispiel 2.1.4. Das charakteristische Polynom der Matrix aus dem Beispiel 2.1.1 lautet:

A -1 -1
xaA) = (=133 Xx=2 ;3 = =—A-1DA+1D(A-2)
-1 -1

Satz 2.1.5. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4(\) sind genau die Eigenwerte
von A.

Begriindung: Ein Vektor z # 0 ist genau dann ein Eigenvektor mit Eigenwert A, wenn Az =
Az gilt, d.h. wenn (A — AE)z = 0. Diese Gleichung besitzt genau dann eine vom Nullvektor
verschiedene Losung, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix Null ist.

Im obigen Beispiel sind 1, —1 und 2 die einzigen Eigenwerte von A.

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom iiber den komplexen Zahlen in
Linearfaktoren zerféllt:

PN = A" an A" e dFag= (A=) - (A=A

Insbesondere besitzt jedes nichtkonstante Polynom mindestens eine Nullstelle in C. Die Null-
stellen \; sind i.A. nicht sdmtlich verschieden.

Folgerung 2.1.6. Jede n x n-Matrix besitzt n Eigenwerte, wobei diese mit ihrer Vielfachheit
gezdhlt werden.

Die (algebraische) Vielfachheit eines Eigenwertes ist die Anzahl der zugehorigen Linearfak-
toren in der Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms.
Das iibliche Vorgehen zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A €
C™*™ ist wie folgt:
1. Stelle das charakteristische Polynom y 4 () auf und berechne seine Nullstellen. Diese Null-
stellen sind Eigenwerte von A.
2. Bestimme zu einem gegebenen Eigenwert A von A einen Eigenvektor durch Losen des ho-
mogenen linearen Gleichungssystems (A — AE)z = 0 mit z # 0.
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Beispiel 2.1.7. Die Eigenwerte der Matrix A aus Beispiel 2.1.1 wurden bereits bestimmt: 1, —1
und 2. Zugehorige Eigenvektoren sind die Spalten der Matrix

1 0 1
T=10 1 1},
1 -1 1

und die Vielfachen dieser Spalten. Man sieht, dass 7" invertierbar ist. Dass die Spalten von 7'
Eigenvektoren sind, driickt sich in folgender Gleichung aus:

AT =TD, D =diag(1,—1,2).
Das obige Vorgehen dndert sich nicht, wenn komplexe Eigenwerte vorliegen: 9.Nov.

Beispiel 2.1.8. Die Matrix in Beispiel 2.1.3 hat die Eigenwerte ¢ und —i. Aus der Gleichung

b -

schlieBt man, dass die skalaren Vielfachen des Vektors [1,4]” die (einzigen) Eigenvektoren zum
Eigenwert —i sind. Analog sieht man, dass [i, 1]7 ein Eigenvektor zum Eigenwert i ist. Wie im
vorherigen Beispiel kann man das Ergebnis auch so notieren:

1 e

In den obigen Beispielen sind die Eigenvektoren linear unabhingig. Dies gilt allgemein, wenn
die Eigenwerte verschieden sind:

Satz 2.1.9. Sind v1, . .., vy, Eigenvektoren einer Matrix A zu Eigenwerten A1, . . ., A, die paar-
weise verschieden sind, dann sind diese Eigenvektoren linear unabhdngig.

Angenommen der Satz wire falsch, d.h. die Eigenvektoren sind linear abhingig. Es gilt also
Z;”Zl c;jv; = 0 wobei nicht alle Koeffizienten ¢; Null sind. Dann ist auch

0=(A=ME)) vy =Y ¢j(N — M)y
j=1 j=1

Hieraus folgt, dass auch eine m — 1-elementige Teilmenge der Vektoren linear abhéngig ist. So
fortfahrend erhielte man, dass es einen einzelnen Vektor v; gibt, der linear abhéingig und folglich
der Nullvektor ist. Dies widerspriiche aber der Tatsache, dass Eigenvektoren nicht Null sind.
Kennt man Eigenwerte und Eigenvektoren von A, dann kennt man auch solche von A2, A3
usw. In der Tat, aus (7) folgt A"z = \""z.
Der Kern einer linearen Abbildung ist ein linearer Teilraum. Dass eine Zahl A € C ein Eigen-
wert von A € C™*™ ist, kann man auch so ausdriicken: Die Dimension des linearen Teilraums

V) := Kern(A — \E) Cc C"

ist > 1. Die Vektoren 0 # v € V) sind genau die zu A gehorigen Eigenvektoren. Man nennt
V) den zum Eigenwert A gehorigen Eigenraum. Ist A reell und sind die Eigenwerte von A reell,
dann geniigt es, den reellen Eigenraum V), N R™ zu betrachten.
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2.2 Diagonalisierung, Normalformen

Zwei n x n-Matrizen A und B heiflen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix 71" gibt mit
B=T7'AT. ®)
Satz 2.2.1. Die charakteristischen Polynome und die Eigenwerte dhnlicher Matrizen sind gleich.

Aus (8) folgt (B—AE) = T~ (A—\E)T und dann mit der Multiplikativitit der Determinante
det(B — AE) = det(T 1) det(A — AE) det(T) = det(A — \E).

Folglich x5(\) = xa(A) wie im Satz behauptet.

Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix sind genau ihre Diagonalelemente; die Vektoren e; =
[0,...,1,0,...]" der Standardbasis sind dann Eigenvektoren. Eine Matrix A heiBt diagonali-
sierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix D ist:

A1
T 'AT =D = . 9)
An

Wir nennen diese Darstellung eine Diagonalisierung von A mit der Transformationsmatrix 7.
Die j-te Spalte von T ist der Vektor v; = T'e;. Dies ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
Aj, denn: o o

A’Uj = ATGJ' == TDej == T()\jej) = )\jvj.

Satz 2.2.2. Eine n X n-Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es n Eigenvektoren gibt,
die linear unabhdingig sind.

Anders ausgedriickt: A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis des R™ oder des
C™ gibt, die aus Eigenvektoren besteht. Bildet man die Matrix 7, die diese Vektoren als Spalten
hat, dann ist T" invertierbar und T transformiert A wie in (9) in eine Diagonalmatrix A.

Beispiele 2.2.3. Die Eigenwerte und Eigenwerte der Matrizen A in den ersten beiden Beispielen
wurden bereits bestimmt. Die nachfolgenden Formeln fassen diese Ergebnisse zusammen.

o)

1 0 1 0 1 17t o0 1 1
0 1 1| |-3 2 3[|lo 1 1|=| -1
1 -1 1 1 1 0] [1 -1 1 2
(i1)
i 1170 —1][i 1] _[i o0
[1 z] {1 0}_1 z’]_[() —z}

(iii) Die Matrix
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ist nicht diagonalisierbar, da es keine Basis aus Eigenvektoren gibt. Der einzige Eigenwert
ist A\ = 0 und alle Eigenvektoren sind Vielfache von e; = [1, 0]7. Das charakteristische
Polynom lautet y 4(A) = A% Der Eigenwert 0 besitzt die algebraische Vielfachheit 2 aber
die geometrische Vielfachheit ist nur 1; d.h. A = 0 ist eine doppelte Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms, aber die Dimension des zugehorigen Eigenraumes ist nur 1.

Eine reelle Matrix A = (a;;) € R™™ heift symmetrisch, wenn A7 = A gilt, d.h. wenn
ay; = a;y, fiiralle 4, k. Gilt AT = A=, dann heiBt A orthogonal. Dreh- und Spiegelungsmatrizen
sind fundamentale Beispiele orthogonaler Matrizen. Die Spalten einer orthogonalen Matrix sind
Einheitsvektoren, die paarweise aufeinander senkrecht stehen.

Die folgende Tatsache ist bemerkenswert und sehr wichtig.

Satz 2.2.4. Eine symmetrische Matrix besitzt ausschlieflich reelle Eigenwerte und sie ist diago-
nalisierbar.

Ist A symmetrisch und sind v und w Eigenvektoren
Av = v, Aw = pw zu Eigenwerten A # p,
dann stehen diese Vektoren senkrecht aufeinander, denn

-w = (Av) w=v- (Aw) =v - (pw) = pv - w

kann nur gelten, wenn v-w = 0 gilt. Diese Tatsache hingt zusammen mit folgender Prizisierung
der Aussage des obigen Satzes.

Satz 2.2.5. Ist A € R"*" symmetrisch, dann gibt es eine orthogonale Matrix S € R™*"™ mit

A1
STAS =D = , A ER
An

Die Spalten von S bilden eine Orthonormalbasis bestehend aus Eigenvektoren von A.

Beispiel 2.2.6. Die symmetrische 2 x 2-Matrix

)

hat die Eigenwerte 3 und —1. Zugehorige Eigenvektoren sind [1, 1]7 bzw. [—1, 1]T; beide haben
Linge /2. Mit

1 1 1 171 1 3 0
O T i { RI FE  ]
hat man die Diagonalisierungen ST AS = T~ AT = D. Die Matrix S ist orthogonal und stellt
eine Drehung um 45° dar. T ist nicht orthogonal.
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Zu einer symmetrischen Matrix A = (a;;) € R™*™ gehort eine Funktion Q4 : R” — R, 16.Nov.

I

n n

i=1 k=1 T

die zu A gehorige quadratische Form. Der Gradient von ) 4 ist VQ 4(x) = 2Az, die Hessema-
trix der zweiten Ableitungen ist = 2A.

Beispiel 2.2.7. Zu A aus dem Beispiel (2.2.6) gehort die quadratische Form
Qa(z1,22) = m% 4+ 4x129 + x%
Wechselt man mit S~! = ST = S von den rechtwinkligen Koordinaten (1, z2) zu den recht-
winkligen Koordinaten (y1, y2), y==95 ~lz, dann geht () 4 Uiber in die quadratische Form
Qp(y1,y2) = 3y7 — v3.

Diese Vereinfachung nennt man eine Hauptachsentransformation. Man kann sie geometrisch
beispielsweise wie folgt interpretieren: Die Gleichung 23 + 4172 + 23 = 1 beschreibt eine
Hyperbel; in den y-Koordinaten ist sie durch die einfachere Gleichung 3y? — y3 = 1 gegeben.

Eine symmetrische Matrix A heift positiv definit, wenn Q 4(z) = 2T Az > 0 fiir alle Vekto-
ren x # 0 gilt; sie heilt negativ definit, wenn — A positiv definit ist. A heifit indefinit, wenn Q) 4
sowohl positive als auch negative Werte annimmt. Die Matrix A in Beispiel (2.2.6) ist indefinit.

Satz 2.2.8. Fiir eine symmetrische Matrix A sind dquivalent:
(i) A ist positiv definit.
(ii) Die Eigenwerte von A sind alle > 0.
(iii) Die zu A gehdorige quadratische Form Q) 5 besitzt ein striktes Minimum im Nullpunkt.

Ein Beweis folgt mit einer Anwendung von Satz 2.2.5.

Beispiel 2.2.9. Die symmetrische Matrix
4 =2
=15 ]
ist positiv definit, denn ihre Eigenwerte sind %(7 +v/17) > 0. Folglich gilt

Qa(zy,x2) = 4$% — 4129 + 3:r% >0 wenngz # 0.

Die grundlegenden Beispiele nichtdiagonalisierbarer Matrizen sind n x n-Jordank&stchen,
n > 1:
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Das charakteristische Polynom lautet y 4 (A) = (A—a)™. Somit ist A\ = a der einzige Eigenwert.
Der zugehorige Eigenraum ist eindimensional, er wird von e; aufgespannt. Man sagt, dass der
Eigenwert die algebraische Vielfachheit n und die geometrische Vielfachheit 1 hat.

Satz 2.2.10 (Jordan’sche Normalform). Jede quadratische Matrix A ist dhnlich zu einer Matrix
B = T~ 'AT, welche eine Blockdigonalgestalt hat; alle Diagonalblécke sind Jordankdistchen
und die Nichtdiagonalblocke sind Null.

Die Jordan’sche Normalform wird berechnet, indem man Hauptvektorketten bestimmt. Hier-
auf soll hier nicht niher eingegangen werden.

2.3 Berechnung von Eigenvektoren

Nur fiir Matrizen niedriger Dimension oder einfacher Bauart ist ist eine Berechnung von FEi-
genwerten {iber das charakteristische Polynom sinnvoll. In praktischen Anwendungen benutzt
man entsprechende Software wie Maple, Matlab, Octave 0.A. In Matlab oder Octave berech-
net der Befehl eig (2A) die Eigenwerte der vorher definierten Matrix A. Der zugrundeliegen-
de Algorithmus fiihrt eine sogenannte Schur-Zerlegung durch, die eine (Fast-)Diagonalisierung
ST AS = D liefert, wenn A symmetrisch ist. Hier ist ein Aufrufbeispiel in Matlab (oder Octave):

matlab> A=[4 2; 2 17];
matlab> [S, D] = schur(A)
S =
0.89443 -0.44721
0.44721 0.89443

5 0
0 0

Die Dimension n eines Eigenwertproblems Az = Az, A € R™*", kann in der Praxis sehr
grof3 sein. Beispiele fiir Eigenwertprobleme mit sehr grolen Matrizen tauchen in folgenden Zu-
sammenhingen auf:

(i) Die Eigenschwingungen eines Korpers B C R3, der an seinem Rand eingespannt ist,

werden durch die Losungen des folgenden Differentialgleichungsproblems gegeben:

Ugg + Uyy + Uz + Mu=0 inB,
u =0 auf dem Rand von B.

Eine numerische Berechnung auf Basis der Methode der Finiten Elemente fiihrt auf ein
Eigenwertproblem mit einer hochdimensionalen Koeffizientenmatrix.

(i) Die Suchmaschine Google 16st zwecks Bewertung der Relevanz von Webseiten fiir Suchan-
fragen ein Eigenwertproblem mit einer n X n Matrix, der sogenannten Google-Matrix,
wobei n die Anzahl aller Webseiten im Internet ist. Der Eigenvektor zum betragsgrofiten
Eigenwert enthilt die fiir die Bewertung benéotigten Informationen.
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3 Lineare Differentialgleichungssysteme

Gewdhnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung kann man in gleichwertige Differential-
gleichungssysteme erster Ordnung tiberfiihren, z.B.:

" / yi Y2
v =gt u,u) = = )
9 ) [yé} L](t, Y1, yQ)]

wobei y; = u, yo = u’. In Vektornotation schreibt man ein Differentialgleichungssystem kurz
so:y' = f(t,y). Ist f linear in der Vektorvariablen y, dann spricht man von einem (homogenen)
linearen Systgm. Wir befassen uns nur mit linearen Systemen. Fiir diese gibt es eine umfang-
reiche Losungstheorie. Zur (ndherungsweisen) Losung allgemeiner, auch nichtlinearer, Systeme
muss man meist auf numerische Verfahren (Runge-Kutta u.A.) zuriickgreifen.

3.1 Fundamentalmatrizen

Ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung hat die Gestalt

y' = A(t)y + b(t). @

Hier sind A(t) = (a;x(t)) € R™™ und b(t) = [by(t),...,b,(t)]T € R™ definiert fiir alle ¢
aus einem Intervall I C RR. Die Funktionen a;(t) und b;(t) sollen mindestens stetig sein. Eine
Losung fiir (I) ist eine differenzierbare Vektorfunktion 3 : I — R™, y(t) = [y1(t), ..., yn(t)]%,
welche fiir alle ¢ € I das folgende Gleichungssystem erfiillt: a

yit) = an®yi(t) +a®)y(t) +... +awm(Oya(t) +bi(t)
Yo(t) = an(t)yi(t) +a(t)y2(t) +... +agu(t)yn(t) +ba(t) 10)
yjz.(t) = an(y1(t) +an2 (t)y2 (t) +... Fann(Byn(t) +bu()

Man nennt (I) ein inhomogenes System, wenn die Storfunktion b(¢) nicht Null ist, d.h. wenn
b(t) # 0 fiir mindestens ein ¢ € I gilt. Das zu (I) gehdrige homogene System lautet

Y = A(t)y. (H)

Satz 3.1.1. Zwischen den Losungen eines inhomogenen Systems (1) und denen des zugehdorigen
homogenen Systems (H) besteht folgender Zusammenhang:
(i) Die Differenz zweier Losungen von (1) ist eine Losung von (H).
(ii) Addiert man zu einer Losung von (1) eine Ldsung von (H), dann erhdlt man wieder eine
Losung von (1).
(iii) Die Losungsmenge von (H) bildet einen Vektorraum.

Wir iiberzeugen uns nur davon, dass (i) gilt: Seien y; (¢) und y2(¢) Losungen von (I) und setze
z(t) = y1(t) — y2(t). Dann gilt

Z(t) =y (t) — 52’ (1) = (A®)yr () + b(t)) — (A(t)ya(t) + b(t)) = A(t)z(2).
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Also erfiillt z(¢) das homogene System (H).
Im Falle n = 1 hat man die Differentialgleichung ' = a(t)y + b(t). Diese kann bekanntlich
mit zwei Integrationen geldst werden:

y(t) = Ceo®) 4 o®) / e Op() dt,  a(t) = / a(t) dt.

Liegt ein n x n-System vor, dessen Koeffizientenmatrix A(¢) eine Dreiecksgestalt hat, dann
kann dieses durch sukzessives Losen von n skalaren linearen Differentialgleichungen gelost
werden.

Beispiel 3.1.2. Betrachte fiir ¢ > 0 das 2 x 2-System

/
No= Y i ist (H) mit A:[l ﬂ

yé = 192 0 I

In der zweiten Gleichung tritt y; nicht auf, die allgemeine Losung dieser Gleichung ist ys(t) =
cot. Einsetzen in die erste Gleichung reduziert diese auf y; = y; + cot. Sie hat die spezielle
Losung y1(t) = —co(t + 1) und die allgemeine Losung 1 (t) = —ca(t + 1) + c1el. Damit haben
wir alle Losungen des obigen Systems gefunden:

RGN —t—1] [et —t—1 c1
Q(t) - |:y2(t):| =C |:0 + c2 ¢ ~lo + + e
fiir beliebige Zahlen ¢y, co. Die Losungsgesamtheit konnen wir kiirzer auch so angeben:

y(t) =Y (t)e, Y(t)= [Ot _tt— 1] ,

Es gilt Y'(t) = A(t)Y (¢) fiir alle ¢ € I, denn die Spalten von Y (¢) sind Losungen von (H).

Eine differenzierbare Funktion Y : I — R™*™ heit Losungsmatrix fiir das homogene n x n-
System (H), wenn Y'(t) = A(¢)Y (¢) fiir alle t € I gilt, wenn also die m Spalten von Y ()
Losungen fiir (H) sind. Eine Losungsmatrix Y'(¢), die invertierbar fiir alle ¢ ist, nennt man eine
Fundamentalmatrix; insbesondere ist dann m = n. Im obigen Beispiel haben wir eine Funda-
mentalmatrix konstruiert.

Satz 3.1.3. Sei Y (t) € R"*" eine Fundamentalmatrix fiir ein vorgelegtes homogenes lineares
Differentialgleichungssystem (H). Dann sind alle Losungen dieses Systems von der Form

y(t) =Y (t)e, ceR™ (11)

Dass durch (11) Losungen fiir (H) gegeben sind ist klar, da Y () eine Losungsmatrix ist. Dass
man so alle Losungen erhilt, ist nicht so einfach einzusehen. Fiir eine Begriindung benotigt
man folgenden Eindeutigkeitssatz: Sind y(¢) und z(¢) zwei Losungen von (H) (mit gleichen
Koeffizientenmatrizen A), die an mindestens einer Stelle to € I gleich sind, dann sind sie fiir
alle t € I gleich. Hat man nun irgendeine Losung z(¢) von (H), dann fixiert man ein ¢y € I und
setzt

c= Y(tg)_ly(to) € R".
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Dann ist y(t) = Y (¢)c eine Losung von (H) mit z(ty) = y(to). Also z(t) = y(¢) firallet € T
nach demiEindeutigkeitssatz. a a

Oft interessiert man sich nicht fiir die allgemeine Losung eines Differentialgleichungssystems,
sondern fiir eine spezielle Losung, die vorgegebene Anfangsbedingungen erfiillt, z.B.

Yy =A@y, ylto) =z (12)

Liegt eine Fundamentalmatrix Y (¢) vor, dann 16st man dieses Anfangswertproblem durch y(¢) =
Y (t)c, wobei der Vektor ¢ aus der Gleichung Y (tg)c = z bestimmt wird. Dies ist ein lineares
Gleichunsgssystem mit invertierbarer Koeffizientenmatrix. Die Losung des obigen Anfangswert-
problems (12) ist daher

y(t) = Y (Y (to) 'z

Es gibt keine weitere Losung. Diese Eindeutigkeitseigenschaft erwartet man aus Griinden der
Kausalitit, falls die Differentialgleichungen Bewegungsgleichungen der Mechanik sind.

Beispiel 3.1.4. Fiir das homogene 2 x 2-System (H) auf dem Intervall I =]0, oo mit der Koef-
fizientenmatrix

Do

1 o[- 4
At) = m [_tg 2t +1]

ist, wie man durch Nachrechnen bestitigt, die Matrix

eine Losungsmatrix. Thre Determinante ist det Y (t) = ¢2 + 1 # 0. Folglich ist Y (¢) eine Fun-
damentalmatrix fiir das gegebene homogene Differentialgleichungssystem. Wir suchen nun eine
Losung von y’ = A(t)y, die die Anfangsbedingung y(1) = [1, 3] erfiillt. Wir rechnen:

|

Die Losung des gestellten Anfangswertproblems ist somit:

11 —4171 1)1 23
S ¢ _ t
y() =3 [t tQ] [—1 1] [3] [Qt—I—tQ]
Ist Y(¢) eine n x n Losungsmatrix fiir (H), dann nennt man die Determinante W (t) =

det Y'(t) die Wronski-Determinante der Losungsmatrix. Man leitet folgende skalare Differen-
tialgleichung hierfiir her:

W' = a(t)W, wobeia(t) = Spur A(t).

Die einzige Losung dieser Differentialgleichung, welche Nullstellen besitzt, ist die Nullfunktion.
Da wir Y (¢) genau dann eine Fundamentalmatrix nennen, wenn W (t) # 0 gilt fiir alle ¢, folgt
aus diesen Uberlegungen die erste Aussage des nachfolgenden Satzes.
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Satz 3.1.5. Sei ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem (H) vorgelegt. Dann gelten
fiir dieses:
(i) Eine Losungsmatrix Y (t) ist eine Fundamentalmatrix, wenn sie fiir ein t — und daher fiir
alle t — invertierbar ist.
(ii) Es gibt eine Fundamentalmatrix.

Der der Existenzaussage zugrundeliegende Beweis ist i.A. nicht dazu geeignet, eine explizi-
te Fundamentalmatrix zu finden. Das systematische Auffinden von Fundamentalmatrizen ist im
Falle variabler Koeffizienten a;(¢) nur in Spezialfillen moglich. Sind die Koeffizienten dage-
gen konstant, kann man mit den Methoden der Linearen Algebra effektiv Fundamentalmatrizen
bestimmen. Dies ist das Thema des nédchsten Abschnittes.

3.2 Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten nun homogene lineare Differentialgleichungssysteme (H), deren Koeffizienten-
matrix konstant ist, d.h. die Matrixelemente hingen nicht von ¢ ab:

Y =Ay (13)

mit A = (a;;) € R™". Im Fall n = 1 liegt eine skalare Gleichung 3’ = ay vor. Jede Losung ist
eine Vielfaches von y(t) = e®. Fiir (13) probieren wir den e-Ansatz y(t) = e*v mit einer Zahl

A und einem konstanten Vektor v # 0. Wir differenzieren: 3/'(t) = Ay(t). Die Rechnung
y'(t) = Ay(t) <= My(t) = Ay(t) <= Iv = Av

zeigt, dass der Ansatz genau dann eine Losung liefert, wenn v ein Eigenvektor zum Eigenwert
A ist. Liegen Eigenvektoren vy, ..., v, € R" mit zugehorigen Eigenwerten Ay,..., A\, € R”
vor, dann ist

Y(t) = [eMuy, ... ermly,] € RT™
eine Losungsmatrix.
Satz 3.2.1. Die Matrix A besitze eine Basis v, . ..,v, € R" aus Eigenvektoren. Die zugehori-
gen Eigenwerte seien \1, ..., \, € R™ Dann ist

Y (t) = [eMluyg, ..., ety ] € R (14)

eine Fundamentalmatrix fiir (13).

Nach Satz 2.2.2 ist die Voraussetzung mit der Diagonalisierbarkeit der Matrix A (iiber den
reellen Zahlen) gleichwertig.

Beispiel 3.2.2. Das Differentialgleichungssystem
=2 30
Ya 2 1] [
3t ot
Y(t) = L:&t —t |-

Die Eigenwerte 3 und —1 und die zugehdrigen Eigenvektoren wurden im Beispiel 2.2.6 berech-
net.

besitzt die Fundamentalmatrix
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Beispiel 3.2.3. Das Anfangswertproblem

vl 0 1 1] [»n y1(0) 4
vhl = 1-3 2 3| |y2] . y2(0)| = |5
Y3 1 1 0] |ys y3(0) 2

soll gelost werden. Im Beipiel 2.2.3(i) wurden die Eigenwerte und -vektoren der Koeffzienten-
matrix bestimmt. Wir leiten daraus die folgende Fundamentalmatrix her:

et 0 et
Y(t)=]0 et 2

ot et o2
Die gesuchte Losung ist
4 1 el + 3e?
yO) =YY (0) " |5 =Y(t) |2 = | 2t +3e*
2 3 el —2e7t + 3e*
Der e-Ansatz zum Losen von (13) funktioniert auch bei komplexen Eigenwerten: 30.Nov.

Av=)v, Ae€C, veCm

Zunichst erhilt man komplexwertige Losungen e*v € C". Da A reell ist, sind der Real- und
der Imaginirteil hiervon reellwertige Losungen fiir (13).

Beispiel 3.2.4. Die Eigenwerte und -vektoren der Koeffizientenmatrix des Differentialgleichungs-

wurden im Beipiel 2.2.3(ii) bestimmt. Wir erhalten die komplexwertigen Losungen

und folglich die reellwertigen Losungen

cost

Im z1(t) = Re () = [sint

} . Rez(t) = Imzy(t) = {_Sint] .

cost
Die Losungsmatrix
v - |

ist eine (reelle) Fundamentalmatrix, denn ihre Wronski-Determinante ist W (t) = det Y (t) =

1+#0.

cost —sint
sint cost
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Sei A eine reelle n x n-Matrix. Dann hat das charakteristische Polynom reelle Koeffizienten.
Hieraus folgt: Ist A € C ein Eigenwert von A, dann auch die dazu konjugiertkomplexe Zahl \.
Man kann dies auch so einsehen:

Av = v < AT = \T

Dies fiihrt dazu, wie im obigen Beispiel erkennbar, dass man sich bei nichtreellen Eigenwerten A
auf den Fall Im A > 0 beschrianken kann, wenn man durch Real- und Imaginirteilbildung reelle
Losungen bildet.

Dies fiihrt zu folgendem Vorgehen zur Konstruktion der Spalten einer Fundamentalmatrix
Y(t):

1. Bestimme die Eigenwerte A mit Im A > 0.

2. Bestimme zugehorige Eigenvektoren v.

3. Fiige Re e*v und falls Im A > 0 auch Im e*v als Spalten in Y (¢) ein.
Dieses Verfahren fiihrt dann zum Ziel, wenn A diagonalisierbar ist.

Sind A, B € R™ "™ ghnliche Matrizen, so haben die zugehorigen Differentialgleichungs-
systeme ihnliches Losungsverhalten. Es gelte T~ ' AT = B und damit AT = T B fiir eine inver-
tierbare Matrix 7' € R™*™. Dann gilt: Ist z(¢) eine Losung fiir 2’ = Bz, dann ist y(t) = T'z(t)
eine Losung fiir ' = Ay und umgekehrt. Dies liest man aus folgender Rechenzeile heraus:

y'(t) = (%Tg(t) =TZ'(t) = TBz(t) = ATz(t) = Ay(t).
Wir notieren eine unmittelbare Folgerung:

Satz 3.2.5. Seien A, B € R™ " (hnliche Matrizen: T~ AT = B. Sei Z(t) eine Fundamental-
matrix fiir 2 = Bz. Dann ist Y (t) := TZ(t)T " eine Fundamentalmatrix fiir y’ = Ay.

Ist B = diag(\q,. .., \n) € R™*" eine Diagonalmatrix, dann ist
Z(t) = diag(eM?,. .., eMt)

eine zu 2/ = Bz gehorige Fundamentalmatrix. Mit dieser Beobachtung und dem vorangehen-
den Satz kann man auch die Fundamentalmatrizen in den Beispielen 3.2.2 und 3.2.3 angegeben,
denn die Koeffizientenmatrizen A sind in diesen Beispielen (iiber den reellen Zahlen) diago-
nalisierbar. Unter Verwendung des Satzes 2.2.10 von der Jordan’schen Normalform und des
Satzes 3.2.5 erhilt man ein Verfahren zur Konstruktion von Fundamentalmatrizen fiir beliebige
homogene lineare Differentialgleichungssysteme (13) mit konstanten Koeffizienten. Auf diesen
Aspekt wird hier nicht ndher eingegangen.

3.3 Methode der Variation der Konstanten

Kennt man eine Fundamentalmatrix Y (¢) eines homogenen linearen Differentialgleichungs-
systems (H), dann kann man die allgemeine Losung zugehoriger inhomogener Systeme (I) fin-
den. Wir wissen, dass durch y(t) = Y (¢)c, wobei c alle (konstanten) Vektoren durchliuft, die
allgemeine Losung von (H) y = A(t)y gegeben wird. Eine Losung fiir

y' = A(t)y + b(t) )

26



wir gefunden durch folgenden Ansatz y(t) = Y (t)c(t), wobei die Vektorfunktion c(t) (die
“‘variierte Konstante™) geeignet zu bestimmen ist. Folgende Rechnung zeigt, wie ¢(t) zu wihlen
ist:

Y'(t)e
At
= A(t

)+ Y (t)c(t)
t)e(t) + Y () (t)
y(t) + Y () (t).

y'(t)

Das Differentialgleichungssystem (I) ist dann erfiillt, wenn

Stellt man dies nach ¢/(¢) um und integriert, dann erhilt man die Losung

u(®) =Y (el = Y0) [ YO 'h0 . (15)

Beriicksichtigt man die Integrationskonstanten, dann erhilt man hierdurch die allgemeine Lo-
sung.

Satz 3.3.1. Vorgelegt sei ein inhomogenes System (1). Ist Y (t) eine Fundamentalmatrix des
zugehorigen homogenen Systems (H), dann ist die allgemeine Losung von (1) wie folgt gegeben:

y(t) = Y(0)e + Y (1) / YO (1) dt (Ve RY). (16)
Beispiel 3.3.2. Gesucht ist die Losung des folgenden skalaren Anfangswertproblems:

y =2ty +1°, y(0)=1.

Hier ist Y (t) = ¢’ eine (1 x 1-)Fundamentalmatrix. Die allgemeine Losung der Differential-
gleichung ist:

1
y(t) = et’ /6_t2t3 dt=--- = —5(752 +1)+ cet’.
Die gesuchte Losung lautet daher:
1 2 3 t2
t)=—=(t"+1)+ -€".
y(t) = —5(E+1)+ Se

Beispiel 3.3.3. Auf dem Intervall I =]0, oo soll das folgende inhomogene Differentialglei-
chungssystem gelost werden:

/ 1 1 1
1 D e S B2 R
yé t2 + 1 —t2 2t t+1 Y2 1 .

In Beispiel 3.1.4 wurde folgende Fundamentalmatrix fiir das zugehorige homogene System ge-
funden:

Y(t):[i ;;]7 Y(t)lth:_l{i ﬂ
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Mit der Methode der Variation der Konstanten gewinnen wir fiir £ > 0 eine spezielle Losung des
inhomogenen Differentialgleichungssystems:

c(t) :/Y(t)_lb(t) dt = /1+1752 [i ﬂ m dt
Jetal - -]
wo=voew = [; ][] =[]

Nach Addition der allgemeinen Losung des homogenen Systems ergibt sich die allgemeine Lo-
sung des vorgelegten inhomogenen Differentialgleichungssystems:
Int 1 -1
= ¢
g(t) |:t1nt:|+cl |:t:|—|—62|:t2:|, t>0.
Ist nicht die allgemeine Losung, sondern eine spezielle Losung gesucht, dann sind die Konstan-

ten entsprechend zu bestimmen. Beispielsweise fithren die Anfangsbedingungen y; (1) = 2 und
yg(l) =0 aufcl = —Cy = 1.

Zusammenfassend kann man das Vorgehen der Methode der Variation der Konstanten zum
Auffinden der allgemeinen Losung von (I) so darstellen:
1. Bestimme eine Fundamentalmatrix Y (¢) fiir das zugehorige homogene System (H).
2. Berechne k(t) = [Y(t)'b(t) dt.
3. Dannist y(t) = Y (¢)(k(t) + ¢) die allgemeine Losung, wobei ¢ € R" beliebig.

Fiir eine elastisch aufgehingte Masse m gilt fiir die Auslenkung x(¢) aus der Ruhelage die
Schwingungsgleichung

mi + ri + kx = f(t). (17)

Hier sind » > 0 der Reibungskoeffizient, & > 0 die Federkonstante und f(¢) die duBere
Kraft. Diese skalare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist gleichwertig mit folgendem in-
homogenen linearen 2 x 2-Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiir y1(t) = «(¢) und

y1(t) = a(t): /
) L ol [+ L]

Hier bezeichnen § = r/2m die Ddmpfung und wy = \/k/m die Kreisfrequenz einer ungestor-
ten, ungeddmpften Schwingung. Die Eigenwerte (=Nullstellen des charakteristischen Polynoms)

der Koeffizientenmatrix sind
Ap = —0+4/62 — Wi
Man unterscheidet 3 Fille:
1. Dampfungsfall 62 > w%; hier liegen zwei verschiedene reelle Eigenwerte vor, genauer: A_ <

—) < Ay <O
2. Grenzfall 62 = wg; hier liegt ein doppelter reeller Eigenwert vor: Ay = —§ < 0.
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3. Schwingfall 62 < w?; hier liegen komplexe Eigenwerte vor: Ay = —§ = iw; mit Kreisfre-
quenz wy = \/wg — 62 > 0. Man findet die Eigenvektoren v, = [1,—0 £ iwl}T und so eine
Fundamentalmatrix

cos(wrt) sin(w1t)

_ ot
Yt)=e —d cos(wit) — wy sin(wit) —dsin(wit) + wq cos(wit) |

Die erste Komponente von Y (¢)c ist die allgemeine Losung der skalaren homogenen Schwin-
gungsgleichung:

z(t) =y (t) = e (c1 cos(wit) + ¢ cos(wit)).

Mit der Methode der Variation der Konstanten erhélt man eine Integralformel fiir die Losung

der inhomogenen Gleichung.

Die im nichsten Abschnitt zu behandelnde Laplace-Transformation ist eine meist einfacher
zu handhabende Alternative zur Methode der Variation der Konstanten, wenn die Koeffizienten-
matrix A konstant ist.

3.4 Laplace-Transformation

Mit der Laplace-Transformation kann man Anfangswertprobleme systematisch 16sen. Solche
Probleme sind
as® + a1 + apr = f(t), x(0) =z, ©(0) = x1,

oder auch n x n-Systeme
Q/ = Ag + b(t)7 y(o) =Yy

Man beachte, dass die Koeffizienten a; bzw. A = (a;;;) konstant sind.
Die Laplace-Transformation ordnet einer Funktion f(¢) eine Funktion F'(s) zu:

[e.e]

F(s) := / e StF(t) dt (18)
0

fir s > . Nur fir ¢ > 0 gehen die Werte f(¢) in das Laplaceintegral ein. Wir setzen immer

voraus, dass f(¢) = 0 gilt, wenn ¢ < 0 ist. Die Laplace-Transformation ist sicher dann definiert,

wenn folgendes erfiillt ist: f(¢) ist stiickweise stetig und

|f(t)| < Konst.e”* fiir alle ¢ > 0.

Dann existiert das uneigentliche Integral (18) sogar fiir alle komplexen Zahlen s € C mit Re s >
~. Man nennt « eine Wachstumsordnung von f(t). Es ist oft giinstig, auch die Laplace-Trans-
formierte komplexwertiger Funktionen zu betrachten.

Wir verwenden auch folgende Schreibweisen fiir die Laplace-Transformation:

~

LIf®)](s) = F(s) und  f(s) = F(s).

Man nennt f(¢) die Originalfunktion und F'(s) die Bildfunktion der Laplace-Transformation L.
Die Variable s ist von ¢ nicht nur mathematisch vollig verschieden, sondern auch physikalisch,
z.B. kann mit ¢ die Zeit und s die Frequenz gemeint sein.
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Beispiele 3.4.1. Wir berechnen einige Laplaceintegrale direkt.
(i) Man nennt die Sprungfunktion, die gleich 1 fiir £ > 0 und gleich 0 fiir ¢ < 0 ist, die
Heaviside-Funktion. Thre Laplace-Transformierte ist £[1](s) = 1/s, denn

oo T
L[1](s) = / e *'1dt = lim e st dt
0 T—o0 Jg
— jlgréo _Sflefst iz(]; — T!E};O (871 . SflefsT) _ 871.
1
(ii) Fira € C gilt: L[e™](s) =
s—a

(iii) Die Laplace-Transformierte von cos(wt) zu gegebener Kreisfrequenz w € R berechnen
wir wie folgt.

F(s) = (L)) + Ll )(5)) = 3 (= + ——).
Es folgt £]cos(wt)](s) = ﬁ und dhnlich £[sin(wt)](s) = 52:*&

(iv) Die Funktion
sin(7t/2), fir0 <t <1,
f(t) = )
1, firl <t¢,
ist stetig. Wir berechnen ihre Laplace-Transformierte. Dazu verwenden wir die Stamm-

funktionen [ =% dt = —s~!e~* und

1
52+a26

/e_St sin(at) dt = —

Einsetzen ergibt

~*(ssin(at) + acos(at)).

1 oo
F(s) = / e *tsin(7t/2) dt + / e st dt
0 1

4
T T2 i 4s2 (se

—S

Ein Laplace-Transformationspaar ( f(¢), F'(s)) nennt man eine Korrespondenz. In Formelsamm-
lungen findet man Korrespondenztabellen:

/) F(s)
" nlsn1
eat (S _ a)fl

cos(wt) Py
sin(wt) Py

Zwei Funktionen konnen nur dann dieselbe Laplace-Transformierte besitzen, wenn sie gleich
sind:
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Satz 3.4.2 (Eindeutigkeitssatz).

LIF®](s) = Llg®(s) = f(t) =9g(?)

Anders ausgedriickt: Zu einer Bildfunktion gibt nur eine Originalfunktion, deren Laplace-
Transformierte die gegebene Bildfunktion ist. Diese Tatsache ist grundlegend fiir die Moglich-
keit, die Laplace-Transformation umzukehren.

Beispiel 3.4.3. Gesucht ist die Funktion f(¢) mit

LU0 = S

Mit einer Partialbruchzerlegung und mit bereits bekannten Korrespondenzen erhilt man:

= = L[1)(s) — £Lle () = £[1 — e 7](s).

Es folgt: f(t) =1—e¢ %
Im Beispiel wurde die Linearitit der Laplace-Transformation benutzt:
Llaf(t) +bg(t)](s) = aLlf(1)](s) + bL[g()](5)

Fiir die Anwendung der Laplace-Transformation auf die Losung von Differentialgleichungen
ist der folgende Satz grundlegend.

Satz 3.4.4 (Laplace-Transformation und Ableitung). Fiir eine stetig differenzierbare Funktion
ft) gilt
LIf'(B)](s) = s LIFB)](s) — f(0). (19)

Mit einer partiellen Integration folgt fiir 7' > 0:
T T
| esrma =it - [ e o
0 0
T
=e T f(T) — f(0) + 8/ e SUf(t) dt.
0

Fiir T' — oo (und Re s hinreichend groB3) folgt die Formel (19).
Beispiel 3.4.5. Das folgende Anfangswertproblem soll gelost werden:
y — 2y =sint, y(0) = 3.

Wir wenden die Laplace-Transformation auf die Differentialgleichung an und erhalten

sy(s) =3 —2y(s) =

s241°

31



Nach Umstellung haben wir eine Formel fiir die Laplace-Transformierte der gesuchten Funktion

y(t):
3 1

W)= TS o)

Um hieraus y(¢) zu gewinnen, vereinfachen wir den letzten Summanden mittels Partialbruch-
zerlegung:

1 A Bs+C 1 5+ 2

G211 s—2 £+1 T 3s-2 5£+1)

Dann haben wir

16 1 1 s 2 1

W)= 53 52+1 5241
16 . o 1 2 ..
= €£[62 1(s) — gﬁ[cos t](s) — gﬁ[sm t](s).

Die gesuchte Losung des Anfangswertproblems lautet daher:

16 1 2
y(t) = EG% ~ cost — £ sin t.

Fiir die Berechnung der Laplace-Transformation £ und ihrer Umkehrabbildung £~ sind fol-
gende Rechenregeln oft niitzlich:

(a) Ahnlichkeitssatz: £[f(at)](s) = éﬁ[f(t)](s/a), wenn a > 0. Beispiel:

Lle)(s) = éﬁ[et](s/a) - clt(S/a§ 1 s i a

(b) Dampfungssatz: L[e % f(t)](s) = L[f(t)](s + 0). Beispiel:
1

S—a

Lle™)(s) = L1)(s —a) =

(c) Verschiebungssatz: £[f(t — T)(s) = e *T L[f(t)](s), wenn T > 0. Beispiel:
L[max(0,t —1)](s) = e *L[t](s) = e *s2

d

@ LIFO)(s) =~ £[(0))(s). Beispit:
Ll (s) = —d%z[t"](s) - —d—in!s_("ﬂ) — (n+ )ls= @D
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Aus dem Satz 19 iiber die Laplace-Transformierte einer ersten Ableitung folgen Formeln fiir
die Laplace-Transformierte hoherer Ableitungen:

LIF"(®)(s) = sLIF(B)(s) — s£(0) = £(0),
LI (6)](s) = s°LIF()](s) — s°£(0) — s£(0) = f(0),

LI @])(s) = "L O)fs) — 571 1(0) = -+ = " D(0).

Mit der Laplace-Transformation transformiert man eine Differentialgleichung fiir y(¢) in eine
algebraische Gleichung fiir die Laplace-Transformierte y(s). Diese Gleichung 16st man nach
y(s) auf und wendet die Umkehrung der Laplace-Transformation an. Im letzten Schritt wird oft
eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt. Wir illustrieren diese Methode anhand von Beispielen.

Beispiel 3.4.6. Wir 16sen das folgende Anfangswertproblem:
y' +6y +5y=~-1,  y(0)=2, y(0) =3

Die Laplace-Transformation der Differentialgleichung ergibt nach Einsetzen der Anfangswerte:

s*(s) — 25 + 3 + 6(3@(3) — 2) +57(s) = L][—-1](s) = _%

Wir stellen nach 7(s) um und beachten die Linearfaktorzerlegung s? + 65 +5 = (s +1)(s +5):
N 1 252 +9s—1

= (2549~ )= """ -

yls) 32+63+5<8+ s) s(s+1)(s+5)

A B C

s+5+1+5+5

Die letzte Zeile in ein Ansatz zur Partialbruchzerlegung. Dieser fiihrt auf folgende Formel fiir
die Laplace-Transformierte der gesuchten Losung:

A(s)——i+2 ! + !
YW= s s+1 5(s+5)

Die Riicktransformation y(t) = £~ 1[7j(s)](t) fiihren wir mit Hilfe der bereits bekannten Korre-
spondenztabelle aus und erhalten die gesuchte Losung des Differentialgleichungsproblems:

1 1
y(t) = 5 + 27t 4 56_5t

Die Anwendbarkeit der Laplace-Transformation ist nicht auf skalare Differentialgleichungen
beschrinkt. Mit ihr knnen auch Differentialgleichungssysteme 3’ = Ay + b(t) gelost werden,
vorausgesetzt die Koeffizientenmatrix A € R™*™ ist konstant.

33

14.Dez.



Beispiel 3.4.7. Das folgende homogene 2 x 2-Anfangswertproblem soll gelost werden:

A=10 3) mol=1)

Die Laplace-Transformierte dieses Gleichungssystems ist

R e 1

Dies ist ein System von 2 Gleichungen in 2 Unbekannten, welches fiir jedes s zu 16sen ist:

2 R =)

Auflosen dieser Gleichungen und anschlieSende Partialbruchzerlegung liefert:

~ 5+5 1 3 1
ls) = (s—1)(s+7) :4<s—1+s+7>’

~ -2 1/ -1 1
PO~ e 1T )

Daraus liest man die Losung des Anfangswertproblems ab:

3 1
y1(t) _ Zet + Ze—ﬁ,

1 1
y2(t) = _ZEt + Ze_”.

Anfangswertprobleme fiir die Schwingungsgleichung (17) werden ebenfalls mit der Laplace-
Transformation geldst:

mi +ri+ kr = f(t), x(0)=x9, £(0) = 2.
wird transformiert in
(ms® 4 rs + k)2(s) — m(xos + x1) — rag = L[f(t)](s)
oder nach Umstellung

v mxes + (mx1 + rwo) + LIf(2)](s)
2(s) = ms2+rs+k ' 20)

Beispiel 3.4.8. Ein ungeddmpfter Schwingkreis mit periodischer dulerer Anregung:
&+ x =sin(2t), x(0) ==xg, £(0) = ;.
Nach (20) gilt

208 +x1 + L[sin(2t)](s)  wos+ a1 N 2
B s2+1 o241 (824 1)(s244)

z(s)
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Mit einer Partialbruchzerlegung des letzten Summanden folgt

1 2 2

et 3(s2+1)  3(s2+4)

(s) +

=z
0211
und weiter:

2 1
x(t) = wo cost + (w1 + g) sint — - sin(2f).

In den obigen Beispielen wurde Partialbruchzerlegungen benutzt, um die Laplace-Transfor-
mierte F'(s) der gesuchten Funktion f(¢) zu vereinfachten, damit anschlieBend f(¢) mit Hilfe
bekannter Korrespondenzen ermittelt werden kann. Diese Methode ist nicht universell anwend-
bar. Es gibt jedoch eine allgemeine Inversionsformel fiir die Laplace-Transformation:

1
t) = — SUE(s) ds.

Hier muss F'(s) fiir geeignetes komplexes Argument s € C bekannt sein. Fiir eine erfolgrei-
che Anwendung dieser Formel benotigt man den Residuenkalkiil, welcher ein Teilgebiet der
(komplexen) Funktionentheorie ist. Hierauf kann hier nicht niher eingegangen werden.

4 Vektoranalysis

Wir betrachten Integrale iber Kurven und Flédchen.

4.1 Kurven

Wie stellt man Kurven dar?

Beispiel 4.1.1. Die Kreislinie mit Radius R > 0 und Mittelpunkt P,,, = (x,, ¥, ) kann iiber die
Kreisgleichung
(x - xm)2 + (y - ym)2 = R?

angegeben werden. Diese legt fest, welche Koordinaten ein Punkt P = (z,y) der Kreislinie
haben kann. Eine andere Moglichkeit ist, die Punkte der Kreislinie zu parametrisieren, z.B.

durch 0
z(t Tm + Rcost .
= — <t < .
r(t) [y(t)] [ym + Rsint} fir0 <t <27

Die Wahl einer Parametrisierung ist nicht eindeutig bestimmt. Beispielsweise wird dieselbe
Kreislinie mit der Parametrisierung

0= [50] = [ L eenton] Ww0stsT

mit ,,doppelter Geschwindigkeit* durchlaufen.
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Wir werden Parameterdarstellungen fiir Kurven verwenden, da damit die Berechnung der Kur-
venlidnge und anderer geometrischer Groflen leichter zugénglich ist, als wenn man von der Dar-
stellung durch eine Gleichung ausgeht. Aulerdem versieht eine Parameterdarstellung die Kurve
mit einem Durchlaufssinn. Letzterer wird bendtigt, wenn Vektorfelder lidngs einer gegebenen
Kurve zu integrieren sind (Arbeitsintegrale).

Eine Kurve C' in der zy-Ebene liegt in Parameterdarstellung vor, wenn sie als Bildmenge
einer stetig differenzierbaren Abbildung r : [a, b] — R? gegeben ist:

ok r(t)—[;jgg] fira <t<b

Man nennt r(t) den Kurvenpunkt beim Kurvenparameter ¢; das Intervall [a, b] C R heif3it Para-
meterintervall. Vollig entsprechend definiert man Kurven im xyz-Raum und allgemein Kurven
im R" in Parameterdarstellung:

:L'l(t)
l’g(t) "
C: r(t)= : fira<t<b 2D

nlt)

Beispiele 4.1.2. Einige Kurven in der Ebene und im Raum:
(i) Der Graph einer Funktion y = f(x) auf [a, b] wird wie folgt als Kurve betrachtet:

r(t) = [fft)] fira<t<b

(i1) Die Neill’sche Parabel
3
r(t) = m firt € R

hat im Nullpunkt eine Spitze.
(iii) Die Schraubenlinie
cost
r(t) = [sint| fir0<t<2m
t

ist eine Raumkurve. Sie liegt auf einem Zylindermantel.

Es liege eine Kurve C' wie in (21) vor. Die Ableitung nach dem Parameter ¢ ist der Vektor

21 (t)
22 (t) d

r(t) = : Zai(t :}l{{%*(r(t‘i‘h)—r(t))
Zn (1)

(Ein Punkt bezeichnet die Ableitung nach dem Kurvenparameter.) Die Ableitung hat eine wich-
tige geometrische Bedeutung: Ist 7-(¢) nicht Null, dann gibt dieser Vektor die Tangentenrichtung
an; man nennt 7*(¢) # 0 den Tangentenvektor an die Kurve C' beim Kurvenpunkt r(¢).
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Im Falle einer ebenen Kurve ist §(t)/(t) die Steigung im betreffenden Kurvenpunkt, wenn
#(t) # 0. Ist () = 0 (und §(¢) # 0), dann ist die Kurventangente senkrecht, d.h. parallel zur
y-Achse.

Die Neill’sche Parabel hat in [8,4]7 = r(2) den Tangentenvektor [12,4]7 = 7(2). Die Tan-
gentensteigung ist hier = 4/12 = 1/3. Im Kurvenpunkt 0 = r(0) existiert keine Tangente, denn
7(0) ist der Nullvektor; dies korrespondiert mit der Tatsache, dass die Kurve in diesem Punkt
nicht glatt ist.

Wir setzen in der Regel voraus, dass die Kurven regulér sind, d.h., es gilt 7(¢) # 0 fiir alle
Parameter ¢. Dann treten keine Knickstellen in der Kurve auf.

Im Falle einer Bahnkurve in der Mechanik stellt r(¢) die Position eines Massenpunktes zum
Zeitpunkt ¢ dar. Der Tangentenvektor 7(¢) ist dann der Geschwindigkeitsvektor und die zwei-
te Ableitung #*(¢) ist der Beschleunigungsvektor zur Zeit ¢. Die Linge des Tangenten-/Ge-
schwindigkeitsvektors ist die momentane Absolutgeschwindigkeit

Es ist daher aus physikalischer Sicht plausibel, dass das Integral

sz/:wmdt

die Linge der Kurve C' angibt. Mathematisch-geometrisch begriindet man dies, indem man die
Kurve durch Polygonziige annédhert und zu einem Grenzwert iibergeht.

Beispiele 4.1.3. Wir berechnen Tangentenvektoren und die Langen einiger Kurven.
(i) Der Graph einer Funktion y = f(x) auf [a, b] hat im Punkt [t, f(¢)]7 den Tangentenvektor

[1, f/(t)]". Daher ist s = ff V14 (f'(t))? dt die Linge des Graphen.

(i) Die Kettenlinie y = cosh z fiir —1 < x < 1 hat die Linge

1 1
s:/ \/1—|—sinh2tdt:/ coshtdt = 2sinh 1.
-1

-1

1 1e Lange der Schraubenline r(¢) = |cost,sint, t|", 0 < ¢ < 27 aus Beispiel 4.1.2(111) st
(iii) Die Linge der Schraubenli i T 0 2 Beispiel 4.1.2(iii) i

27
y :/ V(=sint)? + (cost)? + 12dt = - - = 27V/2.
0

Der Tangentenvektor im Punkt [1,0,0]7 ist [0, 1, 1]

(iv) Die Schraubenlinie werde nun mit variabler Geschwindigkeit durchlaufen. Gegeben sei
dazu eine C'!'-Funktion 7 : [0, 1] — [0, 27] mit 7" > 0 und 7(0) = 0, 7(1) = 2. Dann ist
durch
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eine andere Parameterdarstellung der obigen Schraubenlinie gegeben. Fiir die Tangenten-
vektoren gilt
—sin(7(s))
r.-(s) =7'(s) | cos((s))
1
Der Tangentenvektor im Punkt [1,0, 0]7 ist 7/(0)[0, 1, 1] Fiir die Linge der Kurve erhal-
ten wir denselben Wert wie bei Verwendung der anderen Parametrisierung:

1 1
s = / |7;T(S)} ds = / V27'(s) ds = V2(7(1) — 7(0)) = 27V/2.
0 0

Die am Beispiel der Schraubenlinie beobachtete Unabhéngigkeit der Linge von einer Para-
metrisierung gilt allgemein:

Satz 4.1.4. Die Liinge einer Kurve hingt nicht davon ab, welche Parameterdarstellung fiir sie
benutzt wird.

Ein Beweis benutzt die Tatsache, dass zwei Parameterdarstellungen durch einen Parameter-
wechsel ¢ = 7(s) auseinander hervorgehen. Die Gleichheit der Liangenintegrale folgt dann mit
der Substitutionsregel fiir Integrale. Man beachte aber, dass die (Lidngen von) Tangentenvektoren
i.A. von der benutzten Parameterdarstellung abhéngen.

Weitere wichtige geometrische Groflen einer Kurve wie ihre Kriimmung oder ihre Torsion
kann man mit Hilfe von Parameterdarstellungen berechnen. Diese Grofien sind unabhingig von
der speziell gewihlten Parameterdarstellung. Beispielsweise ist fiir eine Raumkurve die Kriim-
mung im Kurvenpunkt r(¢) gegeben durch den Ausdruck:

() x E(8)]

0= R

4.2 Kurvenintegrale
Ein n-dimensionales Vektorfeld in einer offenen Menge D C R” ist eine C''-Abbildung
Fi(x) 1
F:D—R" F(z)= )
Fy(z) Tn

[
I

Seien solch ein Vektorfeld ' und eine Kurve C wie in (21) gegeben; C' liege dabei in D. Das
Kurvenintegral von F lidngs C' ist die Zahl (kein Vektor!):

b
/C Fodr= / F(r(t)) - i(t) dt (22)

Der Punkt bezeichnet das Skalarprodukt von Vektoren.

Das Geschwindigkeitsfeld einer stationér stromenden Fliissigkeit und die Feldstédrke eines
statischen elektrischen Feldes sind Beispiele fiir 3-dimensionale Vektorfelder.

Ist das Vektorfeld F' in (22) ein Kraftfeld, dann ist der Wert des Kurvenintegrals die lings des
Weges C' geleistete Arbeit.
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Beispiel 4.2.1. Wir integrieren das Wirbelfeld

langs der Schraubenlinie

Wir erhalten

-y
E(-T, Y, Z) = xr
0
Rcost
r(t)= | Rsint|, 0<t<2rm
ht /27w
—y(t) —Rsint
x(t) | - | Rcost | dt
0 h/2m
—Rsint —Rsint

Rcost Rcost

s
. at = /
0 h/2m 0

Im Fall eines konstanten Vektorfeldes F’ ist

/F-drzF-(r<b>—r<a>).
C

Insbesondere hingt das Kurvenintegral nicht vom Kurvenverlauf, sondern nur vom Anfangs-

und Endpunkt der Kurve ab.

Eine Kurve C, die in einer Parameterdarstellung (21) vorliegt, besitzt einen Durchlaufssinn
(Orientierung). Sie lduft vom Anfangspunkt A = r(a) zum Endpunkt B = r(b). Wihlt man
eine Parametrisierung, die die Kurve in umgekehrter Richtung durchlduft, dann bleibt die Kur-

venlidnge unverdndert aber Kurvenintegrale dndern ihr Vorzeichen.

Beispiel 4.2.2. Die folgenden Kurven C; und C5 stellen den oberen Einheitskreisbogen dar,

wobei dieser in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen wird.

Cy:

Cy .

Sei F(z,y) = [fi(z,y), f2(z,y)]T ein Vektorfeld. Mit der Substitution ¢ = coss, dt
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— sin s ds erhalten wir:

1 —t
LoEdr= [ (VTR VTP

/
/

1
’ (fi(cos s,sins) + fa(cos s, sin s)(— cot s))(—sin s) ds

i (f1(cos s,sin s)(cos s) 4 fa(cos s,sin s)(sin s)") ds

F-dr

J
J-

In diesem Beispiel gilt 71 (7(s)) = r2(s) mit 7(s) = cos s. Die Funktion 7 ist eine Bijektion
zwischen den Parameterintervallen. Solch eine Funktion 7 kann auch fiir allgemeinere Kurven
C1 und CY existieren. Man nennt sie eine Parameterwechselfunktion. Der durch sie gegebene
Parameterwechsel s — ¢ = 7(s) erhilt den Durchlaufssinn, wenn 7/(s) > 0 gilt, und er kehrt
ihn um, wenn 7/(s) < 0 gilt. Es ist zweckmiBig, mit —C' diejenige Kurve zu bezeichnen, die
dadurch entsteht, dass eine gegebene Kurve C' im gegenldufigen Sinn durchlaufen wird, z.B.

C: r(t) fur0<t<I,
—C: or(l—t) fir0<t<I.

/ F-drz—/F-dr.
-C C

Viele der in den Anwendungen interessierenden Kurven C' kdnnen nicht mit einer einzigen
Parameterdarstellung erfasst werden. Solche zerlegt man in Teilkurven, welche Parameterdar-
stellungen besitzen:

Fiir Kurvenintegrale gilt dann

C=C14+Co+---+Cn mit Cizg(t),aigtgbi.

Dabei setzt man in der Regel voraus, dass der Endpunkt einer Teilkurve mit dem Anfangspunkt
der der nichsten Teilkurve iibereinstimmt: 7;(b;) = 7;11(a;41). Dann ist C' zusammenhingend
und besitzt den Anfangspunkt A = 71(a;) und den Endpunkt B = ry(by). Gilt A = B, dann
heiflit C' geschlossen. Das Integral eines Vektorfeldes F' lings C' = C1 + C5 + - - - 4+ Cly ist wie
folgt definiert:

|
T
= >
S
|~
—~
=3
!
—
o~
N—
N—
=
-~
—
o~
N—
[a¥
~
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Beispiel 4.2.3. Die gegen den Uhrzeigersinn durchlaufene Randkurve des Einheitshalbkreises

ist C' = Cq + (5, wobei

crin =[] osesn
Cy : 7"2(15):[8], 1<t<1

Diese Kurve ist geschlossen. Das Integral von F(z,y) = [1 — y, z]7 ist
T : . 1
/F-d?“—/ 1 —sint| |—sint dt+/ IS D! a
C 0 cost cost 1|t 0
1

:/ (l—sint)dt—l—/ 1dt =m.
0 —1

4.3 Potentiale und Wegunabhangigkeit

Ein Vektorfeld der Gestalt
ox1
F=gradp=| :

Bp
oz
heiflt ein Gradientenfeld mit zugehorigem Potential ¢ : D C R® — R.
Beispiele 4.3.1. Gradientenfelder F' = grad ¢:

(i) Konstantes Vektorfeld F(r) = amito(r) =a-1r

(i1)) Das Coulombfeld

E(a.y.2) =E@) =~ inD=R"\{0}

hat das Potential () = 1/r, wobei 7 = |r| = /22 + 2 + 22.

Potentiale spielen fiir Kurvenintegrale eine dhnliche Rolle, wie Stammfunktionen fiir Integrale

von Funktionen iiber Intervalle.
Satz 4.3.2. Fiir ein Gradientenfeld ' = grad o ist das Kurvenintegral lings einer Kurve C

gleich einer Potentialdifferenz; genauer:
(23)

/F«nsz¢m»
C

wenn A der Anfangs- und B der Endpunkt von C sind.

Liegt fiir die Kurve eine Parameterdarstellung

C: r(t),a<t<b, A=r(a),B=r(b)
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vor, dann begriindet man den Satz wie folgt. Nach der Kettenregel gilt

olelt) = (grad ) (x(0) - r(t) = E(e(t)) - £(0).

Hieraus folgt die erste Gleichung in

b
JEedr= [ Getete) e = o(B) - pla)

Die zweite Gleichung folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Fiir zu-
sammenhingende Kurven C' = C + - - - + Cy folgt (23) aus der Giiltigkeit dieser Gleichung
fiir jede Teilkurve C;.

Beispiel 4.3.3. Vorgelegt seien F = [2y — 2,2z, —]|" und

ecost

C: r@t)= 5t2 fir0 <t <m.
cost + 4sint

Das Kurvenintegral wird mit Hilfe des Potentials ¢(z,y, z) = x(2y — z) wie folgt bestimmt:
/ F-dr =p(et,57% —1) — ¢(e,0,1) = e (107% + 1) +e.
c

Aus dem Satz 4.3.2 erhalten wir wichtige Folgerungen.

Folgerung 4.3.4. Das Integral eines Gradientenfeldes lings einer geschlossenen Kurve C ver-
schwindet: ¢, F - dr = 0.

Die hier verwendete Notation fiir das Integral dient lediglich dazu hervorzuheben, dass das
Integral iiber eine geschlossene Kurve erstreckt wird.

Folgerung 4.3.5 (Wegunabhingigkeit). Vorgelegt seien Kurven C und Co mit gleichen Anfangs-
und Endpunkten. Dann gilt fiir jedes Gradientenfeld F':

E-dr= [ FE-dr.
Cq Cs

Der Grund hierfiir ist: C'y — C ist eine geschlossene Kurve.

Das Vektorfeld F(z,y) = [1 — y, 2] ist kein Gradientenfeld, denn im Beispiel 4.2.3 wurde
gezeigt, dass es eine geschlossene Kurve gibt, ldngs der das Integral von F' ungleich Null ist.

Unter welchen Voraussetzungen besitzt ein gegebenes Vektorfeld ein Potential? Wie kann
man ein Potential bestimmen, falls ein solches existiert?

Zunichst zur zweiten Frage: Sei F(z,y) = [Fi(x,y), Fa(z,y)]” ein 2-dimensionales Vek-
torfeld. Wenn F ein Potential ¢ besitzt, dann schlieft man mittels unbestimmter Integration:

0

F = 785 = o(z,y) :/Fl(%y) dz + Ci(y),
Oy

By = y pl,y) = | Fa(z,y) dy + Ca().
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Es ist dabei zu beachten, dass die Integrationskonstanten i.A. keine Konstanten sind, sondern
von den Variablen abhéngen, nach denen nicht integriert wird. Wir nennen dieses Verfahren die
Bestimmung eines Potentials mitt