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1. Berechne die Doppelintegrale
5 T n/2  pm/2—y
a) / / (y + 27y) dy du, b) / / sin(z + y) dz dy.
2 Jo 0 0

2. Skizziere die Integrationsbereiche und vertausche die Integrationsreihenfolgen in

o | 1 / " flay) dyde, b [ 4 /;f(w) dy dz.

3. Skizziere die Menge B = B; \ By C R?,
By ={(z,y); [z =1+ |y <3}, By={(z,y); 42° +y* <1}

und zerlege B in Normalgebiete.

4. Berechne / (z +y*) dA, wobei B das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (1,1)

. B
1st.

S. Skizziere B und berechne den Flidcheninhalt von B als iteriertes Integral auf zwei Weisen,
einmal indem zuerst nach y und ein andermal indem zuerst nach x zu integriert wird.

B={(z,y); 2<y <0, y*—4 <2 <0}

6. Hausaufgabe (3 Punkte) Berechne / vy dA, wobei B der Bereich im ersten Quadranten
B

zwischen den Parabeln y? = x und y = 22 ist. Skizziere auBerdem B.

Abgabe: Dienstag, 20.10.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1

Eine Abgabe ist nur vorgesehen fiir Losungen von Hausaufgaben; Hausaufgaben werden korri-
giert und bewertet. Durch erfolgreiches Losen von Hausaufgaben oder durch erfolgreiches Vor-
rechnen von Tafelaufgaben in der Ubung kann man einen Bonus fiir die Klausur(en) erwerben.
(Das vorliegende Aufgabenblatt enthilt noch keine Tafelaufgaben.) Genauere Infomationen fin-
det man auf der Webseite der Veranstaltung:
http://www.math.upb.de/~soenke/2009w/Math_Mb_3/index.html


http://www.math.upb.de/~soenke/2009w/Math_Mb_3/index.html
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7. Tafelaufgabe Skizziere den Integrationsbereich und vertausche die Integrationsreihenfolge

in dem Integral
w/2  psiny
[ ey deay
0 0

8. Bestimme das Volumen des Korpers
B={(z,y,2); |z],lyl <1, 0 <z <4 —a?—y?}.
9. Hausaufgabe (4 Punkte) Bestimme das Volumen des ,,Hauses*
H={(r,y,2); 2<2<1 [y <3, 0<2<3— 2]}

Dabei ist V/(H) = [,, 1 dV als Dreifachintegral zu berechnen.

10. Berechne den Flicheninhalt der Ellipse, deren Rand durch die Gleichung 22 +4xy+6y* = 1
beschrieben wird.

11. Durch die in Polarkoordinaten zu interpretierende Gleichung r = 1 + cos ¢ wird die Rand-
kurve einer Kardioide K C R? definiert. Berechne den Fléicheninhalt von K.

12. Tafelaufgabe Berechne das Integral

// eV dz dy.
1<z2+y2<4

13. Bestimme die z-Koordinate des Schwerpunktes des Kugelabschnittes
B={(z,y,2); ¥ +y*+2*<1, 2 > a}.
Hier ist —1 < a < 1 beliebig.

Abgabe: Dienstag, 27.10.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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1
14. Tafelaufgabe Berechne / ~ dA, wobei B C R? der durch die Geraden
B
y=2x—-1, y=x-1, 2y=2-x

begrenzte Bereich ist.

15. Bestimme das dreidimensionale Volumen
a) von S = {(z,y,2); t+y+2<1,0<2,0<y, 0<z},
b) von einem Tetraeder 7' C R? mit gegebenen Eckpunkten A, Ay, A3, Ay € R3.

16. Tafelaufgabe In einem wiirfelformigen Tank der Kantenldnge L, dessen Boden in der
xy-Ebene liegt, befindet sich ein Gas, welches unter dem Einfluss der Schwerkraft die Dichte
p(x,y,2) = ae”°* hat. (a und c sind dimensionsbehaftete Konstanten.) Wo liegt der Schwer-
punkt des Gases im Tank?

17. Tafelaufgabe Durch Ausbohren eines Zylinders aus einer Halbkugel ist ein homogener
Korper B C R? enstanden, der durch die Ungleichungen

x2+y2—|—22§2, x2+y221, z>0

beschrieben wird. Bestimme die Koordinaten seines Schwerpunkts.

18. Gegeben sei eine Hohlkugel K mit Innenradius R, und Auflenradius Ry, 0 < Ry < Ro.
Bestimme das Trigheitsmoment von K beziiglich einer durch seinen Mittelpunkt verlaufenden
Achse. Die Dichte p ist als konstant anzunehmen.

19. Hausaufgabe (4 Punkte) Der Rotationskorper B = B \ B, ensteht dadurch, dass aus
einer Kugel B; ein Kegelstumpf B; herausgebohrt wird, wobei

By ={(z,y,2); * +y* + 2* <5},
BQZ{(SC',Z/,Z);OSZS?)? x2+y2§1+2}

Bestimme das Trigheitsmoment I, von B beziiglich der z-Achse. Die Dichte ist dabei als kon-
stant p = 1 anzunehmen. Die obere Integrationsgrenze fiir die z-Koordinate ist = 1. Warum ist
dies so?

20. Berechne die Ableitung F’(e) von F'(z) = / In(z Iny) dy.

Abgabe: Dienstag, 03.11.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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21. Tafelaufgabe Bestimme den Schwerpunkt einer homogenen Scheibe, deren Grundfldche
der Sektor eines Kreises mit Radius R > 0 und Offnungswinkel 120° ist.

2
22. Berechne die Ableitung von F'(z) = / s~le™™" ds.
1

23. Berechne Eigenwerte und Eigenvektoren folgender Matrizen.

4 0 0 s g 7T -2 1
A=| -1 8 0 B:[_8 4} C=|-2 10 -2
9 -3 —6 1 -2 7

24. Hausaufgabe (4 Punkte) Bestimme alle Eigenwerte und alle Eigenvektoren der Matrix

6 -3 4
A=|0 7 -1
0 10 -3

25. Tafelaufgabe Fiir eine reelle Matrix A € R™ " ist auch die zu einem Eigenwert A € C
konjugiertkomplexe Zahl A ein Eigenwert. Warum? — Fiir eine Matrix mit komplexen Eintrigen
muss dies nicht richtig sein. Beispiel?

26. Sei A eine quadratische Matrix mit A% = 0. Zeige, dass 0 der einzige Eigenwert von A ist.

27. Tafelaufgabe Berechne Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

41 00

-3 1 11

A= 00 41
10 -3 0

Hinweis: A besitzt einen dreifachen Eigenwert.

Abgabe: Dienstag, 10.11.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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28. Wie bestimmt man die Eigenwerte einer Dreicksmatrix?

29. Untersuche folgende Matrizen auf Diagonalisierbarkeit.

10 1 3
A:[‘lg 1;} B=10 3 2 o= 1o
00 2 0

30. Hausaufgabe (4 Punkte) Gib zwei Begriindungen dafiir, dass die Matrix

11
A=|15
31

— =W

diagonalisierbar ist, einmal durch explizite Berechnung einer Diagonalisierung T-' AT = D und
einmal ohne eine Berechnung durchzufiihren.

31. Tafelaufgabe Gegeben sei die quadratische Form
Q(z1, T2, 3) = 2% + 225 + 373 — 4179 — 41973

Bestimme eine symmetrische Matrix A € R3*3 derart, dass gilt Q(z1, 22, 7v3) = 27 Az mit
Z = [z1, 79, 23)7. Berechne auBerdem eine Diagonalisierung fiir A.

32. Tafelaufgabe Sei A € R"*", und seip(z) = >, bypz* ein Polynom. Betrachte die n x n-
Matrix

B =p(A) = ZbkAk.
k=1

a) Fiir A sei ein Eigenwert A\ € R bekannt. Bestimme einen Eigenwert von B.
b) A sei diagonalisierbar: T-'AT = D. Dann ist auch B diagonalisierbar. Warum?

Abgabe: Dienstag, 17.11.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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33. Sei B € R™ " invertierbar. Dann sind alle Eigenwerte von A = BT B positiv. Warum?

34. Fir die Auslenkung z(t) einer elastisch aufgehingten Masse m aus seiner Ruhelage © = 0
leitet man die folgende Schwingungsgleichung her:

mi + ri + kx = f(t).

Dabei sind &, > 0 die Federkonstante bzw. die Reibung; f(t) ist eine dufiere Kraft. Wandle die
Schwingungsgleichung um in ein gleichwertiges lineares 2 x 2-System erster Ordnung.

35. Tafelaufgabe Bestimme alle Losungen und eine Fundamentalmatrix des Differentialglei-
chungssystems.

Vi=Y2, Ya=ys, Y3=0
36. Bestimme alle Losungen und eine Fundamentalmatrix fiir:

y1 = Sy + 8y
yé = 3y

37. Hausaufgabe (4 Punkte) Bestimme alle Losungen des Differentialgleichungssystems.

yi = W
Yy = 3y1 — 2

Finde auBerdem eine Lsung mit y;(0) = 1 und y2(0) = 0.

38. Tafelaufgabe Zeige, dass die Matrix

2 —2Int
Y(t) = [ —t t—i—tlnt]

eine Fundamentalmatrix des folgenden Differentialgleichungssystems bildet:

Y = Aty mit A(t):[ll//; 2_/” fiir £ > 0.

Abgabe: Dienstag, 24.11.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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39. Tafelaufgabe Lose das Anfangswertproblem

il _ |1 Jt —=1] [n y1(1) _ |2
vol L/ 2/t] (w2) ()] 1]
Hinweis: In der Aufgabe 38 wurde eine Fundamentalmatrix angegeben.

40. Tafelaufgabe Bestimme die Losung des Differentialgleichungssystems

yi = 5y + 8y
Yy = 1+ 3y

mit den Anfangswerten y;(0) = y2(0) = 2.

41. Hausaufgabe (4 Punkte) Bestimme eine Fundamentalmatrix fiir folgendes Differential-
gleichungssystem und die Losung des Anfangswertproblems.

v = n/m yi(m) = e
vy = 2y, yalm) = —1,
ys = 2y ys(m) = -2

42. Einn x n-System der Gestalt ty’ = Ay in ¢ > 0 heiit Eulersches Differentialgleichungs-
system. Zeige, dass solche Systeme mit der Substitution ¢ = e° auf Systeme mit konstanten
Koeffizienten zuriickgefiihrt werden konnen. Berechne eine Fundamentalmatrix fiir das Euler-
sche Differentialgleichungssystem

!

) 1 1
g:tAg mit A_[O 1].

43. Zwei Tanks mit je 1000 Liter Wasser enthalten anfanglich 50 kg (erster Tank 77) und 20
kg (zweiter Tank 75) Diingemittel. Die Tanks sind durch zwei Rohre verbunden. Durch ein Rohr
flieBen 16 Liter pro Minute aus dem ersten in den zweiten Tank, durch das andere 4 Liter pro
Minute aus dem zweiten in den ersten Tank. Durch einen Zufluss stromt 12 Liter reines Wassser
pro Minute in den Tank 77. Dieselbe Fliissigkeitsmenge flie3t aus dem zweiten Tank iiber einen
Abfluss heraus. Die Mischungen in den Tanks sind durch Riihren gleichmiéBig. Bestimme die
Diingemittelinhalte y; (¢) und y5(¢) in den Tanks 7} und 75.

Abgabe: Dienstag, 01.12.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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44. Wie lautet die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems?

i =yt + p/t +
Yy = Y/t + t

Hinweis: Eine Fundamentalmatrix wurde in der Aufgabe 42 bestimmt.

45. Tafelaufgabe Bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

Yy = 3y +4dys + €,
vy = 4y — 3y +2.

Bestimme auBlerdem die spezielle Losung mit den Anfangswerten y;(0) = y2(0) = 0.

46. Hausaufgabe (4 Punkte) Bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungs-

systems
Y, = 4y — 6y + e,
Yy = 2y1 — 3y + ¥
47. Eine n x n-Matrix A heiBt schiefsymmetrisch, wenn AT = — A gilt. Seien zwei Losungen

1 und ys eines Differentialgleichungssystems ' = A(t)y gegeben, wobei A(t) fiir alle ¢ schief-
symmetrisch ist. Zeige, dass die Vektoren y; (¢) und ys(t) fiir alle ¢ aufeinander senkrecht stehen,
wenn sie dies fiir ein ¢ tun.

Abgabe: Dienstag, 08.12.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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48. Bestimme die Laplace-Transformierten der folgenden Funktionen:
a) 413 + 2 ¢) sint-cost e) e'sindt

b) sinhat d) sin 2t 4 2t cos 2t f) t2e %

49. Tafelaufgabe Skizziere die Funktion

ft) =

2, fir0 <t <1,
e !, fiir 1 <t,

und berechne ihre Laplace-Transformierte.

50. Hausaufgabe (3 Punkte) Bestimme die Laplace-Transformierte der skizzierten Funktion.

¥

51. Tafelaufgabe Leite den folgenden Ahnlichkeitssatz her:

Ll a))(s) = ~LIF(1))(s/a) fira >0,

52. Lose folgendes Anfangswertproblem mit der Laplace-Transformation:

v +y=1+¢, y(0) = 1.

Abgabe: Dienstag, 15.12.09 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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53. Bestimme die inverse Laplace-Transformierte £~![F(s)].

1 352 —2s—1
[E— F —
52 422 ©) F(s) (s —3)(s?2+1)

a) F(s)= b) F(s) =

(s +2)2

54. Tafelaufgabe Bestimme die inverse Laplace-Transformierte £~![F(s)].

2s —1

Fls)= -~
(5) s2—5—6

55. Tafelaufgabe Lose das Anfangswertproblem mit der Laplace-Transformation.
y' =3y +2y=2¢", y(0)=2 ¢(0)=-1

56. Lose die Anfangswertprobleme mit der Laplace-Transformation.
a) y' + 3y =sin10t; y(0) =0

b) v +2y +2y=0; y(0)=0,y'(0) =1

r = —x—06y . . _
¢) {y _ _he—a9y mit z(0) = 1, y(0) =0

1 fir 0<¢t<1
" / _ — o — 1 = -
d) v"+3y +2y=g(t), y(0) =y (0) = 0, wobei g(t) —{ 0 fir 1<t

57. Hausaufgabe (4 Punkte) Lose das Anfangswertproblem mit der Laplace-Transformation.

Y + 5y + 6y = 2¢ *(cos 2t + 3sin2t), y(0) = -2, y'(0) = 1.

Abgabe: Dienstag, 5.01.10 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1

Frohe Weihnachten und ein gutes Jahr 2010!
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58. Die folgenden ebenen Kurven A, B und C' geben verschiedene Parameterdarstellungen fiir
den Teil des Einheitskreisbogens, der oberhalb der z-Achse liegt.

A: x=cost, y=sint, 0<t<m

B: x=sin(-2t), y =cos(—2t), -7 <t<7%

C: z=t,y=+vV1—-1t?, —-1<t<1
(a) Bestimme die jeweiligen Tangentenvektoren.
(b) Berechne fiir jede der Darstellungen die Linge der Kurve.
59. Hausaufgabe (4 Punkte) Berechne die Linge der Kurve

tcost
C:r(t)= |tsint|, 0<t<2m
V3t

Gib auBerdem den Tangentenvektor im Kurvenpunkt P = [—7,0, v/37]” an.

60. Tafelaufgabe Berechne die Linge der Kurve C': r(t) = [t, ¢!, 2]7,0 <t < 4.

61. Berechne das Kurvenintegral [, F - dr des Vektorfeldes F = [2%y,x — yx]” ldngs der

c
ebenen Kurve C': r(t) = [4¢,2t]7,0 <t < 1.

62. Tafelaufgabe Berechne das Kurvenintegral f o I’ - dr des Vektorfeldes F’ langs C.

cosint
F(r) = |r|’r, C: r()=| sinlnt furt € [1, 3].
t
63. Tafelaufgabe Berechne das Kurvenintegral f oL - dr.

t

Yy e
F(z,y,z)=| z+2z |, C:r(t)= | cosnt fur ¢ € [0, 1].
Y t?

Abgabe: Dienstag,12.01.10 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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64. Das in der (Tafel-)Aufgabe 63 angegebene Vektorfeld F besitzt das Potential p(z,y, z) =
y(z + z). Bestitige dies und berechne damit das Kurvenintegral.

65. Hausaufgabe (4 Punkte) Berechne das Integral |, o I - dr des Vektorfeldes F lings der
Kurve C, wobei

Yz t + sin(7t/4)
F=|zz|, C:r(t) = t , —2<t<l1.
xy 3cos(mt/4)

einmal mit Hilfe des Potentials p(x, y, z) = xyz und ein andermal direkt, d.h., ohne das Potential
zu verwenden.

66. Tafelaufgabe Das von einem sich entlang der z-Achse erstreckenden stromdurchflossenen
Leiter erzeugte Magnetfeld hat die Feldstéirke

—y/(2* +y)
F=1| z/(@>+¢* |, wemna®+y*>0.
0

Berechne fC F - dr fiir die geschlossene Kurve

cost
C:r(t)=| sint fir 0 <t¢ < 2m.
0

Besitzt F' in seinem Definitionsbereich ein Potenzial?

67. Tafelaufgabe Gegeben sei das Vektorfeld F(z,y) = [zy, ye®]. Sei C die stiickweise glatte
Kurve in der Ebene R?, die die vier Seiten des Rechtecks mit den Eckpunkten (0, 0), (2,0), (2, 1)
und (0, 1) gegen den Uhrzeigersinn durchléuft. Berechne das Kurvenintegral f o L'+ dr. Besitzt
I’ ein Potenzial?

68. Tafelaufgabe Sei w € R3 ein Vektor. Bestimme die Rotation des Vektorfeldes

1
ﬂm=§wxz

Abgabe: Dienstag,19.01.10 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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69. Zeige, dass die Rotation des Vektorfeldes F' in der Aufgabe 66 verschwindet. Warum ist
dies kein Widerspruch zu der bereits festgestellten Tatsache, dass I kein Gradientenfeld ist?

70. Tafelaufgabe Berechne fiir das Vektorfeld u(z, y, 2) = [3zyz?, 22y, —2%y2]T den Vektor
grad(u - rot u) im Punkt (1, —1,1).

71.  Welche der folgenden Vektorfelder F'(z,y, 2) auf R3 haben ein Potential? Bestimme das
Potential gegebenenfalls.

z 0
a) I'= |y b F'= |z
x 0

72. Tafelaufgabe Weise nach, dass die Rotation von F = e™*[yz, zx, zy|” verschwindet und

berechne ein Potential.

73. Hausaufgabe (4 Punkte) Zeige, dass die Rotation des Vektorfeldes F' verschwindet, be-

stimme mittels unbestimmter Integration ein Potential fiir £, und berechne das Kurvenintegral
Jo E - dr, wobei

2z t
F=xe¥™” Tz : C:r(t)= [t*| fir0<t<1.
z(l—2) t3

74. Tafelaufgabe Der Mantel S eines Rotationskorpers mit der z-Achse als Drehachse ist mit
einer C''-Funktion R : [a, b] —]0, co[ wie folgt gegeben:

St W22+ y?=R(z) fira<z<b.

Gib eine Parameterdarstellung fiir S an. Leite eine Formel fiir den Fldcheninhalt F'(.S) her.

Abgabe: Dienstag,26.01.10 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1
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75. Tafelaufgabe Auf der Oberfliche einer Kugel mit Radius R > 0 wird durch die Angabe
dreier Eckpunkte ein Dreieck D festgelegt. Ein Eckpunkt ist der Nordpol. Die beiden anderen
liegen auf einem Breitenkreis mit —7/2 < ¢ < 7/2 und befinden sich an den Orten mit den
Liangengraden —m < ¢ < 9 < 7. Welchen Flidcheninhalt hat D?

76. Tafelaufgabe Berechne [ = | o I+ dS fir
zr

Flx,y,z)=| zy |, S: P4y 4+222=1, 2>0.
0

Dabei ist S durch die in Richtung der positiven z-Achse weisende Normale zu orientieren.

77. Tafelaufgabe Finde eine Parameterdarstellung fiir die Fldache
S a4y 422=9 —1<2<2.

Dabei ist die Orientierung von S durch das aus der Kugel mit Radius 3 weisende Normalenfeld
gegeben. Berechne fiir das konstante Vektorfeld F' = [1, 2, 3]* das Fldchenintegral [ g -dS.

78. Hausaufgabe (4 Punkte) Berechne das Integral f gL' -dS von F (r) = r tiber die Fldche

u
S or(uv) = v . wobei u? + 2v* < 1.
u? + 20*

79. Sei S = Gy = {(z,y,2) | z = f(z,y), (x,y) € D} der Graph einer Funktion f : D C
R? — R. Gib eine Formel an fiir einen Normalenvektor an S bei einem gegebenen Punkt von S.

Speziell fiir f(x,y) = x? + 23 ist ein Normalenvektor an S bei [1, 1, 2|7 € S zu bestimmen.

Abgabe: Dienstag, 02.02.10 um 12.45 Uhr im griinen Kasten auf Ebene D1

Die Serie der Hausaufgaben ist mit diesem Blatt beendet. Die Summe der Punktzahlen der Haus-
aufgaben betrigt 54. Wer mindestens 27 Punkte erzielt hat, erzielt einen Bonus fiir die von mir
gestellten Klausuren zur Veranstaltung Mathematik 3 fiir Maschinenbauer dieses Semesters.
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80. Berechne das Integral
/ / / 2zdxdydz.
224y2+22<1,2>0
Der Wert des Integrals stimmt mit / aus der Aufgabe 76 tiberein. Warum?

81. Verifiziere den GauB3schen Integralsatz f pdivEdV = f oL dS fiir die Einheitskugel
B: 224+9y*+22<1, (z,9,2) €R’

und das Vektorfeld F'(r) = |r|*r, r = (z,y,2) € R
82. Zeige, dass fiir jeden Vektor ¢ € R® durch das Oberfldchenintegral
/ (r—a)-dS
OB
das Dreifache des Volumens des Korpers B C R? gegeben wird.

83. Zeige, dass divrot F' = 0 gilt fiir jedes zweimal stetig differenzierbare dreidimensionale
Vektorfeld F.



