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1.7 Inneres Produkt (Skalarprodukt)

| Montag, 27. Okt. 2003

7.1 Wir erinnern zunéchst an die Winkelfunktionen sin und cos, deren Wir-
kung wir am Einheitskreis veranschaulichen:

Sinus und Cosinus

Winkel messen wir hier im Bogenmaf, in mathematisch positiver Richtung mit
positivem, in entgegengesetzter Richtung mit negativem Vorzeichen.

7.2 Das innere Produkt (a,b) (oder auch a-b) der Vektoren a, b ist die durch
(a,b) = [af - [b] - cos(<t(a, b))

erkldarte reelle Zahl.

Dabei withlen wir hier den Winkel ¢ = <(a, b) zwischen a und b stets
im Intervallbereich 0 < ¢ < 7. Falls a und b nicht Null sind, ist
@ in diesem Intervallbereich eindeutig bestimmt. Falls a oder b der
Nullvektor ist, lassen wir fiir ¢ jeden der Werte 0 < ¢ < 7 zu.

Fiir das innere Produkt gelten die folgenden Gesetzméfligkeiten:
(S1) (a,b) = (b, a).
(S2) (aa,b) =a(a,b).
(S3) (a+b,¢c) = (a,c) + (b, c).

(S4) (a,a) = \a|2.
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Beweis. Zu (S 1):

<a7 b> = |a| ) |b| ) COS(<{([1, b))
= [b]-[a] - cos(<(b, a))
= (b,a).
Zu (S 2): Fiir a = 0 ist alles klar. Sei nunmehr a > 0, so folgt
(aa,b) = |aal-|b|-cos(<t(aa,b))
= ala| - [b] - cos(<t(a, b))
= a(a,b).

Es folgt ferner (immer noch a > 0 voraussetzend)
(—aa,b) = |—aal-|b|-cos(<t(—a,b))
= ala| - |b| - cos(m — <t(a, b))
= (=a)la]-|b] - cos(<(a, b))
(—a)(a, b).
Zu (S 3): Mit Hilfe von (S 2) konnen wir uns auf den Fall |¢| = 1 beschrénken.

In diesem Fall ist (a, ¢) die Lange der Projektion von a auf die Gerade mit Rich-
tung c:

|«<— (0,¢) ———|
Berechnung von (a,¢) fiir |¢| = 1.

Betrachte nun:

-< (a,c) >|<— (b, c)

<—— (a+b,0)
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Die Formel (a+ b,c) = (a,c) + (b, c).
Zu (S 4): Wir beachten <(a,a) = 0 und cos0 = 1. O

7.3 Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir erkennen, ob zwei Vektoren auf-
einander senkrecht stehen oder einen spitzen bzw. stumpfen Winkel bilden:

b b b
L > —>
a a a
(a,b) >0 (a,b) =0 (a,b) <0

Spitze, rechte bzw. stumpfe Winkel.

Falls (a,b) = 0 sagen wir, dass a und b zueinander orthogonal sind. Der Null-
vektor ist nach dieser Erklarung zu jedem Vektor orthogonal.

7.4 Ein System ay,aq, ..., a, von paarweise orthogonalen (d.h. (a;,a;) = 0 fiir
i # j) Vektoren ungleich o nennen wir ein Orthogonalsystem. Fulls die a;
zusdatzlich Einheitsvektoren sind, sprechen wir von einem Orthonormalsystem.

Satz 7.4 Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhdngig.

Beweis. Sei aq, as, ..., a, ein Orthogonalsystem und a;a;+- - -+a;a;+- - -+a,a, =
0. Durch ‘Multiplikation” mit a; folgt

aj{a, a;) + -+ a;{a;, a;) + - + ap{a,, a;) =0,
somit unter Beachtung der Orthogonalitét
2
ai|ui| = CLZ'<C(Z‘, Cli> =0.

Da a; # o, folgt hieraus a; = 0. O

’Donnerstag 30. Okt. 2003

7.5 Hessesche Normalform einer Ebene Gegeben seien ein Punkt p der
Ebene E und ein auf E senkrecht stehender Einheitsvektor e. (Es gibt de-
ren zwei, ndmlich ¢ und —e. Die Auszeichnung einer der beiden Moglichkeiten
ermoglicht die Ebene zu orientieren. Wir wollen diesen Gedankengang hier je-
doch nicht weiterverfolgen.)
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Ebene, gegeben durch Punkt und Stellungsvektor.

Die “in der Ebene liegenden” Vektoren wie ¢ — p sind dadurch gekennzeichnet,
dass sie zum Stellungsvektor e orthogonal sind. Also ist |e|] = 1 und

(1) (x—p,e)=0
eine Gleichung, der genau die Punkte ¢ von E geniigen. D.h.
E={r|(x—p,e)=0}.

Wir kénnen Gleichung (1) umformen zu

(2) (£, ¢) = (p.e)

oder indem wir die Gréle d = (p, ¢) einfithren zu

(3) (t,¢) = d.

Fiir le] = 1 sind (1) bzw. (3) Darstellungen der Ebene E in Hessescher Nor-
malform. Wir bemerken, dass in (3) der Punkt p nicht mehr erscheint. Die
Bedeutung der Zahl d ergibt sich aus der folgenden Skizze:

I ;

o >

s}
I
—~

[~
«~

Der Abstand des Nullpunkts von der Ebene.
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Die GroBe d = (p,e) ist somit der orientierte Abstand des Nullpunkts N
von der Ebene E. (Im skizzierten Fall ist d = (p,e) > 0. Wir beachten hier,
dass Ersetzen von ¢ durch —e die Ebene E nicht, wohl aber das Vorzeichen des
Abstands édndert.

Achtung: Fiir diese Interpretation ist wichtig, dass ¢ ein Einheitsvektor ist.

7.6 Abstand Punkt-Ebene.
Die Ebene E sei in Hessescher Normalform (r — p,e) = 0 mit |e| = 1 gegeben.

Abstand eines Punktes von einer Ebene.

Somit ist [(a — p,e)| der Abstand und entsprechend (a — p,e¢) der orientierte
Abstand des Punktes a von der Ebene E. Die Punkte des durch F bestimmten
Halbraumes, in welchen der Stellungsvektor e weist, haben positiven Abstand,
die des anderen Halbraumes haben negativen Abstand von F.

Halten wir fest: Den orientierten Abstand eines Punktes a zu einer in Hesse-
scher Normalform (r — p, ¢) = 0, beziehungsweise (z, ¢) —d = 0, gegebenen Ebene
E erhalten wir durch Einsetzen von a in die linke Seite der Ebenengleichung.
Warum ist hier auf die Normierung des Stellungsvektors e zu achten?
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1.8 AuBeres Produkt (Vektorprodukt)

8.1 Das &duflere Produkt a x b (oder auch [a,b]) von zwei Vektoren a, b ist
wieder ein Vektor und wird bestimmt durch die folgenden FEigenschaften:

(1) a x b steht senkrecht auf a und auf b.
(1) |a x b| = |a] - [b] - sin(<t(a, b))".
(1) a, b und a x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

A

3-Fingerregel oder Schraubenregel
Man priift nach, dass die Regeln
(V1) axb=—bxa,
(V2) (aa) x b =a(a x b),

(V3) (a+b)xec=axc+bxc
b |b| - sin <(a, b)

|

Hinweis: |a x b| ist die Flidche des von a, b aufgespannten Parallelogramms.
Insbesondere ist @ x b = 0 genau dann, wenn a und b parallel sind. Somit: Die
folgenden drei Bedingungen sind dquivalent:

gelten.

L
a

(1) a, b sind linear abhingig.
(2) a, b sind parallel.
(3)axb=o.

SWir erinnern an die Vereinbarung, den Winkel zwischen a und b im Intervall von 0 bis 7
zu wihlen. Daher ist sin(<(a, b)) > 0.
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Wie das Skalarprodukt ist daher auch das Vektorprodukt in jedem Argument
linear”.

8.2 Von Parameter- zur Hesseschen Normalform.
Die Ebene E sei in Parameterform

r=a+sb; +tby mit by X by £ o0

gegeben. Offensichtlich steht der Vektor

e — bl X bQ
|51X52‘

sowohl auf b; wie auf by senkrecht und hat die Léange 1. Damit ist

(x,¢) = (a,¢)
die zugehorige Ebenengleichung in Hessescher Normalform.
8.3 Schnitt zweier Ebenen.

Sei
o <I> el) = dy, ‘21’ =1
(r,e0) = do, eo| =1

die Gleichungen fiir zwei Ebenen F;, F5. Wir nehmen an, dass F; und Es nicht
parallel sind und somit e; X ey # o0 gilt. Ferner nehmen wir an, dass wir einen
Punkt a kennen, der beiden Ebenen gemeinsam ist, fiir den also

<aael> = dl
(a,e9) = do

gilt®. Der Vektor e; x ey steht senkrecht auf e¢; und e,. Alle Punkte der Form
r = a+ te; X ey liegen daher sowohl in F; als auch in FE,. Die resultierende
Schnittgerade

G:ElﬁEzz{g ’IeEl undeEQ}
erhalten wir somit als die Menge aller

r=a+te Xe, mittelR.

"Summen und Skalare lassen sich somit aus jedem Faktor herausziehen.
8Wie man einen solchen Schnittpunkt bestimmt, werden wir spiter sehen.
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1.9 Das Spatprodukt

9.1 Unter dem Spatprodukt der Vektoren a, b, ¢ verstehen wir die Zahl
(a,b,¢) = (a x b,c) = (c,a x b).

Somit ist (a,b,¢) = |a x b| - |c| - cos a, wobei v = <(a X b, ¢) ist.

Volumen eines Spats

Im skizzierten Fall ist |a x b| die Grundfliche F' des von a, b aufge-
spannten Spats. Weiter ist h = [¢| - cosa (fiir 0 < o < 7/2) die Hohe
des Spats, somit V = F'- h = |a x b||c| - cos(a) sein Volumen. Sollte
/2 < o < sein, so ist V = —(a, b, ¢).

Das Spatprodukt (a, b, ¢) interpretieren wir geometrisch als das orientierte
Volumen des von a, b, ¢ aufgespannten Spats. Dabei ist (a, b, ¢) > 0, falls
a, b, ¢ ein Rechtssystem bilden. Das Spatprodukt &dndert sich folglich nicht bei
zyklischer Vertauschung der Faktoren

(Sp 1) (a,b,¢) = (b,c,a) = (c,a,b).

Aber

(Sp 2) (b,a,¢) = (a,¢,b) = (¢c,b,a) = —(a, b, ¢).

Ferner folgt aus den Rechenregeln fiir inneres und &ufleres Produkt:
(Sp 3) (a+d',6,¢) = (a,b,¢)+ (a',b,¢).

(Sp 4) (aa,b,c) = a(a,b,c).

Insbesondere ist das Spatprodukt in jedem Faktor linear.



