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3.2 Unterrdume und Lineare Hiille

Definition 2.1 Fine Teilmenge U eines R-Vektorraums V' heifit Unterraum
von V', wenn gilt:

(U1l) 0eU.
(U2) U+UCU, dh z,ycU=z+ycl.
(U 2) RUCU, dh. z € U und a € R impliziert a.x € U.

Dabei verwenden wir die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen:

U+U = {ug+wus |uy €Uyund us € Uy},
RU = {ru|reRundueclU},
-U = {-u|uelU}.

’Donnerstag, 11. Dezember 03

Satz 2.2 Der Name Unterraum ist gerechtfertigt, denn jeder Unterraum U von
V' ist bzgl. der Verkniipfungen

+  UxU—U, (uv)—u+v
RxU-—U, (a,u)—au

wieder ein Vektorraum.

Beweis. Wegen (U 1) und (U 2) machen beide Verkniipfungen Sinn, sie sind
also — wie man sagt — wohldefiniert. Die Bedingungen (A 1), (A 2) eines
Vektorraums sind offensichtlich und (A 3) ist wegen (U 1) erfiillt. Wegen (U 3)
ist insbesondere —U C U, d.h. € U impliziert —z € U. Somit gilt auch (A 4).
SchlieBlich gelten (M 1) — (M 4) in U, da sie im umfassenden Vektorraum V'
gelten. 0

Beispiele 2.3 (a) Fiir jeden Vektorraum V sind stets V' selbst und {0} Un-
terrdume von V.

(b) Ist ferner v ein beliebiger Vektor aus V, so ist R.v := {a.v |a € R} ein
Unterraum von V. Wir nennen ihn den von v erzeugten Unterraum.

(b) V sei der Anschauungsraum. Die nur aus 0 bestehende Teilmenge {0}, eine
Gerade G durch 0 oder eine Ebene E durch 0 sind Beispiele fiir Unterrdume von V.
Im Zusammenhang mit der Diskussion des Dimensionsbegriffs werden wir spéter
sehen, dass mit dieser Aufzédhlung alle Unterrdume U des Anschauungsraumes
(gleichbedeutend des R3) erfasst sind.

Weitere Unterrdume eines R-Vektorraums V' konnen wir uns nach folgendem
Muster verschaffen:



60 KAPITEL III: VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Satz 2.4 Sind vy,v9,...,v; €V, so ist

(v1,v9, ..., vy) == {ay. vy + - + ap.vy, | ay,a9,...,a0, € R}
ein Unterraum von V', welchen wir den von vy, vs, . .., v, aufgespannten’ Un-
terraum oder auch die lineare Hiille von vy, vy, ..., v oder {vy,va, ..., v}

nennen.

Beweis. Es ist klar, dass 0 = 0.v1 + 0.vg + -+ 4+ 0.0y in H = (vy, 09, ..., v;) liegt
und dass H ferner wegen

(ar.v1 + -+ apv) + (brvg + -+ brvy) = (ag+b1).vg + -+ + (ap + by).vy

a. (ap.v1+ -+ apvy) = (aar).vg + -+ aay).vy

gegen Bildung von Summen und von Produkten mit Skalaren abgeschlossen ist.
H ist somit ein Unterraum von V. U

Satz 2.5 Es ist (vi,vq,...,v) der beziglich Inklusion “C” kleinste Unterraum
von V', welcher vy, vy, ..., vy enthdlt.

Beweis. Wir wissen schon, dass H = (vy, vy, ..., 1) ein Unterraum ist. Da v; =
0vy + -+ 1L+ -+ 0.0, gilt, liegen die Elemente vy, vs, ..., v, sémtlich in H.
Ist nun U irgendein Unterraum von V', welcher vy, vo, . .., v, enthélt, so liegen alle
Linearkombinationen ay.v1 + - - - + a;.v; ebenfalls in U, woraus H C U folgt. [

Fiir spatere Verwendung notieren wir noch:

Satz 2.6 Sind U; und Uy Unterrdume von 'V, so auch ihr Durchschnitt UyNUy =
{u | u € Uy und u € Uy} und ihre Summe U1+Us = {ug + ug | ug € Uy, ug € Us }.

Beweis. Wir zeigen, dass U = U; N Uy ein Unterraum von V ist. Da 0y sowohl
in U; als auch in U, liegt, so folgt Oy € U und (U 1) ist erfiillt. Seien nun z und
y Elemente aus U. Insbesondere sind dann = und y Elemente von U; und folglich
liegt auch ihre Summe x + y in U;. Entsprechend liegt « 4+ y in U,. Es folgt, dass
x4y in U liegt und somit (U 2) erfiillt ist. Seien schlieBlich 7 ein Skalar und u
ein Mitglied von U. Dann liegt mit u auch r.u in U;. Entsprechend folgt r.u € Us,
folglich liegt r.u in U, womit auch (U 3) gezeigt ist.

Mit analogen Argumenten behandelt man den Fall Uy + Us. U

Bemerkung 2.7 Es seien Uy und Uy Unterrdume von V. Im allgemeinen ist
die Vereinigung U, U Uy nicht wieder ein Unterraum von V. Beispielsweise sind
im R? die Koordinatenachsen Uy = {(x,0) |z € R} und Uy = {(0,y) |y € R}
Unterriume, aber ihre Vereinigung Uy U Uy ist kein Unterraum des R?.

6Auch die Bezeichnung ‘von vy, vs, ..., v; erzeugter Unterraum’ ist gebrauchlich.
"Genauer gilt hier: Die Vereinigung U; U U, ist genau dann ein Unterraum, wenn U; C Us
oder Uy C Uy gilt.
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Einschub: Vollstindige Induktion

Wir werden im folgenden haufig Beweise durch vollsténdige Induktion fithren und
schieben daher einen Exkurs iiber das Prinzip der vollstdndigen Induktion ein.
Wir werden dabei sehen, dass es sich bei demselben um eine besondere Eigen-
schaft der natiirlichen Zahlen handelt, die wir nachfolgend herausarbeiten.

Die natiirlichen Zahlen

Fiir uns reicht die Vorstellung, dass die natiirlichen Zahlen diejenigen sind, die
man zum Zahlen und daher zur Anzahlbestimmung endlicher Mengen verwendet.
Es sind dies also die Zahlen

0,1,2,3,4,5,...

Wie schon gelegentlich zuvor, bezeichnet N die Menge aller natiirlichen Zahlen.
Wir setzen als bekannt voraus, wie man hinsichtlich Addition und Multiplikation
mit natiirlichen Zahlen umgeht und wie man dieselben der Gréfle nach vergleicht
(m <n,m<n).

Das Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl

Die bei weitem wichtigste Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist das sehr an-
schauliche, und daher hier nicht weiter begriindete

Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl: Gegeben sei irgendeine nichtleere
Menge M von natiirlichen Zahlen (M darf dabei endlich oder unendlich sein,
muss aber, wie verlangt, mindestens ein Mitglied enthalten). Dann gibt es unter
allen Zahlen von M eine kleinste.

FormelmiBig ausgedriickt: Falls () # M C N, so existiert eine Element mg €
M mit mg < m fiir jedes m € M.

Die Problemstellung

Wir wollen auf einen Streich unendlich viele Behauptungen (Aussagen) zu be-
weisen. Wir stellen uns dazu vor, dass wir jeder natiirlichen Zahl n > 1 eine
Aussage A(n) zugeordnet haben, etwa die Behauptung

1
A(n) - 1+2+3+---+n=n(nT+).
Den Beweis von A(1), A(2),... wollen wir mit einem einzigen Beweis erledi-

gen! Dies gelingt mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion, das wir gleich aus
dem Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl gewinnen werden.
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Prinzip der vollstindigen Induktion

Satz (Vollsténdige Induktion) Fiir jede® natiirliche Zahl n sei eine Behaup-
tung A(n) vorgelegt. Es gelte

(I1) A(0) ist wahr.
(I 2) Immer, wenn A(n) wahr ist, ist auch A(n + 1) wahr.

Dann ist A(n) wahr fir jede natirliche Zahl n.

Beweis. Wir fithren einen sogenannten Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen
wir an, dass es eine natiirliche Zahl m gibt, fiir die A(m) falsch ist und zeigen
anschliefend, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt!

Nach Annahme ist die Menge V" aller “Verbrecher” v, fiir die A(v) falsch ist,
nicht leer. Sie enthélt ndmlich mindestens das Element m. Nach dem Prinzip der
kleinsten natiirlichen Zahl hat V folglich ein kleinstes Mitglied vg; es gibt somit
einen kleinsten Verbrecher.

Wegen (I 1) ist vy # 0, somit vy > 0. Somit ist n = vy — 1 > 0, also eine
natiirliche Zahl, die nicht in V" liegt. Folglich ist A(n) wahr. Wegen (I 2) ist wegen
der Richtigkeit von A(n) dann auch die Aussage A(n+1), wegen n+ 1 = vy dann
auch die Aussage A(vg) wahr, Widerspruch!

Unsere urspriingliche Annahme ist daher falsch, das Induktionsprinzip
damit bewiesen. U

Anwendungsbeispiel

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass fiir jedes n > 1 die Behauptung

n(n+1)

Am): 1+243+---+n= 5

richtig ist.

Induktionsverankerung: Es gilt A(0)".

Induktionsschritt von n auf n + 1: Wir nehmen an, dass A(n) richtig ist, d.h.
wir nehmen an, dass (fiir dieses n) die Formel

1
1+2+3+---+n=@ gilt.

8Es ist auch moglich, die Behauptungen A(n) nur fiir alle natiirlichen n > ng zu betrachten.
In diesem Fall ist (I 1) zu “A(ng) ist wahr” zu modifizieren.
9Hier verwenden wir die Vereinbarung, dass eine Summe von null Summanden gleich 0 ist.
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Wir zeigen, dass unter dieser Voraussetzung auch A(n + 1) gilt:

I.V. n(n + 1)

(1+2+3++n)+(n+1) = ———+{m+1)
o onn+1)+2(n+1)
N 2
 (n+1)(n+2)
B 2
Dies ist gerade die Aussage A(n + 1). 0

Variante des Induktionsprinzips

Fiir praktische Zwecke ist hédufig die folgende Fassung des Induktionsprinzips
niitzlich:

Satz 3.1 (Induktion, Variante) Fiir jede natirliche Zahln > ng sei eine Aus-
sage A(n) gegeben. Es gelte

(I 1)* A(ng) ist wahr.

(I 2)* Esseim > ng. Falls A(k) fir alle ng < k < m wahr ist, so ist auch A(m)
wahr.

Dann ist A(n) fir jedes n > ng wahr.

Beweis. Wir nehmen an, unsere Behauptung sei falsch. Die Menge V' aller
natiirlichen Zahlen (Verbrecher) n > ng, fiir die A(n) falsch ist, ist dann nicht
leer. Nach dem Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl hat V' ein kleinstes Mitglied
v (einen kleinsten Verbrecher). Wegen (I 1)* ist v > ng. Fiir alle k mit ng < k < v
ist daher A(k) wahr, wegen (I 2)* ist dann auch A(v) wahr, Widerspruch!
Damit ist unsere urspriingliche Annahme falsch und die obige Behauptung
bewiesen. 0

Riickblick: Widerspruchsbeweis

Sie haben bemerkt, dass das generelle Beweisschema beider Induktionsprinzipien
ziemlich dhnlich ist: in beiden Féllen haben wir einen Beweis durch Wider-
spruch gefiihrt.

Dasselbe beruht darauf, dass jede Aussage entweder wahr oder falsch ist und
ferner sich aus einer wahren Aussage durch zulissige logische Schliisse stets wieder
eine wahre Aussage ergibt.

Nehmen wir hypothetisch an, eine zu beweisende Aussage A sei falsch und
ferner, dass sich aus dieser Annahme durch zuldssige Schliisse eine Aussage B
ergibt, die falsch ist. Dann kann unsere Annahme (A sei falsch) nicht wahr sein;
A ist somit wahr.



