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Es ist dann f~!: W — V ein Isomorphismus von W nach V. Fiir jeden Vektor-
raum V ist die identische Abbildung 1, : V' — V ein Isomorphismus. Schliellich
ist die Komposition von zwei Isomorphismen stets wieder ein Isomorphismus.
Die Isomorphiebeziehung 22 ist daher reflexiv (V' = V), symmetrisch (V = W
impliziert W = V') und transitiv (U =V und V = W impliziert U = W).

Etwas pauschal formuliert, haben isomorphe Vektorrdume iibereinstimmende
mathematischen Eigenschaften. Wir werden uns schrittweise von der Giiltigkeit
dieser Behauptung iiberzeugen.

Montag, 13. Januar 2004

Satz 5.8 Isomorphe Vektorrdume haben dieselbe Dimension.

Beweis. Sei f : V. — W ein Isomorphismus und vy, vs,...,v, eine Basis von
V. Wir zeigen, dass (x) f(v1),..., f(v,) eine Basis von W ist, woraus durch
Anzahlvergleich folgt, dass V und W dieselbe Dimension n haben.

(%) ist ein Erzeugendensystem: Jedes w aus W hat die Form w = f(v). Da
V1, Vs, ..., U, eine Basis von V ist, ist v eine Linearkombination von vy, v, ..., v,
und folglich w = f(v) eine Linearkombination von f(vy), f(ve), ..., f(v,).

(*) ist linear unabhingig: Sei > " | a;.f(v;) = 0, so folgt dass f(D_ | o;.0;) =
0 = f(0) gilt. Wegen der Bijektivitdt von f erzwingt dies > | a;.v; = 0, woraus
sich wegen der Basiseigenschaft oy = -+ = «a,, = 0 ergibt. 0

Satz 5.9 (Klassifikation endlichdimensionaler Vektorriume)
(a) Hat ein Vektorraum V die Dimension n, so ist V = R".
(b) Es gilt R™ = R"™ genau dann, wenn m = n.

Beweis. Zu (a): Sei vy, vy, ..., v, eine Basis von V. Wir betrachten die schon in
Folgerung 1.15 betrachtete Abbildung

Z1

n
h:R"—V, : — g Ti.0;.
T i=1
Wir wissen, dass h bijektiv ist, da es sich bei vy, vq, ..., v, um eine Basis von V'

handelt. Nachrechnen zeigt ferner, dass h linear ist. Somit ist h ein Isomorphis-
mus.

Zu (b): Falls m = n ist gilt R™ = R”, damit sind beide Vektorrdume erst
recht zueinander isomorph. Wir nehmen nun umgekehrt an, dass R™ und R"
zueinander isomorph sind. Nach Satz 5.8 haben dann beide Vektorraume dieselbe
Dimension m = n. [
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Folgerung 5.10 Die endlichdimensionalen Vektorrdume V und W sind genau
dann isomorph, wenn dim V = dim W ist.

Beweis. Falls V und W isomorph sind, haben sie nach Satz 5.8 dieselbe Dimensi-
on. Falls V und W andererseits dieselbe Dimension n haben, folgen R” = V' und
R™ = W aus Satz 5.9. Unter Beriicksichtigung von Symmetrie und Transitivitét
der Isomorphiebeziehung ergibt sich dann V' = W. U

Bemerkung 5.11 (Isomorphie und Gleichheit) Wir miissen aufpassen, die
Begriffe Gleichheit und Isomorphie von Vektorrdumen trotz ihrer Ahnlichkeit
nicht durcheinander zu bringen.

Zwei Vektorrdume V' und W sind gleich, wenn V und W aus denselben Ele-
menten bestehen und zusétzlich Addition und Multiplikation mit Skalaren fiir
V und W iibereinstimmen.

Andererseits sind beispielsweise die Vektorrdume

Z
R? und T | 21 + 29 +23=0
I3

zueinander isomorph, da sie beide die Dimension zwei haben.
Aber natiirlich sind diese Vektorrdume nicht gleich.
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3.6 Matrizen und lineare Abbildungen

Wie konstruiert man lineare Abbildungen von V' nach W7 Eine Antwort auf
diese Frage gibt der Satz iiber lineare Fortsetzung. Wir sehen schon an seiner
Formulierung die wichtige Rolle von Basen.

Satz 6.1 (Satz iiber lineare Fortsetzung) V und W seien Vektorrdaume.

(a) Stimmen die linearen Abbildungen f,g:V — W auf einem Erzeugendensy-
stem von V dberein, so folgt f = g.

(b) Ist by, by, ..., b, eine Basis von V und wy,ws, ..., w, ein System von n Vek-
toren aus W, so gibt es genau eine lineare Abbildung f:V — W mit

f(br) = wy, f(b2) = wa, ..., f(bp) = wy.
Es gilt dabei f (> 1 ri.bi) = > 1 rw; fir jede Auswahl der Skalare ;.

Es reicht somit vollig aus, eine lineare Abbildung f : V' — W auf einer festen
Basis von V' zu kennen. Ferner kénnen wir durch beliebige Wertewahl auf der
gewihlten Basis eine lineare Abbildung auf f : V — W festlegen.

’ Donnerstag, 15. Januar 2004‘

Beweis. Zu (a): Wir konnen jedes z € V als Linearkombination x = """ | x;.b;
darstellen. Aus der Linearitdt von f und g folgt dann

flz) = Z%f(bz) = Zﬂﬁzg(bz) =g(x).

Es folgt damit f = g.
Zu (b): Wir definieren f : V — W durch die Formel

i=1 =1

In der Tat definiert diese Formel eine Abbildung, da sich jedes x aus V' eindeu-
tig als Linearkombination x = Y | r;.b; darstellen ldsst. Die Darstellung eines
Basiselements b; als Linearkombination der Basiselemente by, b, . .., b, ist gerade
by =0.by+ - +0.b;_1+ 1.b; + 0.bj41 + - - + 0.b,, so dass f(b;) = w; folgt.

Es bleibt, dass wir uns mit der Linearitdt von f befassen. Sind x = Z?:l x;.b;
und y = > | y;.b; die Basisdarstellungen von = und y aus V, so folgt « + y =
S (z; + y;).b;. Wir erhalten damit

flz+y)= Z(% +yi).bi = Z%bz + Zyi-bi = f(x) + f(y).

i=
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Entsprechend zeigen wir, dass f(a.x) = a.f(x) fiir alle Skalare a gilt. Damit haben
wir die Existenz einer linearen Abbildung f : V — W gezeigt, die auf by, by, ..., b,
der Reihe nach die Werte wy, ws, ..., w, annimmt. Die Eindeutigkeit von f folgt
aus Teil (a). O

Wir befassen uns anschlieBend mit einer wichtigen Folgerungen des Satzes
iiber lineare Fortsetzung, welcher die Beschreibung von linearen Abbildungen
durch Matrizen betrifft. Wir bezeichnen dazu mit M, ,,(R) die Menge aller m x n-
Matrizen iiber R. Wir werden im folgenden die Mengen

My, o (R) = (R™)" = (R™)"

miteinander identifizieren, indem wir eine m x n-Matrix A je nach Kontext durch

ihren Spaltenaufbau [sy, s, ..., s,] als Mitglied des (R™)™ oder durch ihren Zei-
<1

lenaufbau : als Mitglied von (R™)™ auffassen. Insbesondere ist M,, ,,(R)
Z’m

beziiglich der argumentweisen Operationen ein Vektorraum der Dimension m - n.

Satz 6.2 (Darstellungsmatrix von [ : R" — R™) (a) Jede lineare Abbildung
f:R™ — R™ st eindeutig durch thre Darstellungsmatrix

M(f) = [f(er), .., f(en)] € Mpmn(R),

vom Format m X n bestimmt, deren Spalten in dieser Reihenfolge die Bilder der

Einheitsvektoren e, es, . .., e, unter f sind.
(b) Sei A umgekehrt eine m x n-Matriz mit den Spalten sy, Sa, ..., Sy, d.h.
aip - Qip
A= o =[81,82,. .., 8]
m1 - Amn

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : R™ — R™ mit M(f) = A, also mit
f(ei) = s; Diese Abbildung ist formelmdfig gegeben durch

D i 01T

X

n
f : = Z%Sz =
i=1

n
Tn D e Qi T

Beweis. Der erste Teil des Satzes iiber lineare Fortsetzung zeigt, dass die lineare
Abbildung f : R™ — R™ durch die Folge f(ey), f(ez2),..., f(e,) der Bilder der
Einheitsvektoren des R", also durch ihre Darstellungsmatrix M (f), eindeutig
bestimmt ist.
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Die néchste Aussage, wie auch die Formel, folgt aus Teil (b) des Satzes iiber
lineare Fortsetzung. U

Wir verwenden diesen Satz, um in einem zweistufigen Verfahren die Multipli-
kation von Matrizen einzufiihren.

Definition 6.3 (Matrizenmultiplikation) Sei A eine m x n-Matriz wie oben.

(a) (m x n-Matrix) x Spalte: Sei x eine n x 1-Matriz, d.h. eine n-Spalte.
Dann heifit

n
T1 aiq 21:1 A14-T4

A : = ixz : =
i=1

Ty, Amj Z?:l Qs - Ty
das Produkt der m x n-Matriz A mit dem Spaltenvektor x.

(b) (m x n-Matrix) x (n x p-Matrix): Sei A eine m x n-Matriz und B eine
n x p-Matriz mit dem Spaltenaufbau B = [by, by, ..., by]. Dann heifit

A-B=A- [bl,bQ,,bp] = [Abl,,Abp]
das Matrizenprodukt von A und B.

Satz 6.4 (Berechnung Matrizenprodukt) A sei eine m X n-Matriz und B

eine n X p-Matrix. ey, es, . .., e, sei die Standardbasis des R™ und x eine n-Spalte.
Dann gilt
(1) Matrix x Einheitsvektor: A-e; = [s1,59,...,8,] € = ;.
sl n
(2)(n-Zeile) x (n-Spalte): (ay,a9,...,a,) - : = Z a;x;.
T, i=1

(3) (m x n-Matrix) x (n-Spalte):

X1 n
A-x = [s1,52,...,8n]" : :sz‘-Si
T, i=1
21T Z1
= = -



MATRIZEN UND LINEARE ABBILDUNGEN 81

(4) (m x n-Matrix) x (n x p-Matrix):

A-B =

= A-[bi,ba,...,0,)

= [A'bl,A'bQ,...,A'bp]
R 21 -b,

= Zm'bl Zm'bp
[ 1 z1 B

= : (b1, b, .. by =
| Zm Zp - B

Beweis. Die einzelnen Aussagen ergeben sich direkt aus der Definition. 0

Fazit 6.5 (Matrizenprodukt) Das Matrizenprodukt A-B = C lasst sich genau
dann bilden, wenn die Anzahl der Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von
B iibereinstimmt, d.h. wenn A eine m x n -Matrix und B eine n x p-Matrix ist.
Das Produkt C' = A - B ist dann diejenige m x p-Matrix, deren Eintrage durch

cir, = (i-te Zeile von A) - (k-te Spalte von B) = Z a;;bjk
j=1

gegeben sind (1 <i<m, 1<k <p).

Mit Hilfe der Matrixmultiplikation ldsst sich die zuvor behandelte Korrespondenz
zwischen linearen Abbildungen und Matrizen besonders elegant ausdriicken:

Satz 6.6 (Korrespondenz: Lineare Abbildungen und Matrizen) FEs sei
e1,€s,...,¢6, die Standardbasis des R™.

(a) Sei f:R™ — R™ linear mit Darstellungsmatriz M (f) = [f(e1),..., f(en)].
Dann ist A= M(f) eine m x n-Matriz und es gilt

flz)=A-x fir allex € R".

(b) Sei umgekehrt A eine m x n-Matriz. Dann ist die Abbildung
f:R"—=R" x—A-x

linear mit Darstellungsmatriz M (f) = A.
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Beweis. Bei (a) handelt es sich um eine Umformulierung des ersten Teils von
Satz 0.2, wéhrend (b) aus dem zweiten Teil des genannten Satzes folgt. 0J

Wir sind damit in der Lage — unter geeigneten Voraussetzungen an das For-
mat — Matrizen zu addieren, mit Skalaren oder auch miteinander zu multipli-
zieren. Gleiches konnen wir — unter geeigneten Voraussetzungen an Definitions-
und Wertebereiche — mit linearen Abbildungen tun. Wir erinnern daran, dass
fiir jedes n € N die n x n Einheitsmatrix als

0 1 0
En: . .
0 0 - 1

definiert ist.

Satz 6.7 (Darstellungsmatrizen) Die Zuordnung f +— M(f), von linearen
Abbildungen f : R™ — R™ zu m x n-Matrizen hat die folgenden Eigenschaften.

(1) M(f+g)=M(f)+ M(g) fir alle linearen Abbildungen f,g: R* — R™.

(2) M(a.f) = a.M(f) fir alle linearen Abbildungen f : R™ — R™ und Skalare
a.

(38) M(gof)= M(g)- - M(f) fir alle linearen Abbildungen f : R™ — R" und
g:R" — RP.

(4) M(1gn) = E,, wobei E,, die n X n-Finheitsmatriz bedeutet.

’ Montag, 19. Januar 2004‘

Beweis. Zu (1): Es gilt (f + g)(e;) = f(e;) + g(e;), daher M(f + g) = [f(e1) +
flea), ..., flen)+glen)] = [f(er),..., flen)]+[g(e1),- .., g(en)] und folglich M (f+
g) = M(f)+ M(g). (2) beweist man analog.

Zu (3): Es seien A = M(f), B = M(g) und C = M(g o f). Daher ist A =
lai, ..., a,) mit a; = f(e;). Nach Satz hat g die Form g(z) = B - z. Es ist daher

(g0 f)le:) = g(f(e:)) = g(a;) = B - a;,
damit wegen Satz 6.4/ (4)
M(go f)=[B-a1,B-as,...,B-a,] =B A,

und somit M(go f) = M(g) - M(f).
Zu (4): Als Darstellungsmatrix M (1gn) der identischen Matrix erhalten wir
le1, €9, ..., €e,], also die n x n-Einheitsmatrix. d



