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AUFGABE 1:

Entscheiden Sie, ob die folgenden 10 Aussagen richtig (= 1) oder falsch (=0) sind. Fiir jede
korrekte Antwort erhalten Sie zwei Pluspunkte, fiir jede falsche zwei Minuspunkte. Enthalten
Sie sich, so wird dieses mit 0 Punkten bewertet.

Aussage 0/1?
1 | Das Vektorprodukt von Vektoren des Anschaungsraumes ist kommutativ. 0
2 | Eine linear unabhangige Teilmenge des R™ hat mindestens n Elemente. 0

3 | Die Menge der ganzen Zahlen bildet mit den iiblichen Verkniipfungen + und 0
- einen Korper.

4 | Ein lineares Gleichungssystem ist losbar, falls sich die zugehorige erweiterte 0
Koeffizientenmatrix [A, b] auf Zeilenstufen bringen lasst.

5 | Je zwei Matrizen lassen sich multiplizieren. 0
6 | Fir alle A, B € M3(R) gilt: AB=0= A =0 oder B=0. 0
7 | Die Menge U = {(z1,%2) | 1 + 22 — 3 = 0} ist ein Unterraum von RZ. 0

8 | Zwei endlichdimensionale Vektorrdume V' und W mit dim(V) > dim(W) 0
sind isomorph.

9 | Sei V' ein R-Vektorraum und 7" = {vy,...,v,} € V. Dann ist T linear 0
abhéngig, wenn 0 € (vy,...,v,) gilt.

10 | Ist U C V ein Unterraum, so gilt fiir allev,w € V :v+w ¢ U,v €e U = w ¢ U. 1




AUFGABE 2:
Ergianzen Sie die folgenden Aussagen:

a) Die Vektoren vy, ..., v, eines R-Vektorraum heiflen linear abhéngig, wenn

aus der Gleichung Y ", oyv; = 0 mit oy,..., o, € R folgt, daB wenigstens ein i €
{1,...,n} existiert mit o; # 0.

b) Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V heifit Unterraum von V', wenn

U1l) 0€U und
U2) z,yecU=x+y €U und
U3)zelUreR=raxzeclU

gelten.

¢) Nennen Sie vier Eigenschaften des Skalarproduktes (-, -) im Anschauungsraum:

1. {z,y) = (y,z) fiir x,y € R3.
2 {5+ 9,2) = {1, 2) + (g, 2) fiir 2,5, € RY
3. (ra,y) =r(z,y) firr e R, z,y € R3.

4. (z,z) >0 fir x € R3.

d) Formulieren Sie den Basiserginzungssatz: V' sei ein endlichdimensionaler Vektorraum.

Dann ist jeder Unterraum von V ebenfalls endlichdimensional. Ferner lasst sich jede
Basis uy, . .., U, zu einer Basis u,. .., Upn, Uni1,- - -,V von V erginzen (n = dim(V)).

e) Gegeben sei eine Ebene E durch die Gleichung (r,a) = b, a # o. Der Abstand eines
Punktes p von E ist

1
Wma)—bl-



AUFGABE 3:
Gegeben sei das folgende Gleichungssystem

—w + 4z + 6y + 2z = b
Sw — x — 3y — 2z = by
dw 4+ 3x + 3y + 2z = by

uber den reellen Zahlen.

a) Bestimmen Sie die Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizientenmatrix.

b1
b) Fiir welche Vektoren | by | € R3 ist obige lineare Gleichungssystem losbar? Geben
bs
Sie im losbaren Fall die Losungmenge an.

c) Erldautern Sie die Bestandteile Threr Losungmenge.

Losung:

a
)
> A:=matrix(3,5,[-1,4,6,2,b1,5,-1,-3,-1,b2,4,3,3,1,b3]);
—1 4 6 2| bl
A= 5 —1 -3 —1]|b2
4 3 3 1|03
> Al:=gaussjord(A,1);
1 -4 -6 -2 —b1
A1 =0 19 27 9|b2+4+5b1
0 19 27 9|b3+4b1
> A2:=gaussjord(A,2);
B —6 -2 b1  4b2 7
9 10 19719
A2 — 27 9 | b2  5bI
9 19 1919
00 O 0 | b3 —0b1—b2
> A3:=gaussjord(A,3);
B -6 -2 b1  4b2 T
U9 W e
A3 — 27 9 | b2 501
"1 1| T
(00 0 0 |b3—b!—102]

b)
Aus der Zeilenstufenform erkennen wir, dass das Gleichungssystem fiir Vektoren der folgenden
bl
Form b2 l16sbar ist. Fiir diesen Fall hat die Zeilenstufenform die Gestalt:
bl + b2



> A3[3,5]:=0;

> print(A3);
—6 -2 b1 n 452
19 19 | 19 19
219 [ b2  5Hbl
1 2L 2| =yt
0 19 19 | 19 T 19
00 0 O 0

Nach Nullzeilenergénzen bekommen wir die Matrix
> Ad:=extend(A3,1,0,0);

f g o6 Z2[bL db2
19 19 | 19 19
A4': 0 1 E 2 b_2_|_%
) 19 19 | 19 19
00 O 0 0
00 O 0 0

und nach Substitution der Nullen-auf der Hauptdiagonalen durc-h -1 ergibt sich schlieSlich
> A4[3,3]:=-1; A4[4,4]:=-1;

A4373::—1
1444,45:_1
- 6 2 b1 4b2
1 R B o
O 79 101
A o1 2 9|2 b1
4= 9 19|19 19
00 -1 0 0
00 0 -1 0|

Die Losungmenge ist also gegeben durch
> col(A4,5) + s1 *x col(A4,3) + s2 * col(A4,4);
b1 4b2 b2 5bi —6 27 -2 9
—t—, =+ — 1 |—, —, —1 — — -1
T IET IR RT ’0’0} T {19’ 19’ ’0} 82 [19’ 9" ]
mit sq, 89 € R.

c)

Die Losungsmenge besteht aus eine speziellen Losung
> col(A4,5);

b1+4b2 b2+5b1 0. 0
19 19 7 19 19 77
und den Linearkombinationen von Losungen des zugehorigen homogenen Systems

> col(A4,3); col(A3,4);



—6 27
|
W T

-2 9
—=. 2.0, -1
00
AUFGABE 4:
Gegeben seien folgende Vektoren des R*:
1 1 —2 2
B 3 2 —4 d o — 4
U1 = -1 , Vg = 0 » U3 -1 unda vgq = 9
2 0 -1 0

a) Bestimmen Sie die Dimension von U = (vy,vs,v3,v4)7 Was lésst sich hieraus fiir die
Vektoren aus U folgern?

b) Gegen welche Vektoren aus {vy,vq, v3,v4} lasst sich der Vektor v = 1 | avstau-

1
schen, so dass eine Basis des R* entsteht?

Losung:

a)

> B := matriX(4;4:[1;1:_2:2: 3’2:_4’4: —1’0’—1’2’ 2’0’_1’01);

11 -2 2
3 2 —4 4
Bi=1_1 0 -1 2
2 0 -1 0
> gaussjord(B,1);
1 1 -2 2
0o -1 2 =2
0O 1 -3 4
0 -2 3 —4
> gaussjord(B,2);
10 0 0]
01 -2 2
00 —1 2
|00 =1 0 |
> gaussjord(B,3);
[1 0 0 0]
01 0 =2
001 =2
100 0 =2 |

> gaussjord(B,4);



o O O
o O = O
o= OO
_ o O O

Aus der Zeilenstufenform erkennen wir, dass alle vier Vektoren linear unabgéngig sind. Die
Dimension von U ist also 4. Als Unterraum des R* der Dimension 4 muss dann U = R*
gelten. Die Vektoren vy, vs, v5, v4 bilden also eine Basis des R*

b)
Wir 16sen das folgende Gleichungssystem, welche durch seine erweiterte Koeffizientenmatrix
gegeben ist
> C:=matrix(4,5,[1,1,-2,2,1, 3,2,-4,4,2, -1,0,-1,2,-1, 2,0,-1,0,1]1);

11 -2 2 1

3 2 —4 4| 2
-1 0 -1 2|-1

2 0 -1 0 1

C .=

> gaussjord(C,1);

1 -2 2] 1
-1 2 -2|-1
1 -3 4] 0
-2 3 —4|-1

S O O

> gaussjord(C,2);

o O O
o O = O
|
—_
SN N O
|
—_

> gaussjord(C,3);

o O O
o O = O
o= O O
&
N = W O

> gaussjord(C,4);

—1
—1 |

S O O
o O~ O
o= OO
— o O O
—

Der Vektor v lasst sich also gegen die Vektoren vy, v3 oder vy austauschen, so dass eine Basis
des R* entsteht.



AUFGABE 5:
Gegeben seien die Unterraume

1 0 1 0 2 0 1
1 p 1 1 2 0 1

O={l o |- {1 | 1 pPodl=C 4y | fo||1]]1]
2 2 0 0 4 0 p

a) Bestimmen Sie die Dimension von U; + Us. Was lisst sich dann fiir dim(U; NUs) sagen?

b) Geben Sie konkrete Unterrdume Uy, U, C R® mit dim(U;) = 3 und dim(Uy) = 5 an
sowie dim(U; N Uy) = 2.

Losung:

a) Wir suchen eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von der Vektoren die U; + Us
erzeugen. Dazu bringen wir folgende Matrix auf Zeilenstufenform

> E:=matrix(4,7,[1,0,-1,0,2,0,1, 1,2,1,1,2,0,1, O0,1,1,-1,0,1,1,
> 2,2,0,0,4,0,2]);
10 -1 02201
1 2 1 1 201
E:= 0 1 1 -1 011
22 0 040 2
> gaussjord(E,1);
10 -1 0201
02 2 1000
01 1 -1 011
02 2 0000
> gaussjord(E,2);
1 0 -1 0 2 0 17
1
01 1 - 000
2
-3
00 0 — 011
2
L0000 0 -1 0 0 0
> gaussjord(E,3);
1 0 -1 0 2 0 17
1
01 1 - 000
2
-3
00 0 — 011
2
(00 0 -1 00 0]

> gaussjord(E,4);



[ 1
0
0
| 0
> gaussjord(E,5);
[ 1
0
0
| 0
> gaussjord(E,6);
[ 1
0
0
| 0
> gaussjord(E,7);
[ 1
0
0
| 0

o O = O O O = O O O = O

o = O

0

-1 0 2 0 1
1 0000
01000
00011 ]
-1 0 2 0 1]
1 0000
01000
0001 1]
-1 0 2 0 1]
1 0000
01000
00011 ]
-1 0 2 0 1]
1 0000
01000
00011 ]

Wir erkennen, dass das System der Vektoren vy, va, v4, vg linear unabhangig ist und sich die an-
deren Vekoren als Linearkombination dieser vier Vektoren ergeben. Die Vektoren vy, vs, vy, vg
sind also eine Basis von U; + Uy, d.h. dim(U;, + Us) = 4.

Ohne weiteres Wissen (z.B. die Dimensionen von U; bzw. Us,) kénnen keine Aussagen iiber
die Dimension von U; N Uy getroffen werden.

b) Wir betrachten die Unterrdume

und

T2
I3
Ty
Ts

e}

A
)

| 21, X2, 3 € R}

S OO O Ow

| X2,X3,T4,Ts5,Tg c R}




Leicht lassen sich obigen Forderungen nachweisen.

AUFGABE 6:
Es bezeichne {ey,...,e5} die Standardbasis des R® und {e},...,¢e,} die Standardbasis des
R*. Sei f : R® — R* die durch lineare Forsetzung definierte R-lineare Abbildung mit

fler) = e +ey, flea) = €5 +e5, f(es) = e + €}, fea) = €+ €y, fles) =€) +es.
a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von f.

1

-1

b) Berechnen Sie f(v) mit v = 2
-2

3

¢) Bestimme eine Basis von Kern(f). Welche Dimension hat Bild(f)?

d) Konstruieren Sie eine lineare Abbildung f : R® — R* mit dim(Kern(f)) = 3.

Losung:

a)

1 0011
M(F) = [Fer). Flea) flea) flea Sles) = | 1 gy
00110

b) Durch Matrixmultiplikation erhalten wir

flv) =

O = O N

¢) Wir bringen M (f) auf zunéchst Zeilenstufenform.

10011
11000
F= 01101
00110
> gaussjord(F,1);

100 1 1
010 -1 -1
011 0 1

001 1



> gaussjord(F,2);

100 1 1
010 -1 -1
001 1 2
001 1 0]
> gaussjord(F,3);
(100 1 1]
010 -1 -1
001 1 2
000 0 =2 ]
> gaussjord(F,4);
100 1 1
010 -1 -1
001 1 2
000 0 =2 ]
> gaussjord(F,5);
100 10
010 —-10
001 10
000 01

Die Matrix ist nun auf quadratische Form zu bringen und zwar so, dass durch Ergénzen von
Nullzeilen die Einsen sich auf der Hauptdiagonalen befinden.

> Fl:=extend(gaussjord(F,5),1,0,0);

100 10
010 -120
F1.=1001 10
000 00
000 01

Das Ergsetzen von 0 durch —1 entlang de
> F1[4,4]:=-1;

—

Hauptdiagonalen liefert uns die Matrix

F1474 = —1
100 10
010 —-10
001 10
000 —-10
000 01

Damit ist die vierte Spalte der Matrix F1 eine Basis von Kern(f) [Losung des homogenen
Gleichungssystems!]. Nach dem Rangsatz gilt dann

dim(Bild(f)) = dim(V') — dim(Kern(f)) =5—1=4

10



d) Wir betrachten die Abbildung

T

0
T 0
fRO—RY| 23 | —
T T
4
Ts
Ts

Die Linearitéat dieser Abbildung ldsst sich leicht einsehen (M(f) = [Ogs, Ogs, Ogs, x4€3, T5€4],

T
T2
e3, e4 Elemente der Standardbasis des R*). Aus f(v) = 0 fiir ein v = | x3 | € R® erhalten
L4
Ts
1 0 0
0 1 0
wir x4 = 25 = 0. Damit gilt weiterve (| 0 |, 0 |,] 1 |)C R’ Wegen
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0 8
o h=sfop=s1p=]"
0 0 0 0
0 0 0
gilt also tatséchlich dim(Kern(f)) = 3.
AUFGABE 7:
a) Gegeben sei die Matrix
1 -1 2
A= -2 -1 2 | e My(R).
-2 -2 3

Berechnen Sie A~! mit Hilfe der Cramerschen Regel.

b) Sei A eine Matrix aus M, (R). Beweisen Sie die folgende Aussage:

A ist invertierbar = A' £ 0Vl € N.

11



Losung:

a) Zunéchst berechnen wir die Determinante von A:

1 -1 2
det(A) = -2 -1 2
-2 -2 3
Add. 1.—Spal L oo
A= palte —92 -3 6
-2 -4 7
Entw.1.—Zeile 1 -3 6
N -4 7
= —21+24=3
1
Durch Losen des Gleichungssystems Az = | 0 | mittels der Cramer-Regel erhalten
0

wir die erste Spalte von A~!. Nach der Regel haben wir die folgenden drei Determinan-
ten zu berechnen:

L1 2 Entw. 1.—Spalte -1 2
0 -1 2 = 9 3
0 -2 3
= —-34+4=1
11 2
92 0 2 Entw.2£Spalte (_1) ‘ :; g ‘
-2 0 3
— (L1644 = (-2 =2
-1 Entw. 3.—Spalte -2 -1
-2 -1 0 = 9 _9
-2 =2 0
= 4—-2=2
1
Die erste Spalte von A~ ist also % 2 |. Nun berechnen wir die zweite Spalte durch
2
0
Losen des Gleichungssystems Ax = [ 1 |. Hier miissen wir die folgenden drei Deter-
0

12



minanten berechnen:

0 —1 2
1 —1 2 Entw.l.:—Spalte (_1) ‘ :é § ‘
0 -2 3
= —(=3+4)=-1
102 Entw.2.—Spalte 1 2
-2 1 2 = 9 3
-2 0 3
= 3+4="7
1 -1 0
9 _1 1 Entw.fﬂ.:—Spalte (_1) ‘ _; :; ’
-2 =20
= —(—2-2)=14
-1
Die zweite Spalte von A~! ist also % 7 |. Um die letzte Spalte der inversen Ma-
4
0
trix zu erhalten benotigen wir die Losung des Gleichungssystems Az = | 0 |. Dazu
1
bestimmen wir die folgenden drei Determinanten:
0 -1 2 Entw.1.—Spalte -1 2
0 -1 2 = 1 9
1 -2 3
= —242=0
1 0 2
92 0 2 Entw.ZZ—Spalte (_1) ‘ _; 2 '
-2 1 3
L =10 Entw. 3.—Spalte 1 -1
-2 -1 0 = 9 ]
-2 =21
= —-1-2=-3
0
Der dritte Spalte von A~! lautet also % —6 |. Fassen wir die drei Ergebnisse zu-
-3
sammen so ergibt sich
1 1 -1 0
Al'=-2 7 -6
2 4 -3

13



b)

Beweis durch Induktion nach [ € N.

Induktionsanfang: Fiir | = 1 ist nachzuweisen, dass A # 0 gilt. Wegen A- A~! = E,
und A -0 = 0 ist diese Gleichung auch giiltig.

Induktionvoraussetzung: Fiir ein festes aber beliebiges [ € N gilt:
A ist invertierbar = A’ # 0.

Induktionsschritt: Angenommen es gelte A"*! = 0, dann ergibt sich A - A' = 0. Die
Multiplikation dieser Gleichung mit A~! liefert uns die Gleichung A' = A=1 -0 = 0.
Dieses ist ein Widerspruch zu der Induktionsvorrausetzung. Damit ist unsere Annahme
falsch und es gilt tatsichlich A £ 0.

Wenn sich klar gemacht wurde, dass aus der Invertierbarkeit einer Matriz A folgt, dass
A # 0 gilt und eingesehen worden ist, dass (A)™! = (A=Y gilt, dann ist die Aussage
auch gezeigt.

AUFGABE 8:
Sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V mit Basis vq, ..., v, gegeben.

a)
b)

Geben Sie eine lineare Abbildung f: V — R mit f(v;) =4, 1 <i <n an.

Finden Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass Kern(f) = {0}
gilt, und beweisen Sie diese.

Losung:

a)

Per linearer Forsetzung existiert eine lineare Abbildung f : V — R mit f(v;) = 1,
1 < ¢ < n. Ein beliebiges v € V', welches durch v = Z:.L:l a;v; dargestellt ist, wird
dabei auf > 7 ;i f(v;) = > " o; - i € R abgebildet wird.

Behauptung: Es gilt Kern(f) = {0} genau dann, wenn n = 1 ist.

Beweis: 7<=": Falls n = 1 gilt, so ist v; # 0y eine Basis von V. Fiir ein beliebiges
v =oav; €V mit f(v) = Og gilt Og = f(v) = flauvy) = anf(v1) = a1 -1 = .
Wir konnen also v = 0 schlieBen. Damit ist dann Kern(f) C {0} gezeigt. Wegen der
trivialen Teilmengenbeziehung {0} C Kern(f) gilt dann auch Kern(f) = {0}.

”=": Wir nehmen an, dass n > 2 ist. Dann betrachten wir v = vy, — 2v;, wobei vy, vy
Elemente aus einer Basis von V' sind. Aufgrund der linearen Unabhangigkeit von den
Vektoren vy und vy gilt v # 0. Werten wir f an der Stelle v aus, so bekommen wir
f(v) = f(vg —2v1) = f(ve) —2f(v1) =2—2-1=0. Der Vektor v liegt somit im Kern
der linearen Abbildung f. Daher gilt Kern(f) # {0} (Widerspruch!).

14



AUFGABE 9:
Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen:

[1) g g i 1 2 3 1z 22

5 3 5 6 und 1 T l‘g EMg(R)
00 3 4 4 79 1 x3 22
000 4 3.

Losung: Wir berechnen der Reihe nach die Determinanten:

1)

1 2 3 4
0 2 3 4 ; 2.3 4 ; 3 4
Entw.naclgrsterZe'Llel 0 3 4 Entw.nacfgrsterZe'Lle2 :2(34_04):24
00 3 4 00 4 0 4
000 4
2) Wir formen zunéchst die Matrix
1 2 3
3 5 6
4 7 9

mittels durch Spaltenumformungen (Addition des entsprechenden Vielfachen der ersten Spal-
te zu den anderen), die die Determinante nicht d&ndern, um. Dann gilt

1 0 0
3 -1 -3 Entw.nacfgrsterZezle 1‘ -1 -3 ‘: 0

4 —1 -3 -1 =3

3) Durch Subtraktion des zi-fachen der ersten Spalte zur zweiten und des x3-fachen der ersten
zur dritten erhalten wir

1z 23 1 0 0
1 o 23 = 1 z9—xy 23— 22
1 x3 23 1 x3—x; 23— a3

Entw. nach erster Zeile 1 To — I SL’% - x%

T3 — I (II%-ZE%

= (w2 — m1) (23 — 27) — (w3 — @1) (25 — 27)
= (9 — 1) (23 — 1) (23 + 1) — (22 + 21)]

= ($2 - $1)($3 - $1)($3 - $2)

15



