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AUFGABE 1 (4 Punkte):

a) Uberpriifen Sie, ob die folgenden Matrizen

1231 13 -3 0
133 2 11 -3 2
A=|49 4 3 3 |wmdB= 39 —10 5
111 1 2.0 5 —1

aus M, (R) invertierbar sind und geben Sie gegebenenfalls die inverse Matrix an.

b) Gegeben sei die folgende obere Dreiecksmatrix

aj; a2 Az
D= 0 929 Q93 Q M3 (R)
0 0 ass

Zeigen Sie: Falls D invertierbar ist, so ist D™! wieder eine obere Dreiecksmatrix.
c) Gibt es in M3(R) Matrizen A, B mit den folgenden Eigenschaften:

A?=B? = —F, und AB = —BA?

Losung:

a) > with(linalg):
> A:=-matrix(4,4,[1,2,3,1, 1,3,3,2, 2,4,3,3, 1,1,1,1]);
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> Al:=extend(A,0,4,0);

Al :

> A1[1,5]:=1;

> A1[2,6]:=1;

> A1[3,7]:=1;

> A1[4,8]:=1;

> print(Al1);

> gaussjord(Al,1);
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> gaussjord(Al1,2);

0O 3 —-1| 3 =2
1 0 1}-1 1
-3 1]/-2 0

o o o =
]

S = O O

_ o O O

> gaussjord(Al,3);

100 01 -2 1 0
010 1|-1 1 0 0
—11] 2 1
001 —| = 0
3| 3 3
0001_21_21
i 31 3 3 |

> gaussjord(Al,4);

(1000 1 -2 1 o]
0100 1 -2 2 -3
0010 0 1 -1 1
0001/-2 3 -2 3|

Die Matrix A ist invertierbar. Das Inverse zu A ist

[ 1 -2 1 0 ]
1 -2 2 =3
0o 1 -1 1
-2 3 -2 3

> B := matrix(4,4,[1,3,-3,0, 1,1,-3,2, 3,9,-10,5, -2,0,5,-1]1);

1 3
11
39
-2 0

-3
-3
—10
)




>

>

Bl:=extend(B,0,4,0);

13 -3 0
11 -3 2
B1 :=
39 —-10 5
-2 0 5 —1
B1[1,5]:=1;
B]175 =1
B1[2,6]:=1;
B1276 =1
B1[3,7]:=1;
B]377 =1
B1[4,8]:=1;
B]478 =1
print(B1);
13 -3 0|1
11 -3 20
39 —-10 5|0
-2 0 5 —1|0
gaussjord(B1,1);
1 3 =3 0| 1
0o -2 0 2|-1
0O 0 -1 5|-3
0O 6 —1 —1| 2
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> gaussjord(B1,2);
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> gaussjord(B1,3);

i 17 3 T
100 =12+ - =30
2 2
1 -1
010 -1 — 00
2
001 -5/3 0 —10
000 02 3 -—-11
> gaussjord(B1,4);
i 17 3 T
100 -12|— - -3 0
2 2
1 -1
010 —-1|- — 00
2 2
001 -5}/3 0 —-10
000 02 3 —-11

Die Matrix B ist also nicht invertierbar.

b) > C:=matrix(3,3,[all,a12,a13, 0,a22,a23, 0,0,a33]);

all al2 al3
C:= 0 a22 a28
0 0 a33

> Cl:=extend(C,0,3,0);

all al2 a13|0 0 O
C1:= 0 a22 a23|0 0 O
0 0 a33|0 0 O
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>

Ci[1,4]:=1;

Ci1[2,5]:=1;

C1[3,6]:=1;

print(C1);

gaussjord(C1,1);

gaussjord(C1,2);

gaussjord(C1,3);
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all
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0
0

01174 =1
01275 =1
013,6 =1

al2 al3|1 0 0

0 a22 a23]0 1 O

0 0 a33|0 0 1
al?2 al8 1
00
all all | all
a22 a23 0 1 0
0 a33 0 0 1

—al3 a22 + al?2 a23 1 al? T
N all a22 all  all a22

a29 IR

a2? a2?
a33 0 0 1
1 al? —al3 a22 + al2 a23 7

all  all a22 all a22 a33
1 a3
a22 422 a33
1

0 0 —3 |




Das Inverse hat also die folgende Form

ro1 al2 —al83 a22 + al?2 a23 7
all all a22 all a22 a38
1 a3
a2? a22 a88
1
0 0 —
L a33 -

c) Wir zeigen zunichst die folgende Aussage:
Ist 0 # = € R?, dann bilden die Vektoren z und Az eine Basis des R

BEWEIS: Aus Dimensionsgriinden reicht es zu zeigen, daf§  und Ax linear unabhingig
sind. Angenommen die Vektoren x und Ax seien linear abhéngig, so erhalten wir die
folgende Kette von Folgerungen:

x, Ax sind linear abhéngig

= Ar=Xdrmit \#0,A e R
A 2 . o
= A° z=A\r =\ (Ax)

=—FEn =\z
= —r=\x
= (M+1)_z =0

£0

= M+1=0

= A\? = —1 (Widerspruch, dies ist in R nicht moglich)

Somit sind im Falle x # 0 die Vektoren z und Az linear unabhéngig. g

Wir konnen also den Vektor Bz € R? in eindeutiger Weise als Linearkombination der
Basisvektoren x und Az schreiben, also

Bxr = M1 + ,UQAJJ

mit M1, U € R.

Angenommen, es gibe Matrizen A, B € M,(R) mit den Eigenschaften A> = B? = —F,
und AB = —BA. Durch Multiplizieren der Gleichung mit B von links erhalten wir
dann

B%x =

AB=BA i Br — ps ABx

Bz einsetzen

= (i + peAr) — ppA(ne + pgAz)
= (T + ppe Az — piopn Az — p3 A%z

i Bx + ps BAx

= pia + pia
= (u+m)e



Wegen B2 = —FEyx = —x folgt dann

—r = (i + )z

und hieraus, da x # 0 ist,
pi+ s = 1.

Fir py, o € R ist diese Gleichung offensichtlich nicht 16sbar. Wir haben also einen Wi-
derspruch zu unserer Annahme, dass es Matrizen A, B € M5(R) mit den Eigenschaften
A? = B? = —F, und AB = —BA gibt.

AUFGABE 2 (4 Punkte):

a) Gegeben sei die Matrix

0 -1 2 =3
0O 0 =2 1
A= 0 0 0 -1
0O 0 0 O

Berechnen Sie A2, A3 und A%
b) Es sei die Matrix A € M, (R) mit A° = 0 gegeben. Wir setzen
B=E,+A+ A%+ A®+ A%,
Zeigen Sie, dass B zu der Matrix F,, — A invers ist.

c) Geben Sie eine Matrix A € My(R) mit A% = 0 an, die mehr als einen Eintrag # 0 hat.

Losung:
a) > with(linalg):
> A:=matriX(4,4, [0:_1a2’_330’0:—2:1’0’0’0’—1’0’0’0’0]);

0 -1 2 =3
0 0 -2 1
A=
0 0O 0 -1
0 0O 0 O
> AA:=multiply(A,A);
0 0 2 =3
000 2
AA =
000 O
000 O




>  AAA:=multiply(A,AA);

AAA =

o o o O

o o o O

o o o O
@]

>  AAAA:=multiply(A,AAA);

AAAA =

o o o O
o o o O
o o o O
o o o O

b) Wir miissen B(E, — A) = E,, = (E,, — A)B zeigen. Es gilt:

B(E,—A) = (BE,+A+A*+ A3+ AYH(E, — A)
= E,E,+ AE, + A’E, + A3E, + A*E,
—FE,A— AA— A%A — A3A — A%A
= En+A+A2+A3+A4—A—A2—AS—A‘*—\Af_/

=0
= F,

Ebenso erhalten wir

(E,—A)B = (E,—A)(E, +A+ A%+ A% + AY)
= E,E,— AE, + E,A— AA+ E,A?
—AA? + B A3 — AA3 + E,A* — AA?
= En—A+A—A2+A2—A3+A3—A4+A4—<4j/

=0
- E,

. 1 -1
c) Sei A = 1 1

verschieden ist, und es gilt

e (10 o)

- (O rOrEE )-8

€ My(R). Dann hat A mehr als einen Eintrag, der von Null



AUFGABE 3 (4 Punkte):

a)

Gegeben seien die endlichdimensionalen Vektorraume V' und W sowie eine surjektive
lineare Abbildung f : V' — W. Geben Sie eine lineare Abbildung g : W — V mit
fog= 1y an. Hinweis: Satz 6.1

b) Geben Sie zu A = 1 ; ? ) eine Matrix mit AB = E, an. Kann fiir ein solches B
auch BA = E5 gelten?
Losung:

a)

Da f: V — W surjektiv ist, gibt es zu jedem y € W ein z € V mit y = f(z). Sei
{wq,...,wy,} eine Basis des endlichdimensionalen Vektorraums W. Da f surjektiv ist
gibt es insbesondere zu jedem Basisvektor w; € W ein Urbild v; € V| also f(v;) = w;
fur allet € {1,...,m}.

Aufgrund des Satzes 6.1b) iiber die lineare Fortsetzung gibt es genau eine lineare Ab-
bildung g : W — V mit g(w;) = v; fiir fiir alle i € {1,...,m}.

Sei w € W beliebig, also w = ajw; + agws + - - - + aw, mit aq, ..., q, € R. Dann
folgt fiir die Komposition f o g

(fog)(w) = flglaqwy + aows + - - - + awy,))

linear
= flairg(wr) + azg(wa) + - - + apg(win)))
= flav + avs + - -+ + pUp,)

linear

TEEE 0 f01) + anf (v) + - + G f (vn)
= QW1 + QoW + * * + + QWi
= W

Somit gilt fog= 1y.

Wir wollen zur Bestimmung von B Aufgabenteil a) anwenden. Sei dazu
f:R*—R?*® z+— Az

f ist offensichtlich linear. f ist auch surjektiv. Sei < ‘; > € R? beliebig. Wir 16sen das

folgende lineare Gleichungssystem (z.B. mittels des Gauf-Algorithmus)

10 3|2x—y

[ 1 ; i o } ~ 01 —-1| y—z
Y 00 —1 0
20 — vy 3 .
und sehen, dass die Vektoren y—x |+r| —1 | €R3 Urbilder von ( y ) c R?
0 -1

sind. Wir wahlen die Standardbasis bestehend aus den Vektoren ( (1) ) und ( [1) ) und
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bestimmen jeweils ein Urbild unter der Funktion f (Wir kénnten an dieser Stelle auch
eine beliebige andere Basis des R? nehmen!). Gesucht ist also ein z; € R? mit

== (2= ()
f(xQ):AxQZG ; f)mz(?)

Wir erhalten nach obiger Formel

und ein 7o € R? mit

2 3
ri(s)=| -1 | +s| —1 | mitseR
0 —1
und
-1 3
xo(t) = 1 |+t -1 | mitteR
0 -1
Fiir s = 0 und ¢ = 0 erhalten wir die Vektoren
2
T = I1<O) = —1
0
und
-1
To = ZL’Q(O) == 1
0

Der Satz 6.1b) tiber die lineare Fortsetzung liefert uns die Existenz einer eindeutigen

linearen Abbildung
g:R* =R’ yw— By

mit
2
1 1
(o p=r(o)=(
0
und
0 0 1
()= ()=
0
a b
gibt, wobei B= [ ¢ d | € M;2(R) ist.
e f
2 -1
Wir wissen schon, dass B = M(g) = [g(e1),g(e2)] = | —1 1 | € M32(R) die Dar-
0 0

stellungsmatrix bzgl. g ist.

11



Fiir den Fall, dass nicht die Standardbasis gewéhlt wurde, kann man B wie folgt be-
stimmen: Aus den obigen Gleichungen erhalten wir

a b | a 2
c d ( 0 ) = c = -1
e f e 0
und b b
a -1
c d < (i) ) = d | = 1
e f f 0
2 —1
Somit ist B = -1 1
0 0

Auf diese Weise gilt tatsidchlich AB = F,, denn nach Aufgabenteil a) gilt

Eyr =3 = 1p(z) 2 (f 0 9)(a) = f(9(x)) = f(Bx) = ABa
fiir alle z € R2.
Klar ist auch, dafl B von der Wahl der Urbilder abhéngt. Jede Matrix B, die AB = Ey
gentigt, ist von der Form
243s —1+3t
B(s,t)=| —-1—s 11—t | mits,teR
-8 —1

BA = E, kann nicht gelten, da daf§ Matrizenprodukt BA eine 3 x 3-Matrix ist.

AUFGABE 4 (4 Punkte):
Wir betrachten die Vektorraume R* und R® sowie den Unterraum

1 1 1 4
s 1 -3 10 .
U= s [ 1| =r || e [PER

3 -3 ~15 6

a) Bestimmen Sie eine Basis von U.

b) Fiir welche d € {1,2,3} gibt es eine lineare Abbildung f : R* — R5 mit Kern(f) =U
und dimg Bild(f) = d? Eine genaue Begriindung ist erforderlich.

Losung:

a) > with(linalg):

> U:=matriX(4,4, [1,1;174’ 3,1:_3310, 5’1’—7’16’ 3’_3’_15’6]);

1 1 1 4

3 1 =3 10
U .=

5 1 -7 16

3 -3 =15 6
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> gaussjord(U,1);

1 1 1 4
0 -2 —6 -2
0 -4 —-12 —4
0 -6 —18 —6
> gaussjord(U,2);
10 -2 3
01 31
00 00
00 00
1 1
Hieraus lesen wir ab, dass die Vektoren g und 1 eine Basis von U bilden.
3 -3

Nach Aufgabenteil a) ist die Dimension von U gleich 2. Sei nun f : R* — RS eine
lineare Abbildung mit Kern(f) = U. Dann gilt nach dem Rangsatz (Satz 8.2):

d = dim(Bild(f)) = dim(R*) — dim(Kern(f)) =4 —2 =2

Hieraus schlieflen wir, dass fir d € {1,3} keine lineare Abbildung f : R* — R® mit
Kern(f) = U existiert.

Wir wollen nun nachweisen, dass eine lineare Abbildung f : R* — R5 mit Kern(f) =
U und d = 2 existiert. Sei dazu {u;.us} C R* eine Basis von U. Diese kénnen
wir aufgrund des Basisergédnzungssatzes (3.10) durch Hinzufligen geeigneter Vektoren
v, 09 € R zu einer Basis {uy, ug, v, v2} des R* ergéinzen.

Wir wahlen zwei linear unabhingige Vektoren w; und w, des R®. Dann gibt es auf-
grund des Satzes 6.1b) iiber die lineare Fortsetzung genau eine lineare Abbildung
[ RY — R mit f(uy) = 0, f(uz) = 0, f(v1) = wy und f(vy) = wy. Wir wollen
zeigen, dass f die gewilinschten Eigenschaften hat.

Sei x € U = (uy,uz) beliebig, also © = auy + fus mit a, f € R. Dann erhalten wir

f linear

f(l’) = f(OéUl + 6“2) = ozf(ul) + Bf(UQ) =al+ 60 =0

d.h. z € Kern(f), also U C Kern(f).
Sei andersherum x € Kern(f) C R? beliebig, also & = Aju; + Aotz + A3v; + A\gvo mit

13



f(z) = 0. Dann folgt

0 = f()
= F(Mur + Aaug + Agvr + Agv2)

FHRear N F(un) + Aaf (us) + Asf(v1) + Aaf(v)
= )\311)1 + )\4w2

Da w; und wy linear unabhéngig sind, folgt A3 = 0 und Ay = 0 und somit z = A\ju; +
Aoty € U. Somit gilt auch Kern(f) C U, insgesamt also Kern(f) = U.

Wir miissen noch d = dim(Bild(f)) = 2 zeigen. Sei dazu = ayu; +asus+asv;+auve €
R* beliebig. Dann folgt

f(z) = floquy + agus + azvy + auvs)
f linear

= oy f(ur) +asf(us) + asf(vr) + asf(ve)
= 3W1 + AWy .

E(wl,wg)

Somit bilden die Vektoren w; und ws ein Erzeugendensystem von Bild(f). Aus der
linearen Unabhéngigkeit von w; und ws folgt nun, dass {wy, ws} eine Basis von Bild(f)
ist. Somit d = dim/(Bild(f) = 2.
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