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AUFGABE 1 (4 Punkte):

T T1+ 229 + 13+ 224 + 75
i) T+ 2272 + 41’3 + 81’4 + 161’5
Wir betrachten die Abbildung f : R® — R, | 23 | — 6x1 + 879 + 623 + 81y + 615
T4 T1 + 229 + 423 + 8y + 1625
Ts Txy + 1029 + Txs + 1024 4 Tx5

a) Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.
b) Bestimmen Sie jeweils eine Basis von Kernf und Bild f.
Losung:
a) Lemma: Zu einem gegebenen v € R5 und fiir alle 1 <1 < 5 ist die Abbildung

I
o)
f~2 R5 %RB, X3 = Z;.V
Ty
Ts

linear.

Xy n
T2 Y2
Beweis: Seien | 23 |, | ys | € R® und a € R gegeben. Wir betrachten
Ty Ya
L5 Ys
x hn T1+ %
| 2 Y2 | r2t e
f(las |+ v ) = f(| sty | =@+y)o=n0+y0
Ty Ya T4+ Ya
Z5 Ys T5+Ys
T Y1
| T2 | Y2
= f(] = )+ (| vs |)
Ty Y4
L5 Ys



il AT T

flal zs D=F| azs |)=(az)v=a.(z;v)=a.f(| z3 |)
T4 ATy Ty
Ts ATy Ts

OJ

Das so eben bewiesene Lemma liefert uns, dass die folgenden linearen Abbildungen:

1 1 1 2
T 1 ) 2
fl RP— R | 23 | —x.| 6 : fz ‘R — RS | 23 | +— zo. 8 X
Ty 1 Ty 2
Ts 7 Ts 10
T 1 T 2
Ty 4 Ty 8
f3: RO —R | 25 | —as| 6 |;:fi:R—R | 23 |+— 24 8 | ;
Ty 4 Ty 8
s 7 Ts 10
I 1
) 16
f5:RP—R | 25 | —~uas| 6
Ty 16
Ts 7
linear sind. Wegen
T T+ 229 + 13 + 224 + 75
To T1 + 229 + 423 + 8x4 + 1625
f(] x3 = 61 + 8xg + 623 + 84 + 625 |)
T4 r1 + 229 + 43 + 8y + 1625
T5 71’1 + 101’2 + 71’3 + 101‘4 + 7135
i 2[[2 T3 2334 Ty
T 229 4xs 8x4 1625
= 6x, | + 8xa | + | 6x3 | + 8ry | + 6xs
T 229 4xs 814 16x5
7?[71 ].0?[72 71‘3 101‘4 7![‘5
1 2 1 2 1
1 2 4 8 16
= I 6 + 29 8 + x3 6 + x4 8 + x5 §
1 2 4 8 16
7 10 7 10 7

konnen wir ferner f = fi+ fo+ f3+ fa+ f5 folgern. Als Summe von linearen Abbildungen
ist f dann nach Satz 5.5 (2) wiederum eine lineare Abbildung.
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Ein sehr kurzes Argument, warum f lineare Eigenschaften hat, ist das Folgende. Wir
erkennen, dass f(x) = Ax mit A € M5(R) gilt (A beinhalte die Koeffizienten der x;).
Nach Satz 6.6 (b) ist dann [ eine lineare Abbildung.

b) Wir betrachten zunichst Bild f ndher:

;

Ty + 229 + 13 + 224 + 75
T+ 2132 + 4$3 + 85(?4 + 16&35
Bild f = 6x1 + 8xg + 63 + 8x4 + 625 | | 1,...,25 € R
T1 + 229 + 43 + 84 + 1625
Tx1 + 10x9 + Txs + 1024 + 75

T 2LE2 T3 2374 Ty
T 229 4xs 8xy 1625
= 61’1 + 81’2 + 6!['3 -+ 8ZE4 -+ 6[E5 ‘ T1,...T5 € R
T 21‘2 41‘3 8$4 16$5
Tx1 10x9 Txs 1024 Txs
1 2 1 2 1
1 2 4 8 16
= (6], 8.6, 81|, 6]
1 2 4 8 16
7 10 7 10 7

Um eine Basis von Bild f zu bestimmen, stehen wir vor der Aufgabe aus den Vektoren,
die den Unterraum Bild f erzeugen eine maximal (bzgl. C) lineare unabhéngig Teil-
menge zu finden. Dieses Problem konnen wir mit dem Gauss-Algorithmus 16sen.

> Bild := multiply(A,B);

1 21 2 1
1 2 4 8 16
Bild:=|6 8 6 8 6
1 2 4 8 16
7 10 7 10 7
> gaussjord(Bild,1);
1 21 2 1
0 03 6 15
0 -4 0 -4 O
0 03 6 15
0 -4 0 -4 0
> gaussjord(Bild,2);
1010 1
01 01 O
00 3 6 15
00 3 6 15
0000 O

> gaussjord(Bild,3);



100 —2 —4
010 1 0
001 2 5
000 0 O
000 0 0]
> gaussjord(Bild,4);
10 0 -2 —4]
010 1 0
001 2 5
000 0 O
000 0 0]
> gaussjord(Bild,5);
1.0 0 =2 —4 ]
010 1 0
001 2 5
000 0 O
000 0 0]

Aus der Matrix in Zeilenstufenform erkennen wir, dass die ersten drei Spalten und
damit die Vektoren

1 2 1
1 2 4
6 |, 8 und 6
1 2 4
7 10 7

linear unabhéngig sind. Aus den Spalten vier und fiinf entnehmen wir, dass es sich
auch um eine maximal linear unabhangige Teilmenge handelt. Damit bilden also diese
Vektoren eine Basis von Bild f.

Nun schauen wir uns den Unterraum Kern f naher an:

(

T 0
i) 0
Kernf = zg || flz)=1 0
T4 0
L Ty 0
( 1 $1+2$2+ZE3+2I4+$5 0
T ry + 21‘2 + 4]33 + 81’4 + 161‘5 0
= < X3 ’ 6?[71 + 81’2 + 6ZE3 + 8ZE4 + 61‘5 = O
Ty r1 + 2x9 + 423 + 814 + 1625 0
Ts 71’1 + 1():[2 + 7953 + 10%4 + 71’5 0

\

Wir erkennen, dass Kern f die Losung eines Gleichungssystems ist, dessen Zeilenstu-
fenform wir vorhin berechnet haben. Wir fahren daher mit dem Gauss-Algorithmus



fort. Die Nullen auf der Hauptdiagonale werden durch —1 ersetzt. Dann wissen wir,
dass die Vektoren

-2 —4
1 0
2 und 5

-1 0
0 -1

eine Basis von Kern f bilden.
AUFGABE 2 (4 Punkte):
Wir betrachten Vektorraume V und W der Dimension n bzw. m. Beweisen Sie:
a) Fir n < m gibt es eine injektive lineare Abbildung von V' nach W.
b) Fiir n > m gibt es eine surjektive lineare Abbildung von V' nach W.
Losung:

a) Seiwvy,...,v, eine Basis von V und wy, . . . , w,, eine Basis von W mit n < m. Wir definie-
ren f : V — W durch lineare Fortsetzung (Satz 6.1). Es reicht daher f(v1), f(va), ..., f(vn)
anzugeben. Wir setzen nun

(x) f(vi)=w;firi=1,...,n

Behauptung: Die lineare Abbildung f ist injektiv!

Beweis: Sei dazu f(z) = f(y) mit x,y € V. Stellen wir die Vektoren x,y beziiglich der

Basis vy, ..., v, dar, so erhalten wir z = ., oyu; und y = > | Siv; mit oy, 5; € R.
Wenn wir © = y gezeigt haben, so haben wir die Behauptung bewiesen. Die folgenden
Umformungen
fo)y=fy) =  [fl@)-fly)=0w

g flz —y) = 0w

& SOl v — 30 Bvi) = 0w

& SO0 (= Bi)vi) = 0w

Aad > (i = Bi) f(vi) = Ow

< Yol = Bi)w; = Ow

w; lin. unab.
=

o — ;=0

lassen uns fiir 1 <4 < n zunichst die Gleichung «; = 3; und dann = = y erkennen.

b) Sei nun vy, ..., v, eine Basis von V und wy, ..., w,, eine Basis von W mit n > m. Wir
definieren f : V — W wie in a) mittels linearer Fortsetzung (Satz 6.1) durch Angabe
von

w; furl<i<m
() f(vi)_{ow firm+1<i<n

Behauptung: Diese lineare Abbildung f ist surjektiv.



Beweis: Sei dazu w € W beliebig. Dann lésst sich w = > " | o;.w; mit o; € R schreiben
(Basiseigenschaft). Nun kénnen wir aufgrund von w; = f(v;) fir i = 1,...,m auch
w = > o;.f(v;) schreiben. Aus der Rechenregel 5.2 (4) ergibt sich die Gleichung
w= f(O", a;.v;). Der Vektor v = > «;.v; € V ist also ein Urbild von w € W. Die
lineare Abbildung f ist damit surjektiv.

Anmerkung: Die Aufgabe kann auch wie folgt gelost werden. Die obigen Behauptungen werden
zundchst fir die Vektorraume R™ und R™ gezeigt (Die linearen Abbildungen werden auf der
Standardbasis wie oben definiert). Der Satz 5.9 lisst uns V- = R™ und W = R™ erkennen.
Dann sind nur noch die Kompositionen der Abbilungen zu betrachten, um eine Abbildung
von V' nach W mit der entsprechenden Figenschaft zu erhalten. Klar sollte dann sein, dass
eine Komposition von einer surjektiven (injektiven) Abbildung mit einer bijektiven Abbildung
wieder surjektiv (injektiv) ist.

AUFGABE 3 (4 Punkte):

a) Gegeben seien zwei lineare Abbildungen

$1+3ZEQ — I3 —4ZL'4

fiRY — R?, ? — | 321+ 220 — 325 + 224
3 —21’1 — 3.’13'2 + 3.1'3 + 2.1'4
Ty
und
. T, + 39 — 223
1
3x1 + 2x9 — 3w
.3 4 1 2 3
gR _>R7 iQ —$1—3$2+3JI3
3

—41'1 —|— 2[[‘2 —|— 21‘3

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen von f, g und go f.

13 5 7 11
b) Gegeben sei die Darstellungsmatrix | 2 4 8 16 32 | einer linearen Abbildung
39 27 81 243
1
-1
[ : R — R3. Berechnen Sie f(z) mit z = 2
-2
1
Losung:
a) Um die Darstellungsmatrix von f bzgl. der Standardbasis ey, ..., es des R* zu erhalten

miissen wir die folgenden Ausdriicke bestimmen

i ) f( ) f( ) und f(

o O O
o O = O
o= O O
o O O



Durch Einsetzen in die Abbildungsvorschrift bekommen wir

1 3 —1 —4
3 1, 2 1,1 -3 und 2
-2 -3 3 2

Die Darstellungsmatrix von f bzgl. der Standardbasis lautet also

(Y (Y (Y (s
0 0 0 1 -2 -3 3 2
1 0 0
Analog erhalten wir durch Bestimmen von g(| 0 |), g(| 1 |) und g(| 0 |) die
0 0 1
Darstellungsmatrix von g, sie lautet
1 3 =2
3 2 -3
-4 2 2

Die Darstellungsmatrix von go f ergibt sich nach Satz 6.7 (3) durch das Matrixprodukt
von M(g) und M(f). Das Ergebnis lautet:

1 3 -2 14 15 —16 -2
1 3 -1 —4
3 2 -3 15 22 —18 —14
M(gof)=1| ° 1 3 2 -3 2|=| ) °
1 -3 3 5 3 3 o 16 —18 19 4
4 2 2 —2 14 4 2

Aus der Darstellungsmatrix entnehmen wir

1 3 5) 7 11
fler) = 2 |;f(e2) = 4 1 f(es) = 8 |;flea) = 16 und f(e;5) = 32
3 9 27 81 243

Aus der Darstellung x = e; — e +2.e3 — 2.e4 + e5 und der Linearitdat von f erhalten wir

f(x) = fler —ea+2.e53 —2.eq +e5) = fler) — flea) +2.f(e3) — 2.f(es) + f(es)

und durch Ausrechnen

5

fa)=| 14
129

Aus der Tatsache Ae; = s;, 1 < i < n fiir eine Matrix A = [s1, S, 83, S4, S5] (siehe Satz
6.4 (1)) erkennen wir, dass wir f(x) auch durch das folgende Matrixprodukt berechnen
konnen.

1
13 5 7 11 -1 5
2 4 8 16 32 2 | = 14
3 9 27 81 243 -2 129
1



)
Wir erkennen hieraus f(z) = 14
129

AUFGABE 4 (4 Punkte):
Geben sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V' und eine lineare Abbildung f:V — V
mit f o f = f. Zeigen Sie, dass dann die folgenden Aussagen gelten:

a)
b)

V = Kern f + Bild f
Kernf N Bild f = {0}.

Geben Sie konkret eine lineare Abbildung f : V — V mit fo f = f an, die zusatzlich
Kern f # {0} # Bild f erfiillt.

Losung:

a)

Wir wissen, dass Kern f, Bild f und Kern f 4+ Bild f Unterraume von V' sind. Damit
gilt also Kern f + Bild f C V. Fiir die andere Teilmengenbeziehung stellen wir das
Element z aus V' wie folgt dar

v = (v = [(z)) + f(z).

Ohne Frage ist f(x) ein Element des Unterraumes Bild f. Werten wir die lineare Ab-
bildung f an der Stelle z — f(x) aus so bekommen wir

fla— f@) T @) = f(f() LT @) - fx) = 0.

Daher ist z — f(z) € Kern f giiltig. Wir haben hier also V' C Kern f 4+ Bild f gezeigt.
Insgesamt konnen wir V' = Kern f + Bild f folgern.

Sei x € KernfNBild f. Aus der Definition des Kernes ergibt sich f(x) = 0 und aus der
Defintion des Bildes bekommen wir Darstellung = = f(y) mit y € V. Wir betrachten

nun f(z) = f(f(y) = (fo £)y) "5 f(). Damit gilt dann = = f(y) = f(z) = 0. Im
Schnitt der Unterraume Kern f und Bild f kann also nur die Null liegen.

Ein konkretes Beispiel: Wir betrachten V = R? und f : R? — R2 ( i ) s ( 5i > Dann

gelten die folgenden Eigenschaften:

1.

2.

Wir sehen sofort, dass f linear ist (vergleiche Lemma in der Lésung von Aufgabe 1).

Fiir einen belieben Vektor ( :; ) € R? gilt:

don( 5 = o D= (5 ) =13 )

Die Abbildung f hat also die verlangte Eigenschaft f o f = f.
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3. Es ist leicht zu sehen, dass f(( z )) = ( 8 ) < x = 0 gilt. Damit folgt weiter

Kemfz{(g)lyeﬂ%}%{o}-

4. Der Vektor ( é ) ist wegen f(( é )) = ( é ) ein Element von Bild f. Damit gilt
auch Bild(f) # {0}.



