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AUFGABE 1 (4 Punkte):

Sei vy,...,v, eine Basis von V', wobei n > 2 ist. Ferner seien fiir «;, 5; € R die Vektoren

Y1 = Zaivz‘ und y, = Zﬁivz‘
i=1 i=1

gegeben. Beweisen Sie, dass beim Austauschen der Vektoren vy, vy durch die Vektoren yy, 3o
genau dann eine Basis entsteht, falls a8y — B # 0 gilt.

Losung:

<: Es gelte a0, — Brae # 0. Sei y; = 01 + avvy + - - - + o, die Darstellung von
beziiglich der vorgegebenen Basis vy, ..., v,. Die Annahme a; = 0 und as = 0 fiihrt
zu a3y — Prag = 08y — 10 = 0. Da dieses nicht sein kann, gilt also a; # 0 oder
as # 0. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass «; # 0 ist. Dann erhalten
wir durch Anwenden des Austausch-Lemmas die Basis vy, vs, . . ., v,. Es lasst sich somit
Yo = Y1Y1 + Y2U2 + - - - + VU, schreiben. Mittels der Darstellung y, = Z?:l B;v; erhalten
wir durch Gleichsetzen

Pror + Bava + -+ Batn = Y1 + 202 + -0+ Yntn
und durch Umformen
Brvr = myr + (v2 — B2)va + -+ (Y — Bn)n.

Setzen wir nun y; = Y., a;v; in diese Gleichung ein so bekommen wir

Bivr =7 Z a;v; + (Y2 = B2)va + -+ (Yo — Bn)n
=1

und durch Sortieren der Koeflizienten

0= (1100 — Bi)vr + (72 = Bo +112)va + -+ (Y — B + Y100 Vs

Da die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt

yion — B =0und v5 — B2 + 12 = 0

bzw.

B
"= a—l und By = vp + M.
1

Angenommen v, = 0. Dann erhalten wir G = y1a9 = %0@ und somit Gy — Grag =0

(Widerspruch). Also gilt 72 # 0 und somit kann y, gegen vy ausgetauscht werden.
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=: Wir nehmen an, dass sich v; und vy gegen die Vektoren y; und y, austauschen lassen.
Es muss dann «; # 0 oder ay # 0 gelten, da ansonsten nicht v; und vy nicht gegen
die Vektoren y; und y, ausgetauscht werden konnen. Wir nehmen ohne Einschrankung
a1 # 0 an. Nachdem wir y; augetauscht haben erhalten wir die Gleichung

Y2 = M1V1 + Y2V2 + -+ - VnUn

mit 72 # 0 (Die Annahme ~, = 0 wiirde zu dem Widerspruch fithren, dass y, nicht
gegen v, ausgetauscht werden kann). Wie die Umformungen in ”<:” zeigen, ergeben
sich die Gleichungen

B =ma; und fBy = 72 + 1100.
Es folgt nun

ar1f— frae = a1(y2 + ) — fioe
= Y2 oy o — B
~—~—

=5
= a7 + B — Bias
= Q172
£ 0

da a; # 0 und 7, # 0 sind.

AUFGABE 2 (4 Punkte):

a) Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum der Dimension n. Zeigen Sie, dass fiir
Unterraume Uy, ...,U,, CV der Dimension n — 1 die Formel

dim(UyNnUsN---NUR) >n—m
gilt.

b) Seien Uy, Uy C R® Unterrdume der Dimension 3. Welche Dimensionen kénnen U; N Uy
bzw. U; + Us haben? Geben Sie fiir jede auftretende Dimensionszahl von U; N U ein
konkretes Beispiel an.

Losung:
a) Beweis durch Induktion nach m.
INDUKTIONSANFANG: Fiir m = 1 erhalten wir dim(U;) =n—1>n—-1=n—m

INDUKTIONSVORAUSSETZUNG: Fiir ein beliebiges aber festes m € N gelte

dim(UyNnU,N---NU,) >n—m.

INDUKTIONSSCHRITT: (m — m+ 1) Zunéchst bemerken wir, dass fiir zwei Unterrdume
U, W C V die Dimension des Unterraums U + W von V durch n = dim(V) nach



oben beschrankt ist (Satz 3.11). Nach Satz 3.12 gilt mit U = Uy N Uy N --- N U, und

W:

dim(UyNU; N -~ NUp NUpy1)

Um+1:

= dim(U) + dim(Up41) — dim(U + W)
> dim(UyNUsN---NUp) +dim(Uyqq) — 0

> n—m~+dim(Uy41) —n
= n—m+n—1-n

= n—m-—1

n—(m+1)

b) Als Unterraum von Us gilt nach Satz 3.11 d := dim(U; N Us) < dim(Us) = 3. Der Satz
3.11 liefert ferner, dass die Dimenion des Unteraumes U; + U, C R® kleiner oder gleich
5 ist. Mit Satz 3.12 erkennen wir dim(U; NUs) = dim(Uy) + dim(Us) — dim(Uy 4+ Us) >
34+ 3 —5 = 1. Der Schnitt der Unterraume U; und Us; kann die Dimension 1,2 oder 3
haben. Wir haben schon dim(U; 4+ Us) < 5 gesehen. Aus der Dimensionsformel erhalten
wir wegen dim(U; NUsy) < 3: dim(Uy + Us) = dim(Uy) + dim(Usy) — dim(Uy N Uy) >
3+ 3 — 3 = 3. Damit haben wir dim(U; + Us) € {3,4,5} gezeigt.

d=1:

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
Wirsetzen Uy = (| 0 [, O [,] 1 [DundUa=(| 1T |, O |,] O |)
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0
0
Dann gilt dim(Uy) = dim(Uy) =3 und UyNUs = (| 1 |) bzw. dim(U;NU,) = 1.
0
0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0
cWirsetzen Uy = (| 0 |, O |, 1 |DundUsy=([{ O |, 1 |, O |)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0
1 0
Dann gilt dim(U;) = dim(Uz) =3 und Uy NU;=(| 0 |,]| 1 |). Ferner ist es
0 0
0 0

keine Schwierigkeit dim(U; N Us) = 2 einzusehen.

. Hier kann nur ein Beispiel auftreten, bei dem U; = U, ist. Denn aus U; NU; C Uy

mit dim(UyNUs) = 3 = dim(U,) folgt mit Satz 3.11 UyNU, = U,. Ebenso lasst sich
1 1 1

Uy NU, = U; einsehen. Ein Beispiel ist also Uy = ( ) = Us.

o O O O
OO O =
OO ==



AUFGABE 3 (4 Punkte):
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wir betrachten die folgenden Menge

Zy
U= T2 ’$1+$2+x320 §V3
z3

a) Weisen Sie nach, dass U ein Unterraum von V? ist.
b) Bestimmen Sie mit einer Basis vy, -+ ,v, von V eine Basis von U.

c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen dim(U) und dim(V')?

Losung:

a) Wir iiberpriifen die Unterraumaxiome (Definition 2.1).

0
(U 1) Der Vektor | 0 | ist wegen Oy 4 Oy + 0y = Oy in U enthalten.
0

T Y
(U2) Seiennun | x2 |, | w2 | € U. Dann gelten die Gleichungen x; + x5 + x3 = 0
T3 Y3

und y; + yo + y3 = 0. Durch Addieren der beiden Gleichungen und den Vek-
torraumgesetzen erhalten wir (x; 4+ y1) + (22 + v2) + (23 + y3) = 0. Damit ist

1 Y1 1+ Y1
To |+ ¥y | = 22ty elU.
x3 Y3 T3+ Ys
T
(U3) Seir e Rund | zo | € U. Dann gilt die Gleichung x; + z5 + 23 = 0. Mit den
T3
Vektorrraumgesetzen bekommen wir die Gleichung r.xy + r.xe + r.xs = r.(zy +
I T
xo + x3) = r.0 = 0. Hieraus ergibt sich r | xo | = | rzy | € U.
T3 rTs
b) Beh: Die Vektoren
U1 V2 Un, U1 V2 Un,
—U ; —U2 T —Un ) 0 ) 0 y T 0
0 0 0 —U —Vg —Up,
mit vy,...,v, € V bilden eine Basis von U.
(i) Die Vektoren sind linear unabhéngig in V3. Seien also aq, -, a9, € R und es
gelte
U1 (%% U1 Unp, 0
o [ —vr | +tan | o | o 0 +- - tag, 0 = 0
0 0 —Uy —Up 0



Durch komponentenweise Addition erhalten wir

n n
2 :1'21 oV + E :1':1 Qp1U4 0
n —
— E i=1 ;0; = 0
" 0
— D im1 ntili

und dann die Gleichungen

n
E a;0; = 0
=1

sowie

n

E AU = 0.

i=1
Mittels der linearen Unabhangigkeit der Vektoren vy, ..., v, konnen wir

ap =0y =--=qa, =0
sowie
Qpil :an+2:"':a2n:0

folgern. Die Vektoren sind also linear unabhangig.

Die Vektoren erzeugen auch U. Es ist leicht zu sehen, dass samtliche Vektoren in
U liegen. Aus der in Teil a) gezeigten Unterraumeigenschaft bekommen wir dann

U1 %) Un, U1 (%) Un
({ —oo | { 2 ) = ) O ), O |J,---,| O |)CU.
0 0 0 - —Vy —Up,

Wir weisen nun auch die andere Teilmengenbeziehung nach. Sei dazu x € U be-

x1

liebig. Dann lasst sich x = To mit 1 + x9 + 3 = 0 und 1,209,223 € V
T3

schreiben. Stellen wir nun z1,x, und z3 als Linearkombination von wvq,...,v,

dar, so erhalten wir die Gleichung Y7  asv; + > 0 Bivi + > 0 vivi = 0 bzw.
Y oi (i +5i+7:)vi = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit kénnen wir oy; = —3;—;
fiir alle 1 < ¢ < n folgern. Der Vektor z lasst sich dann wie folgt darstellen

Z;;(;@' - %’)Uz'
T = > icr Bivi
> ie1 Vili

bzw. . .
> i (=B > i (=vi)vi
xr = iy Bivi + 0
Das Aufspalten der Summen fithrt uns zu
U1 V2 Un
xr = <_61) —U1 + <_52) —Ug + - <_ﬁn) —Un
0 0 0
U1 U2 Un
+ (=) 0 [+ 0+ (=wm) | O
—U1 —V2 —Up



Somit gilt also

U1 (%) Un, (%1 (%)
l’€< —U1 ) —U2 y T —Un ) 0 ) 0 I
0 0 0 —U1 —V9
also
U1 U2 Un U1 VU2
Ug< —U ) —U2 » T —Un ) 0 ) 0 IR
0 0 0 —U1 —Va

c) Aus b) ergibt sich dim(U) =2 -n=2-dim(V).

AUFGABE 4 (4 Punkte):
Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen linear sind.

X
x
a) f:R" — R, 2 — > air, a; €R
T,
T 21’1
b)f:R3—>R3, To | — | x29—2
T3 —3273
il T+ X9
¢) f:RY*—R| |- —13
T3 T
Ty 4
1 X
d) [ R —R* | 9 »—>( ;2)
T3 3

Losung:

a) Es gelten

n n

fle+y) =) ai(zi+y) P > i+ Zaiyz' = f(@) + f(y)

i=1 i=1
fir alle x,y € R™ und

n

fhx) = Zai()\xi) AGKGDGInE )\Z a;x; = \.f(x)

=1 i=1

fiir alle x € R™ und A € R. Damit ist f eine lineare Abbildung.
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1 0
b) Wirsetzenz=| 0 | undy= | 1 |.Dann gilt
0 0

2 9 0
flx+y) = ( -1 ) # ( 2)+ ( —1 ) = f(z) + f(y).
0 0 0

Somit liegt also keine lineare Abbildung vor.
c) Es gelten
(1 + 1) + (22 + 12) T1 + Ty Y1+ Y2
AG,KGinR
fla+y) = ( — (23 +ys3) = —vs |+ | =fl@)+f(y)
(T4 +ys)

fiir alle z,y € R” und

)\.1'1 + )\.I'Q )\(.Z'l + 1’2) (.I'l + xg)
ALy ALy Ty

fiir alle z € R™ und A € R. Damit ist f eine lineare Abbildung.

1
d) Wir betrachten z = | 1 |. Dann gilt f(x) = ( 1 ) Fir A = 2 erhalten wir

1
f(2.x):(;l).
24w = s+ 1o = (1 )+ (1) =(3)-

Wegen 2.f(x) # f(2.x) ist f keine lineare Abbildung.

Ferner gilt



