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AUFGABE 1 (4 Punkte):
Sei f: A — B eine Abbildung von der Menge A in die Menge B. Fiir T C Aund S C B
betrachten wir die Mengen

und

f(I)={ye Bly= f(x) fireinx € T}

fH(S) ={x | x € Amit f(z) € S}.

Seien T7, T, C A und Sy, Sy C B. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen.

a) f(UTs) = f(T1)U f(T3)

b) f(T1NT3) = f(Th) N f(T2)

c) [THS1US2) = fTH(S1) U f7(Se)

d) f7HSiNS) = fH(S) N fH(Se)

Losung:

a) Sei y € f(Ty UTy), dann gibt es ein x € T} U Ty mit y = f(x). Damit gilt aber auch
y = f(zr) und z € T} oder y = f(z) und = € T,. Dieses bedeutet nach Definition
der Menge f(T') nichts anderes als y € f(71)U f(T3). Die andere Teilmengenbeziehung
ergibt sich, wie folgt: Sei dazu y € f(11) U f(13), dann befindet sich y € f(T}) oder
y € f(T3). Es gibt also ein x; € T1 mit f(z1) = y oder ein x5 € Ty mit f(zy) = y. Das
Element y lasst sich also durch f(z) fiir ein € T3 UT, darstellen, d.h. y € f(T1 U T3).
Die Aussage ist somit giiltig.

b) Wir betrachten die Abbildung f : {1,2,3,4,5} — {1,3} mit f(1) = f(2) =1, f(3) =

3,f(4) = 1L und f(5) = 3. Mit T} = {1,2,3} und 7o = {3,4,5} bekommen wir
f(Th) = 41,3}, f(T2) = {1,3}. Damit gilt also f(17)Nf(1z) = {1,3}. Aus T1NT, = {3}
und f(T7 NTy) = {f(3)} = {3} sehen wir dass f(T} NTy) # f(T1) N f(T3) gilt. Die
Aussage ist somit nicht giiltig

Anmerkung: Ein anderes Gegenbeispiel ist die Funktion f(z) = x* auf den reellen
Zahlen mit Ty = (—00,0) und Ty = (0,00). Dann gilt Ty NTy = 0, aber wegen 1 = 1% =
(—1)% gilt 1 € f(Ty) sowie 1 € f(Ty und damit auch f(Ty) N f(Ty) # 0.



c) Sei x € f71(S; US,), dann liegt f(z) entweder in S; oder in S,. Dieses bedeutet nach
Definition = € f~1(S)) oder x € f~'(S,). Damit gilt also x € f~1(S;) U f~1(S,). Fiir
die andere Teilmengenbeziehung sei nun = € f~1(S;) U f71(Sy), d.h. z € f71(S)) oder
r € f71(Sy). Per Definition von f~'(S;) bzw. f~1(S;) konnen wir f(z) € S; oder
f(z) € Sy folgern. Das Element f(z) befindet sich also in S; U Sy. Wir erhalten dann
r € f71(S; US,). Damit gilt die Aussage.

d) Sei z € f71(S1 N Ss), dann liegt f(z) € S; und f(z) € Ss. Dieses bedeutet nach
Definition = € f~1(S;) und z € f~1(S;). Damit gilt also z € f~1(S;) N f71(S,). Fiir
die andere Teilmengenbeziehung sei nun x € f~1(S;) N f~1(S,), d.h. z € f7(S;) und
r € f71(S,). Per Definition von f~1(S;) bzw. f~!(S;) konnen wir f(z) € S; und
f(z) € Sy folgern. Das Element f(z) befindet sich also in S; N Sy. Wir erhalten dann
r e f71(S;NS,). Die Aussage ist also wahr.

AUFGABE 2 (4 Punkte):
Wir betrachten den R* mit der Basis

1 2 -3 —4
-3 —2 1 5
bl_ 4 ,bz— 4 ,bg— _3 undb4— _5
-1 -2 —4 -1
1
Geben Sie alle Moglichkeiten an, wie Sie die linear unabhangigen Vektoren v; = _;l und
-1
-5
Uy = _g mit Hilfe der Basis by, bs, b3, by unter 2-facher Anwendung des Austauschlem-
—6

mas zu einer Basis des R* erginzen kénnen.
Losung:
Wir berechnen zunéchst mittels des Gauss-Algorithmus die Darstellung von v; und vy beziiglich

der Basis by, bs, b3, by:

> A :=matrix(4,4,[1,2,-3,-4,-3,-2,1,5,4,-4,-3,-5,-1,-2,-4,-11);

1 2 -3 —4
-3 =2 1 5
A= 4 —4 -3 -5
-1 -2 —4 -1
Die erweiterte Koeflizientenmatrix lautet:

> KA :=
> matrix(4,5,[1,2,-3,-4,1,-3,-2,1,5,-4,4,-4,-3,-5,7,-1,-2,-4,-1,-1]1);
1 2 =3 —4 1
-3 -2 1 5 —4
4 —4 -3 -5 7
-1 -2 -4 -1 -1

KA =

2



> KA1 := addrow(KA,1,2,3):

> KA2:= addrow(KA1,1,3,-4);
1 2 -3 -4 1
0 4 -8 -7 -1
0O —-12 9 11 3

-1 -2 -4 -1 -1
> KA3 := addrow(KA2,1,4,1):
> KA4 := addrow(KA3,2,1,-1/2);

KA2 =

1 0o 1 —

KA, =10 4 -8 -7 -1

0O —-12 9 11 3

0 0O -7 =5 0
> KA5 := addrow(KA4,2,3,3):
> KA6 := mulrow(KA5,2,1/4);

_ 1 3 A
10 1 5 3
Kag— |01 —2 —= ~1
’ 4 4
0 0 —-15 =10 O
00 -7 -5 0 |
> KA7 := mulrow(KA6,3,-1/15):
> KA8 := addrow(KA7,3,2,2);
_ 1 37
1 0 1 2 3
-5 -1
kas=|" " V1 T
00 1 g 0
3
1 00 -7 =5 0 |

> KA9 := addrow(KA8,3,1,-1):
> KA10 := addrow(KA9,3,4,7);

_ 7 g A
1 00 — =
6 2
5 -1
01 0 o 71
KA10 := 5
001 = 0
3
-1
0 0 0 T;— 0
> KA11 := mulrow(KA10,4,-3): ]
> KA12 := addrow(KA11,4,3,-2/3);



_ 73 q
1 00 % 3
-5 -1
KA12: =0 10 1 1
001 O 0
00 0 1 0 |
> KA13 := addrow(KA12,4,2,5/12):
> KA14 := addrow(KA13,4,1,7/6);
_ 3 -
1000 3
-1
KA14: =101 0 0 T
0010 O
L0001 0 |
Damit lasst sich also v; wie folgt darstellen
3 1
vlzzﬁm;+(—1)@—%om—%om.

Berechnen wir nun die Darstellung des Vektors vs.

> B := matrix(4,4,[1,2,-3,-4,-4,-2,1,5,7,-4,-3,-5,-1,-2,-4,-11) ;

1 2 -3 -4
—4 =2 1 5
B = 7 —4 -3 -5
-1 -2 —4 -1
Die erweiterte Koeflizientenmatrix lautet:

> =
> Elitrix(4,5,[1,2,—3,—4,—5,—3,—2,1,5,—3,4,—4,—3,—5,9,—1,—2,—4,—1,—6]);
1 2 -3 —4 -5
-3 -2 1 5 =3
4 —4 -3 -5 9
-1 -2 —4 -1 -6
> KB1 := addrow(KB,1,2,3):
> KB2:= addrow(KB1,1,3,-4);

KB :=

1 2 -3 -4 =5
0 4 -8 -7 -—18
KB2 .= 0o —-12 9 11 29
-1 -2 -4 -1 -6
> KB3 := addrow(KB2,1,4,1):
> KB4 := addrow(¥KB3,2,1,-1/2);
-1
1 0 1 — 4
2
KB/ =10 4 -8 -7 -—18

0 —-12 9 11 29
0 0 -7 =5 —-11



KB5 := addrow(KB4,2,3,3):
KB6 := mulrow(KB5,2,1/4);
10
KB6:=|0 1
0 0
1 0 0
KB7 := mulrow(KB6,3,-1/15):
KB8 := addrow(KB7,3,2,2);
10
0 1
KBS =
0 0
0 0
KB9 := addrow(KB8,3,1,-1):
KB10 := addrow(KB9,3,4,7);
1
0
KB10 =
0
0
KB11 := mulrow(KB10,4,-3):
KB12 := addrow(KB11,4,3,-2/3);
1
KB12 :=| 0O
0
| O
KB13 := addrow(KB12,4,2,5/12):
KB14 := addrow(KB13,4,1,7/6);

KB1j =

o O O

SO = O

o= O O

_— o O O

|
\]

I
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—_
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Der Vektor vy lédsst sich also wie folgt darstellen

Vg = Ob1 + (—2)b2 + 3[)3 + (—2>b4

Wir haben gezeigt, dass sich die Vektoren v; und vs mit reellen Zahlen pq, po, Ao, A3, Ay # 0
wie folgt darstellen lassen:

= p1by + pobs und vy = Aobs + A3bz + A\gby.

Mit mehrmalige Anwendung des Austauschlemmas erhalten wir dann die folgenden Basen:
a) By = {vy, by, b3, b4}
b) By = {by,v1,bs,b4}
c) Bz = {by,vq,b3,b4}
d) By = {b1,bo,v9,b4}
e) Bs = {b1,by, b3, v}

Wir missen nun in Fdillen a) und b) entscheiden, welche Vektoren sich mit vy austauschen
lassen. In den Fdllen c)-e) missen wir den Vektor vy in den jeweiligen Basen darstellen.

a) Wegen vy = Aaba + Agbs + A\yby = 0vy + Aoy + A3bs + Ayby enstehen die folgenden méglich
Basen

- Bll - {U17U27b37b4}
- BIQ - {U17b2av27b4}
- Bl3 = {U17b2ab37v2}

b) Aus der Beziehung vy = p1by + piobe bekommen wir by = i(vl — p1by) und dann vy =

)\262+)\3b3+)\4b4 = )\Q(i(vl—ulbl))+)\3b3+)\4b4 bzw. Vo = (—%)bl+%vl+)\3b3+>\4b4.
Durch Austauschen erhalten wir dann die Basen:

- B21 = {U27v17b37b4}
- B22 - {bl,Ul,Ug,b4}
- B23 - {blavlab37v2}

c) Aus der Beziehung vy = Aabo+ A3bs+ \yby ergibt sich by = (vg —Agbs — \yby) und dann
U1 = f1by + proby = 110y + ,u2( (UQ — Asbs — Agby)) bzw. vy = piby + 5§ N2+ (— “2;\3)5 +
(—“i—;“‘)b4. Durch Austauschen erhalten wir die Basen:

- B31 - {Ul,'UQ, b37b4}

— B3y = {51,02,01,54}
— Bs3 = {51,02, bS,Ul}



d) Aus der Gleichung v1 = by + pioby = v1 = 101 + pobe + Ovg + 0by erhalten wir durch
Austauschen die folgenden Basen:

- B41 = {U17b2a027b4}
- B42 - {b17U17U27b4}

e) Analog zu d) ergeben sich mittels Austauschen die Basen
— Bs1 = {v1, b2, b3, 02}
— Bss = {by,v1,b3,v2}

Insgesamt bekommen wir die folgenden Basen:

(1) Cy = {vy,v2,b3,b4}

(2) Oy = {v1, b2, 03, b3}

(3) C5 = {v1,b2,b3,v2}

(4) Cy = {by,v1,v9,b4}

(5) Cs = {b1,v1,b3,v2}

Anmerkung: Das kursiv Gedruckte zeigt uns, dass wir hier samtliche Basen mit den Vektoren
v1 und vy schon angeben konnen, sobald wir die Darstellung von v; und vy bzgl. der Basis
bl, bg, bg, b4 kennen.

AUFGABE 3 (4 Punkte):

Seien U; und U, Unterraume eines Vektorraumes V' mit den Basen ¢y, co, . . ., ¢, bzw. dy, do, . ..

a) Zeigen Sie: Die Vektoren ¢y, co, ..., ¢p,dy,ds, ..., d, bilden genau dann eine Basis von

U1 + UQ, falls Ul N U2 = {0} gllt

3 1
. P . . ) 10
b) Sei nun V' = R* Wir betrachten die Unterrdume U; = ( Ll s ) und
-3 15
1
Uy = { :; ). Bestimmen Sie eine Basis von U; + Us.
0
Losung:
a) = Sei ¢y, ¢y ..., Cp,dy,da, ..., d, eine Basis von U; + Us und x € U; N U,. Wir kénnen

sowohl x = a1 + -+ - + Qe als auch x = Gidy + - - - + B,d,, mit Korperelementen «;
und J; schreiben. Hieraus erhalten wir ajcq + - - - + e — (B1dy + - - - + Byc,) = 0. Die
lineare Unabhéngigkeit der Vekoren cy,co, ..., cpn,d1,ds, ..., d, liefert uns dann a; =
g = -+ = q,, = 0. Damit gilt dann aber r = ay¢1 + -+ + ayncy, = 0cy + -+ - + 0¢,, = 0.

7



Wir wissen also nun U; N Uy C {0}. Aufgrund der Unterraumeigenschaft von U; N Uy
gilt dann schliefllich U; N Uy = {0}.

<: Es gelte nun U; N Uy = {0}. Nach der Definition der Summe von Vektorraumen ist
klar, dass die Vektoren ¢y, co, ..., ¢y, d1,ds, ..., d, ein Erzeugendensystem von Uy + U,
bilden. Zu tiberpriifen bleibt daher noch die lineare Unabhéngigkeit dieser Vektoren.

Wir betrachten dazu . .
Z Aici + Zﬂidi =0
i=1 J=1

mit \;, ¢1; € R. Betrachten wir das Element z = "1 | A\i¢; = Z?Zl(—m)di, so sehen wir,

dass x ein Element von U;NU, ist. Wegen U;NU, = {0} konnen wir dann x = 0 folgern.
Mittels der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren ¢y, cs, ..., ¢, bzw. di,ds, . .., d, 1asst

sich dann \y = Ay =--- = \,, =0 bzw. uy = o = --- = p,, = 0 schlieflen. Lassen wir
die Argumente Revue passieren, so haben wir die linearen Unabhangigkeit der Vektoren
C1,Coy .., Cm,dy,da, ... d, gezeigt. Diese bilden somit eine Basis von Uy + Us.

Anmerkung: Die Aussage kann auch mit der Dimensionsformel (Satz 3.12)
dzm(Ul + Ug) = d@m(Ul) + d’Lm(Ug) — dzm(Ul N Ug)

bewiesen werden. Die Dimension des Nullraumes ist Null.

3 1 1
. —2 10 —1 . .. .. . .
Klar ist, dass ( N ) = Uy + U, ist. Zu iiberpriifen bleibt, wie-
-3 15 0

viel Vektoren linear unabhangig sind. Dieses ergibt sich aus den folgenden Rechnungen:

> A := matrix(4,3,[3,1,1,-2,10,-1,1,-5,-2,-3,15,0]);

3 1 1
-2 10 -1
A= 1 -5 =2
-3 15 0
Durch Zeilenumformungen erhalten wir:
> Al := swaprow(A,3,1);
[ 1 -5 —2]
-2 10 -1
Al = 3 1 1
| -3 15 0
> A2 := addrow(A1,1,2,2);
[ 1 -5 —2]
0 0 =5
A= 3
| -3 15 0
> A3 := addrow(A2,1,3,-3);



1 =5 =2

0 0 -5
AS:==1 g 16 7
-3 15 0
> A4 := addrow(A3,1,4,3);
(1 —5 —2 ]
0 0 -5
Ab=10 16 7
0 0 —6 |
> A5 := mulrow(A4,3,1/16);
1 —5 —2 7
0 —5
A5 = 7
0 1 —
16
| O 0 —6 |
> A6 := addrow(A5,3,1,5);
— 3 —
1 0 —
16
ag= |00 D
01 —
16
| 0 0 —6 |
> A7 := mulrow(A6,4,-1/6);
- 3 —
1 0 —
16
are |00
01 —
16
00 1 |

Alle drei Spalten der Matrix sind also linear unabhéngig.

3 1 1
. ) -2 10 — ) )
Damit bilden die Vektoren 1 1] 25 und 9 eine Basis von U; + Us.
-3 15 0

AUFGABE 4 (4 Punkte):
Seien Uy, Uy und Uz Unterraume eines Vektorraumes V' mit U; C Us. Zeigen Sie, dass dann

(U +Us)NUs = Uy + (U N Us) (1)

gilt. Ist die Voraussetzung U; C Us fiir die Giiltigkeit der Formel (1) auch notwendig?

Losung:



C: Sei z € (Uy + Uy) NUs. Dann gilt © € Uy + Uy und x € Us. Wir koénnen also
T = U + Us
mit u; € Uy und uy € U, schreiben. Wegen U; C Us gilt auch u; € Uz und dann
us = x —uy € Us.
Weil nun uy € U; gilt, bekommen wir
us =x —up € Uy NUs.

Dieses liefert dann z = u; + up € Uy + (Us N Us).

U

: Nun sei z € Uy 4+ (UsNU;). Dann ist = uy 4+ ug mit uy € Uy und us € Uy N Us. Wegen
Uy NU;3 C U, gilt dann auch
x e U + U,.

Wegen U; C Uj erhalten wir
u; € Us

und dann aufgrund von us € Uy N U3 C Uz auch
T =u; + us € Us.
Wir haben also ingesamt x € (U; + Us) N Us gezeigt.

Es gelte die Formel (1) und es sei x € U;. Aufgrund von U; C U; + (Uy N Us) befindet sich
das Element x also auch in dem Unterraum U; + (U; N Us). Die Gleichheit der Formel liefert
uns dann z € (Uy + Uy) N Us C Us. Damit ist also U; C Us gezeigt. Die Bedingung ist also
notwendig.
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