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AUFGABE 1 (4 Punkte):

a) Weisen Sie nach, dass die 2 x 2-Matrizen beziiglich der folgenden Addition

a1l a2 bii b2 \ [ ai+bu
_I_ g
a21 Q22 bor Do ag + bay
und skalaren Multiplikation
o @ Gz ) _ [ Qdn odr
21 Q22 Qa1 (a2

einen R-Vektorraum M;(R) bilden.

b) Geben Sie eine Basis von M>(R) an.

Losung:

a2 + b2
g2 + bao

)

)

a) Es wird die Giiltgkeit der Axiome fiir Vektorraume nachgewiesen.

(A 1) Kommutativitat
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Fir alle Matrizen und aus
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Qo1 A22 ba1 Do as1 + bay
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(A 2) Assoziativitat
Fiir alle Matrizen ( di i >, ( le 212 ) und < o ) aus My (R) gilt:
21 022

a21 Qa22 Co1 C22

a1 a2 + bi1 bio + C11 C12

a21 A2 ba1  bay Co1 C22
aj; + b1 a4 big n €11 Ci12
as; + ba1  age + by Co1 €22

CL11 +bi)+en (ap+bia) +cio
(g1 + bo1) + o1 (aga + ba2) + Cao

ann + (bir +c11) aiz+ (b2 + c12)

B ( ag1 + (a1 + c21)  agg + (ba2 + c22) )
a2 I bi1 +c11 big +ci2
a2 bai + a1 bag + coo
b11 1)12 + C11 C12
ba1  bao Co1 C22
(A 3) neutrales Element

Fiir alle Matrizen ( di i > aus My(R) gilt:

a1 Q22

ai; a2 0 0 o @11 Q12
+ g
Q21 22 00 a21 A2

Mittels des Axioms (A 1) folgt, dass ( 8 8 ) das neutrale Element beztiglich der

SRS
N =
NN
N—
+

Addition ist.

(A 4) inverses Element

Zu jeder Matrix A = ( i ) aus Ms(RR) gibt es eine Matrix B = ( —n T )

Q21 Q22 —Qag1 —A22

aus Ms(R) und es gilt:
11 Q12 + —a;xz —ai2 _ 11 — a1 Q12 — A2
21 Q22 —ag1 —A22 21 — Q21 Q22 — A22
(00
- 0 0

Mittels des Axioms (A 1) folgt, dass B das additive Inverse zu A ist.



(M 1) Fiir alle @ € R und alle Matrizen ( a2 ) und < b bz ) aus My (R) gilt:

ag1 A2 ba1 Do

o an iz ), bit bio N bii a2 +bio )
Qo1 A9 ba1  ba agy + ba1  age + b
a11 +b11) alag + bi2)
a(agr + ba1)  afage + baa)

aao1 + abs;  Qage + abas

( aap) +abyp aagg + abig )
aay; Qe aby;  abio
+
Q. Q9o aby;  aby
— . a1 Q12 +a- bll b12
o1 Q99 b21 b22
(M 2) Fir alle o, § € R und alle Matrizen

(a+ﬁ)'(gi Z;) N

- ( aay + fay aarz + far )

aix a2 .
aus Ms(R) gilt:
a1 Aa22 ) 2(R) g

Oé‘i‘ﬁ a1 Oé‘i‘ﬁ)alg )
Oé -+ 6 921 Oé + 5)@22

aag + Bag  aags + Bagg
Qap; «dig + ﬁan 5CL12
Qagy  (daz Bagr  Page
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fd o _|_ /8 .
Q21 A22 a1 Q22

(M 3) Fir alle o, § € R und alle Matrizen ( an 312 ) aus My(R) gilt:
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Q21 Q22

I - a2 B Iray  1raio
Q21 Q22 Irag 1lrags

- ()
(70) (0 0))c e

) aus My(R) erhalten wir

(M 4) Fiir alle Matrizen ( du iz ) aus Ms(R) gilt:

b) Wir betrachten die Menge
10
o-{(0a)- (o

Fiir eine beliebige Matrix (
21 022

11 a2 _ aixp Qaig + 0 0
o1 Q922 0 0 Q21 Q22
o a;r 0 0 ap 0 O 0 O
= (0 0)+(0 O>+<a210)+(0a22)
a 1 0 ta 01 ta 00 ta 0 0
Voo 20 0 210 2 01 )"

Somit ist B ein Erzeugendensystem von Ms(R). Ferner erhalten wir durch Einsetzen
der Nullmatrix, dass B eine linear unabhingige Teilmenge von M;(R) ist.
B ist daher eine Basis des R-Vektorraumes My (R).

AUFGABE 2 (4 Punkte):
Seien vy, ..., v, linear unabhangige Vektoren. Fir aq, ..., a, € R setzen wir
W= U1+ + QpUy.

Beweisen Sie, dass das System der Vektoren v; — w, ..., v, — w genau dann linear abhangig
ist, wenn oy + ag + - - - + a,, = 1 gilt.

Losung:
=: Sei das System der Vektoren v; — w, ..., v, — w linear abhangig, dann gibt es
(A, An) #(0,...,0)
mit

M(vr —w) + Xo(ve —w) + - + Ap (v, —w) = 0.

Die Definition von w liefert uns die Gleichung
A(v1—(@1v1+- - Favn) ) F A2 (V2 — (a1 v+ -+ vn) )+ - A A (U — (114 -+ avy,)) = 0.
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Fassen wir die Koeffizienten zusammen so erhalten wir die Gleichung

AN =AM+ A4+ Ap)ar)u

+ (A= (M + A+ -+ Ap)ag)vs
+ A=+ A+ A)ag)v,
=0
Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren vy, ..., v, erhalten wir die folgen-

den Gleichungen

)\1 = (Al + >\2 + -+ )\n)Oél = (Z?:l Al) Qi
Ao=(A+ X+ A= (000 )

Die Annahme Y | A; = 0 fithrt dazu, dass (A1,...,\,) = (0,...,0) gilt. Dies ist jedoch
ein Widerspruch zur linearen Abhéngigkeit der Vektoren vy — w,..., v, — w.
Es muss also > | A; # 0 gelten. Das Aufsummieren der obigen Gleichungen liefert uns

dann " N = (M 4+ A+ 4+ X)) > =00 A) (00, ;) und nach Kiirzen
erhalten wir 1 =>"" .
<: Es gelte a; + as + -+ - + o, = 1. Aus der Definition von w leiten wir die Gleichung
a1y + - Fapu, —w =0
ab. Setzen wir die Beschreibung der 1 ein, so erhalten wir die Gleichung
avy + -+ o, — (g +ag+ -+ ap)w = 0.
Durch Umformen sehen wir ferner
ar(vy —w) + az(ve —w) + -+ + ay (v, —w) = 0.

Die Annahme, dass alle Koeffizienten «; fiir alle i € {1,...,n} gleich Null sind, fithrt zu
der widerspriichlichen Gleichung 0 = >""" | a; = 1. Es sind also nicht alle Koeffizienten
gleich Null und somit die Vektoren v; — w, ..., v, — w linear abhangig.

AUFGABE 3 (4 Punkte):
Wir betrachten zwei Teilmengen des R*, nimlich

1 Ty
) o)
V= | 2o — 223+ 24 =0 ) und W = . | 21 =0, 9 = 223
3
X4 Ty

Bestimmen Sie eine Basis fir VN W.



Losung: Wir bestimmen V N W. Jeder Vektor

erfiillt das folgende Gleichungssystem:
To—2x3+ x4 =0
I = 0

I2—2$3:0

Das Losen dieses Gleichungssystems (z.B. mittels GauB-Algorithmus) liefert uns:

0
2
VW =<t 1 |teR
0
0
Der Vektor ? erzeugt V N W und ist linear unabhéngig (klar!). Daher ist
0
0
B = 2 C R*
1
0
eine Basis fir VN W.
AUFGABE 4 (4 Punkte):
a) Sei vq,...,v, eine Basis des Vektorraumes V;. Wir betrachten fiir ein r € {1,...,n}
den Unterraum U = (vy, ..., v,) von V;. Beweisen Sie, dass es einen Unterraum W von

V) gibt, so dass
UNW ={0} und U + W =V, gilt.

b) Seien U;, U, Unterrdume eines Vektorraumes V5. Weisen Sie nach, dass U; U Uy genau
dann ein Unterraum von V5 ist, wenn U; C U, oder U, C U, gilt.

Losung:

a) 1. Wir setzen W = (v,41,...,v,). Sei nun z € U N W beliebig, dann lésst sich z
sowohl als
T = QU1 + QU + - -+ + Q. U,



(da x € U gilt) als auch als

T = ﬁrJrlUrJrl + 6r+2vr+2 + -+ ﬁnvn

(da x € W gilt) schreiben, wobei «; und (3; reelle Zahlen sind. Durch Subtrahieren
der der zweiten Gleichung von der ersten erhalten wir die Gleichung

vy + Uy + -+ U + (=B Vi1 + (= Bri2)vea + o+ (=80) v, = 0.
Aus der linearen Unabhangigkeit der Vektoren vy, ..., v, folgt
ar=ay=...=a,=0

und hieraus wiederum x = 0. Somit gilt U N W C {0}.
Aus 0 € U und 0 € W (U und W sind Unterrdume von V7) folgt 0 € U N W, also
{0} C U NW. Insgesamt haben wir somit U N W = {0} gezeigt.

. Sei nun v € V; beliebig, dann lasst sich

V=701 Y22 A YnUn
mit v1,...,7, € R schreiben. Wir teilen die Summe wie folgt auf

V=101 YU+ U+ YU T YnUn
€U ew

und sehen, dass v € U + W, also V; C U + W, gilt.

Da die Summe von Unterraumen wieder ein Unterraum ist, folgt, dass U + W
wieder ein Unterraum von Vj ist. Somit gilt auch U + W C V; - insgesamt haben
wir also V3 = U 4+ W gezeigt.

: Sei Uy U Uy ein Unterraum von V5. Angenommen es gelte Uy ¢ U, und Uy ¢ Us.

Dann gibt es ein z € U; mit x € Us und ein y € Uy mit y € U;. Die Elemente x
und y befinden sich wegen U; C (U; U Us) und Uy C (U; U Us) auch in Uy U Us.
Aus der Unterraumeigenschaft von Uy U U, folgt dann x +y € U; U Us, d.h. es gilt
x+yeU oder z +y € Us.

Angenommen es gelte z+y € U;. Aufgrund der Unterraumeigenschaften folgt dann
—x = (=1)xr € U; (da x € Uy) und ferner y = (z + y) + (—z) € U; (Widerspruch,
day & Uh).

Analog fiihrt die Annahme x +y € U; zu einem Widerspruch.

Somit gllt U1 Q U2 oder U2 Q Ul.

. Falls Uy C U, gilt, so folgt (U UUs,) = Us. Us ist ein Unterraum von V, und somit

auch U; U Us,.
Falls U, C Uy gilt, so ist U; U Uy = Uy und Uj ist ein Unterraum von V5.



