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AUFGABE 1 (4 Punkte):
Gegeben seien die vier Vektoren

0 -3 1 2

9 6 2 1

a = 3 , Oy = 1 , A3 = 1 unda4: 1
12 10 2 0

Zeigen Sie, dass jede Linearkombination von a; und as auch eine von az und a4 ist und
umgekehrt.

Losung: Wir miissen zeigen, dass sich der Vektor
= A1a; + Aoz, A, A2 €R
auch als

= [0z + poty, 1, 2 € R

darstellen lasst und umgekehrt. Dazu betrachten wir das folgende Gleichungssystem und be-
handeln dieses mit dem Gauss-Algorithmus.

> with(linalg):
> M:=matrix(4,4’ [03-3,13219,6,2’1’3’1’1’1’12’10’2’01);

0 -3 1 2

9 6 21

M =
3 1 11
12 10 2 0

> M1:=swaprow(M,1,3);

3 1 11
9 6 21

M1 =
0 -3 1 2
12 10 2 0




\%

Vv

M2:=mulrow(M1,1,1/3);

B 1 1
1 _ _
3 3
M2.=| 9 6 2
0 -3 1
| 12 10 2
M3:=addrow(M2,1,2,-9);
T, 11
3 3
M3 = 0 3 -1
0 -3 1
12 10 2
M4 :=addrow(M3,1,4,-12);
r 1 1
1 — _
3 3
My = 0 3 -1
0 -3 1
| 0 6 -2
M5:=mulrow(M4,2,1/3);
i 1 1
1 _ _
3 3
—1
0 1 —
M5 = 3
0 -3 1
0 6 =2
M6:=addrow(M5,2,1,-1/3);
-1 0 1
9
0 1
M6 = 3
0 -3 1
0 6 =2

= W =




> M7:=addrow(M6,2,3,3);

_ 4 5
1 0 = —
9 9
0o 1 L 2
M7 = 3 3
00 O 0
0 6 -2 -4
> M8:=addrow(M7,2,4,-6);
_ 4 5
1 0 = —
9 9
1 -2
01 — —=
M8 = 3 3
0O 0 O 0
0O 0 O 0

Aus dieser Matrix entnehmen wir, dass a; = %al — %aQ sowie ay = gal — %Clg gilt. Neh-
men wir nun r = g0z + 26y an, so kénnen wir p = ul(%al — %CQ) + ug(gal — %(12) bzw.
r = (%ul + g,ug)al + (—%ul = %ug)ag schreiben. Zu gegeben p; und py finden wir also
AN = g,ul + gug und Ay = —%Ml - %Mg, so dass r auch eine Linearkombination der Vek-
toren a; und ay ist.

Fiir die Umkehrung betrachten wir folgendes lineare Gleichungssystem. Dieses resultiert aus

den Gleichungen

a—4a 1a da 5a 2a
= —0y — =0y Un = —a; — —ds.
3 91 32 4 91 32

> N:=matrix(2,3,[4/9,-1/3,a3, 5/9,-2/3,a4]);

4 -1
9 3 @
N = . 5
9 3 “
> N1:=mulrow(N,1,9/4);
] _TS 9:3
N1 = 5 5
9 3



> N2:=addrow(N1,1,2,-5/9);

) —_3 9a3
V2= 41 5 ;
— a
O Tyt
> N3:=mulrow(N2,2,-4);
. —_3 9a8
4 4

NS =

> N4:=addrow(N3,2,1,3/4);

1 0 6a3 —3a4
0 1 5a3—4a4

Nj =

Das Gleichungssystem N4 lasst uns a; = 6az — 3ay sowie as = bag — 4ay erkennen.
Wenn nun eine Linearkombination ¢ = Aja; + Axas vorliegt, so lasst sich diese auch durch
r = M\ (6as — 3ay) + A2(5as — 4ay) bzw.r = (61 + 5X2)as + (—3A; — 4A\y)ay ausdriicken.

Insgesamt wurde damit gezeigt, dass die Linearkombinationen von a; und ay; mit den Line-
arkombinationen von az und a4 tibereinstimmen.

AUFGABE 2 (4 Punkte):

Gegeben sei die Koeffizienten-Matrix

2 1 8 -1 16
11 5 1 7
-1 0 -3 3 —-11
1 -1 1 1 -1

A:

Berechnen Sie zuerst die Zeilenstufenform von A und geben anschlieflend deren Rang an.

Losung:
> A2=matriX(4::5:[2:1:8>_1’16: 1>1’5:1:7: _1:0’_3’3’_11’ 1’_1’1’1’_1]);

2 1 8 -1 16
1 1 5 1 7
-1 0 -3 3 -11
1 -1 1 1 -1




Vertauschen der ersten und zeiten Zeile von A

> Al

Addition des -2-fachen der ersten Zeile zur zweiten Zeile
> A2

swaprow(A,1,2);

Al :

addrow(A1,1,2,-2);

A2 =

addrow(A2,1,3,1);

A3

addrow(A3,1,4,-1);

Al -

1
2
-1
1

1

Multiplkation der zweiten Zeile mit -1

> A5

mulrow(A4,2,-1);

A5

o o o =

1
1
0
-1

1

8
-3
1

5

-1
3
1

1
-3

16
—11

—1

7
2
—11




A6

A7

A8

A9

A10 :

A1l

addrow(A5,2,1,-1);

Ab :

addrow(A6,2,3,-1);

A7

addrow(A7,2,4,2);

A8 :

addrow(A8,3,2,-3);

A9 :

addrow(A9,3,1,2);

Al10 =

addrow(A10,3,4,-6);

All =

o O O
o O = O o o = O

o o o =

oSO O = O

o o = O

S O N W

S O N W

S O N W

S = O O

(R = )




Die Matrix Al1 ist in Zeilenstufenform. Ihr Rang ist 3.

AUFGABE 3 (4 Punkte):

2 4+ X\ —1
Gegeben seien die Vektoren by = | 0 |, by = 2\ und b5 = | A—3
1 24 A A+1

a) Fir welche A € R bilden by, by, by eine Basis? Geben Sie eine hinreichende und not-
wendige Bedingung an!

1
b) Geben Sie fiir A = —1 und A = 1 die Basen an und stellen Sie den Vektor v = [ 0
1
als Linearkombination der beiden Basen dar.
Losung:
Teil a)
x
Wir betrachten die Linearkombinationaufgabe s1b; 4 s5by+ 5365 = | v | mit sq, 59,53 € R.
z

Diese lasst sich in ein lineares Gleichungssystem umformen und zwar auf:
> B:=matrix(3,4,[2,4+lambda,-1,x, 0,2xlambda,lambda-3,y, 1,2+lambda,lambda+l,z]);
2 44X -1 =
B:=10 2X X=3 y
1 24X A4+1 =z
> Bl:=swaprow(B,1,3);
1 24X A4+1 2
Bl:=10 2)X X=3 y
2 44X -1 =
> B2:=addrow(B1,1,3,-2);
1 24X A+1 z
B2:=10 2\ A—3 Y
0 - —-2X-3 —2z+4ux

> B3:=addrow(B2,2,3,1/2);

1 24X A+1 z
B3:=|0 2x A-3 y
3N 9 vy



Falls A = 0 gilt, so ist die zweite Spalte von B ein Vielfaches der ersten Spalte. Damit sind
die zugehorigen Vektoren linear abhangig, so dass by, by und b3 keine Basis bilden konnen.

Ferner lasst sich an der Matrix B3 erkennen, dass fiir A = —3, kein Erzeugendensystem vor-
1

liegt. Der Vektor | 0 | lasst sich in diesem Fall aufgrund der Unerfiillbarkeit der letzten
0

Gleichung (0 # 1) nicht darstellen. Dieses zeigt uns, dass by, by und b3 kein Erzeugendensy-
stem bilden.

Sei nun by, by, by eine Basis des Anschauungsraumes, so sind diese drei Vektoren erstens
linear unabhangig und bilden zweitens ein Erzeugendensystem. Nach dem eben Gezeigten
folgt dann, dass A eine von 0 und —3 verschiedene reelle Zahl sein muss.

Ist umgekehrt A eine von 0 und —3 verschiedene reelle Zahl, so ist der Koeffizient s3 nach
der dritten Zeile von B3 eindeutig bestimmt. Daraus lasst sich dann auch eindeutig ein s,
berechnen und schlieBlich auch ein s;.

Die Vektoren by, by und bs bilden also ein Erzeugendensystem des Anschauungsraumes. Set-
zen wir in der Matrix B3 die Variablen x,y und z alle auf 0, so erhalten wir zunéachst s3 = 0,
dann sy = 0 und schliefSlich s; = 0. Dieses liefert uns die lineare Unabhangigkeit des Vektor-
systemes by, bo, bs.

Fassen wir zusammen, so gilt: Die Vektoren by, bs, bg bilden genau dann eine Basis des An-
schauungsraumes, wenn \ eine von 0 und —3 verschiedene reelle Zahl ist.

Teil b)

1. Fall (A = —1): Hier erhalten wir folgende Matrix [ Wir setzen in der Matrix B3 A = —1]
> C:=matrix(3,4,[1,1,0,1, 0,-2,-4,0, 0,0,-3,-1]);

1 1 0 1
C=10 -2 -4 0
0 0 -3 -1
Weitere Umformungen fithren zu:
> Cl:=mulrow(C,2,-1/2);
11 0 1
Cl=101 2 0
00 -3 -1
> (C2:=addrow(C1,2,1,-1);
10 -2 1
C2=101 2 0
00 -3 -1



> C3:=mulrow(C2,3,-1/3);

1 0 -2 1
C3: =101 2 0
1
00 1 -
3
> C4:=addrow(C3,3,2,-2);
1 0 -2 1
01 o0 =2
C4 = 3
00 1 1
L 3
> Cb:=addrow(C4,3,1,2);
— 5 -
1 00 =
3
-2
¢s=1010 —
3
0 01 1
L 3 4
> 83:=1/3;
g 1
88 = —
3
> s82:=-2/3;
-2
2 = —
° 3
> s1:=5/3;
5
1:==
T3
1
Damit gilt also s1b; + sobg + s3b3 = | 0
1

2. Fall (A = 1): Hier erhalten wir folgende Matrix | Wir setzen in der Matrix B3 A =1 |
> E:=matrix(3,4,[1,3,2,1, 0,2,-2,0, 0,0,-6,-1]);

1 3 2 1
E=10 2 -2 0
0 0 —6 -1



E1l

E2:

E3

E4

Eb

s3:

s2

s1

:=mulrow(E,2,1/2);

=mulrow(E1,3,-1/6);

:=addrow(E2,2,1,-3);

:=addrow(E3,3,2,1);

:=addrow(E4,3,1,-5);

= 1/6;

:=1/6;

= 1/6;

E1 :=

E2 =

E3 =

Ey

E5

1 3 2
01 -1
00 -6

e}
—_

| =

83 -

s2 .

| =

sl :=

=

10

D= O — D= O —

D= ==

D= D= O




1
Damit gllt also Slbl + 8252 + 83[]3 = 0
1

AUFGABE 4 (4 Punkte):

Gegeben sei ein Gleichungssystem durch seine erweiterte Koeffizientenmatrix [A | b]. Geben
Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an, so dass die Losungsmenge einen Unter-
raum des R" bildet.

Losung:

Behauptung: Die Losungsmenge von [A, b] bildet genau dann einen Unterraum des R", wenn
b = o gilt.

Beweis: 7<=": Wenn b = o ist, so bildet nach Satz 2.1 Teil (b) die Lésungsmenge einen Un-
terraum des R™.

7=" : Ist die Losungmenge von [A,b] ein Unterraum des R™, so ist diese nicht leer. Wir
finden also eine Losung p. Wegen der Unterraumeigenschaft (siehe Satz 2.1. Teil (b)) ist dann
aber auch 7y fiir ein beliebiges r € R eine Losung von [A, b]. Insbesondere ist dann fiir r = 0
der Vektor o eine Losung von [A, b]. Setzen wir diese Losung in die m Gleichungen mit n
Variablen ein, so bekommen wir fiir : = 1, ..., m die Gleichungen

OzaM~0+ai’2-0+--~+aivn-0:bi.

Hieraus lesen wir ohne Mithe b = o0 ab.

11



