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Ubungen zur Vorlesung
Lineare Algebra I
WS 2003/2004
Musterlosung zu Blatt 4

AUFGABE 1 (4 Punkte):

Gegeben sei ein Dreieck mit den Eckpunkten a, b und ¢. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) Die Hohen des Dreiecks schneiden sich in einem Punkt b.
b) Die Mittelsenkrechten schneiden sich in einem Punkt m.

c) Der Schwerpunkt s des Dreiecks, der Mittelsenkrechtenschnittpunkt m und der Hohen-
schnittpunkt b liegen auf einer Geraden.

d) Der Schwerpunkt teilt die Strecke von h nach m im Verhéltnis 2:1.
Losung:

a) Wir wollen zwei verschiedene Moglichkeiten angeben, um die Aussage zu zeigen. In
der ersten Variante wird die Aussage bewiesen, ohne den Hohenschnittpunkt explizit
anzugeben. Der Beweis wird dadurch sehr iibersichtlich und ist sehr kurz. In der zweiten
Variante wird der Hohenschnittpunkt explizit ausgerechnet.

Erste Moglichkeit

Wir betrachten das folgende Dreieck mit den Eckpunkten a,b und c.

¢

a r b

Da je zwei Hohenvektoren linear unabhangig sind, schneiden sich je zwei Hohen in
einem Punkt. Wir nehmen daher ohne Einschrankung an, dass sich die beiden Hohen,
die senkrecht auf den Vektoren r und 3 stehen, den gemeinsamen Schnittpunkt h haben.
Wenn wir zeigen kénnen, dass h — a senkrecht auf y steht, dann wissen wir, dass sich
alle Hohen in b schneiden.

Nach Voraussetzung gelten also (h —¢,z) = 0 und (h — b, 3) = 0. Wir miissen zeigen,
dass hieraus (h — a,n) = 0 folgt. Dem Dreieck entnehmen wir die Beziehungen

b—c=—-3+b—a,
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h—b=—1r+bh—a
und
n=r-—3
Es folgt daher
0= <h_c7;> = <_3+h_a7?> :_<5»F>+<h_a73>

sowie
0=(h—-0b3 =(-r+h—a,3 =—(3 +(—a3).

Subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten Gleichung, so erhalten wir

0O=(h—ar—3 =((h—an)

Zweite Moglichkeit

Wir setzen die Bezeichnungen so, wie sie in der folgenden Abbildung zu sehen sind.

Die Richtungsvektoren b, und b; lassen sich wie folgt berechnen:

hy=a+rr—c=—3+r11

sowie
h;=a+s3—b=—r+s5;3
mit reellen Zahlen r und s. Der Richtungsvektor b, steht senkrecht zum Richtungsvektor
¢. Also muss (b, r) = 0 gelten. Aus
0= (by,x) = (=3 +rr.2) = —(,0) +7{rx)

erhalten wir

12
(r,x)
In entsprechender Weise folgt
o (b3
(3:3)

Wir mochten den gemeinsamen Schnittpunkt h der beiden Hohen bestimmen. Dazu
betrachten wir die beiden Geradengleichungen der beiden Hohen, welche durch

hx(tl) =+ tlbx
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und
hﬁ(tg) = b + 12,

mit t1,t5 € R beschrieben werden kénnen. Durch Gleichsetzen der beiden Gleichungen
erhalten wir ¢; bzw. 5 und kénnen mit diesen dann den gemeinsamen Schnittpunkt

berechnen.
h;@l) = hz(t2>
& o+t (=3+71) =b+ta(—1+ s3)
& b—c—ti(—3+rr) +ta(—r+s3) =0
< =3+t —tiry —tar +1as3 =o0
& I—to—tir)r+(—1+1t1 +tas)g=0

Da die Richtungsvektoren r und 3 linear unabhéngig sind, konnen wir aus der letzten
Gleichung folgern, dass

1-— t2 - tlT =0
und

=1+t +ts=0

gelten. Man erhalt somit ¢; = 1 — tys und t; = 1 — ¢ und weiter durch gegenseitiges
Einsetzen
1—r

t2:1—(1—t25)7‘:1—7’+t257‘:>t2(1—87"):1—T:>t2:1
—sr

und dann

1— 1— sr— 1
tlzl—tgs:l—< T)s: ST —s+7rs s

1—sr 1—7rs 1—rs

Durch Einsetzen der bereits berechneten Werte von r und s in ¢; und ¢, erhalt man

(r,£)(3,3) — (£,3)(x,1)
(,1)(3,3) — (r,3)*

und

_ (3.3 — (61,38
? <373><2:72:> - <57F>2 .

Einsetzen von ¢ in hy(t1) bzw. von t, in hy(t) fiihrt zu

(t.1)(3,3) — <x,3><x,r>3 L 506 - <x,za>2zC
(t,1)(3,3) — (r,3)? (t,1)3,3) — (r,3)?

he(t1) = ¢ =

und
(3,3) (6, 0) — 3,0)G3,3) 3K — (3,1)°

(3,3)(x, ) — (3,1)? (3,30, — (3,027

Es gilt tatséchlich hy(t1) = hy(t2) (man kann dies leicht verifizieren - verwende hierzu,
dass ¢ = b—r+3 gilt). Somit ist h = hy(t1) = h;(t2) der Schnittpunkt der beiden Hohen
(wir konnen b natiirlich auch mittels der Eckpunkte des Dreiecks ausdriicken, indem
wir die Beziehungen r = b — a und 3 = ¢ — a verwenden).

Wir miissen nun noch nachweisen, dass h auch auf der dritten Hohe des Dreiecks liegt.
Betrachte dazu die folgende Skizze:

h(t2) = b —




Die Hohengerade auf vy steht senkrecht auf y und und beinhaltet den Punkt a. Wenn
wir zeigen konnen, dass (h — a,9) = 0 gilt, dann wissen wir, dass auch die dritte Hohe
unseren Punkt h schneidet. Wir wollen dieses zeigen. Es gilt:

<h_?’?? V(e o (o) R (52
_ 3,3)(%:X) —(3,X) (353 5,3)(8:8) — 3¢ _
<b < <5>,?> zc>,zc><*<a>7éc>2> r+ ((3,5>><<zc,zc>>*<<a7x>>225 a,1)

_ 3:3)\&X) —$3,8) (353 53) (%) — (3T _
<2C Gar a2 + Garen—(5p2 00t 2’>
<<3,z><x,x>—(3,x>2—(3,3>(x,x>+<5,x><z,z>; + <x,z><x,x>—<z,x>25 r _3>

96 é&zggx,x)%zz,@j( (502 (3:3)(£,0)— (3129

37? 373 — 3,;'1 ;73 L) — 37? _
§<37>3<><F7>I><<37>I22;+(373><<m>)<<3>,r>z3’>; 3> et — () ) ()
3,8)$3,3) —(3:t _ 5,8)$3,3) —(3:k £,3) (&) —(3:k _ 5,3){88) —(3:k
(3:3) (10— (3,1)2 (p,;> <5,3g<x,x>*(37x2<;’3>+ (3:3) (1. —(3,1)2 ,zc> (3,5) (1,0 —(3,1)2 <3’3>
(5,0 (£,3) (3:3) = (5:5) (3,8) 2 — (£,3) 2 (3:3)+(3:2) (5,3 (£,0) — (1,3)® — (5,1) (£.3) (3:3) +(3,0) (3.3)

(3,3)(1,5)—(3,1)2

Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich somit im gemeinsamen Punkt b.

b) Betrachte das folgende Dreieck mit den Eckpunkten a,b und ¢ und den Seitenmittel-

c)+d)

punkten a’, b’ und ¢’.

b/ a/

a L ¢ b

Nach a) wissen wir, dass sich die Héhen des Dreiecks mit den Eckpunkten a’, b und ¢
in einem Punkt §’ schneiden. b’ ist aber gerade auch der Schnittpunkt m der Mittel-
senkrechten des groflen Dreiecks mit den Eckpunkten a, b und ¢. Die Mittelsenkrechten
eines Dreiecks schneiden sich somit in einem Punkt m.

m kann man natiirlich wieder explizit mittels a,b und ¢ ausdriicken. Dazu berechnet
man den Hohenschnittpunkt des Dreiecks mit den Eckpunkten a’, b’ und ¢’ und ersetzt
anschliessend o', b’, ¢/ durch Ausdriicke, welche durch a, b und ¢ beschrieben werden.

Wir betrachten nocheinmal die Skizze aus Aufgabenteil b) und wollen zunéchst zeigen,
dass das Dreieck mit den Eckpunkten a, b und ¢ und das Dreieck mit den Eckpunkten
a’, b’ und ¢ dhnlich sind. Es gilt sicherlich

1 1
a’—a:§3+(a’—b’):p+§(3—;).
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Hieraus folgt
1 1
/ — b/ = -1 = — — .
a HE=5(b—a)

In entsprechender Weise erhilt man a'—¢ = £(c—a) und b’ —¢’ = 3(c—b). Also sind die

beiden Dreiecke dhnlich und ihre Seiten verhalten sich wie 2 : 1. Wir erinnern uns, dass

m
a /é’ AN b

der Mittelsenkrechtenschnittpunkt m gerade der Hohenschnittpunkt in dem kleinen
Dreieck war. Da die Dreiecke im Verhaltnis 2 : 1 ahnlich sind, gilt dann insbesondere

auch
h—c=2( —m).

Nun berechnen wir die Vektoren h — a, s — a und m — a. Diese sind
b—a = 3+(h—¢)

s—a = grtgle—¢)=3r+5(—30) =50+
m—a = jr+(m—7)=5r—3(h—0).

(Beachte: In s — a kommt die Zahl % daher, dass der Schwerpunkt s die Seitenhalbie-
rende ¢ — ¢/ im Verhéltnis 2 : 1 teilt). Wir setzen

u:=s-—05h
und
p:=m-—5

und wollen u = 2v zeigen. Denn wenn wir dies gezeigt haben, wissen wir, dass b, s und
m auf einer Geraden liegen und der Punkt s die Strecke von m nach h im Verhaltnis
2 : 1 teilt. Es gilt

u=s—h=(s—a)~(h-a) = st + 13— G+ O )= 13— (h—0)
und damit folgt dann
1 1 1 1 1
n:m—sz(m—a)—(s—a):5;—§(b—c)—(§;+§3):§u

Damit haben wir ¢) und d) gezeigt. Die Gerade durch bh,s und m heit Eulersche
Gerade.



AUFGABE 2 (4 Punkte):
Seien die Vektoren a # o und b # o gegeben. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

2)
b)

)

Die Vektoren a und b sind genau dann linear abhangig, wenn a x b = o ist.

Die Vektoren a und b sind genau dann linear unabhangig, wenn das System a, b, a X b
linear unabhangig ist.

Es gilt |a x b| = |a||b| genau dann, wenn a und b orthogonal sind.

Losung:

a)

Hier sind zwei Richtungen zu zeigen. Wir zeigen zunéchst ”=". Wir nehmen an, dass
die Vektoren a und b linear abhangig sind, dies bedeutet nach Definition, dass ein
0 # r € R existiert mit a = rb. Das Vektorprodukt lasst sich mittels dieser Kenntnis
wie folgt umschreiben

(V2)

axb=(rb)xb ="r(bxb)=ro=o.

Glauben wir die Regel (V1), so erhalten wir schnell, dass b x b = o ist. Denn nach
dieser Regel gilt b x b= — b x b, was nur fiir den Nullvektor gelten kann.

Nun sehen wir den Richtung ” <" ein. Wir nehmen also an, dass axb = o ist. Betrachten
wir die Betrége, so bekommen wir 0 = |o| = |a X b| = |a] - |b] - sin(<(a, b)). Nun sind a
und b beide vom Nullvektor verschieden. Wir schlieflen daher, dass sin(<t(a, b)) = 0 ist.
Es kommen also nur die Winkel <(a,b) = 0 oder <(a,b) = 7 in Frage. Damit haben
a und b die selbe oder entgegengesetzte Richtung. Es handelt sich also um parallele
Vektoren. Damit gibt es ein 0 # r € R mit a = rb. Die Vektoren a und b sind also
linear abhangig.

Wir weisen zunéchst die Richtung ”<=" nach. Sei also das System a, b, a x b linear
unabhéngig, wir kénnen also aus der Gleichung ra + sb + t(a x b) = o mit reellen r, s
und ¢ die Gleichungen r» = 0, t = 0, s = 0 folgern. Um die lineare Unabhéngigkeit von a
und b zu zeigen, miissen wir aus der Gleichung r’a+ s'b = o schliessen, dass ' = s’ =0
gilt. Wir nehmen uns die Gleichungen r’a + s'b = o und ra+ sb +¢(a x b) = o her und
erhalten die Beziehung

r'a+s'b =ra+sb+t(axb),

welche sich aquivalent zu
(r—ra+(s—s)b+t(axb)=o0

umformen lasst. Aufgrund der vorausgesetzten linearen Unabhéangigkeit von a, b, a X b
muss 7’ = r, s’ = s und t = 0 gelten. Ebenso wissen wir, dass r = s = 0 sein muss, So
dass wir ' = ¢ = 0 erhalten. Die Vektoren a und b sind also linear unabhéngig.

Wir zeigen noch ”"=-". Seien die Vektoren a und b linear unabhéangig. Wir miissen
nachweisen, dass hieraus die lineare Unabhangigkeit des Systems a, b, a x b folgt. Da-
zu betrachten wir ra + sb + t(a x b) = o mit reellen r,s und ¢. Zu zeigen ist dann
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r=s=1t=0. Wir wissen, dass a X b ein Vektor ist, der auf a und b senkrecht steht.
Daher bilden wir (ra+ sb+t(a x b),a x b) und erhalten r-0+s-0+t|a x b|> = 0. Aus
der Annahme |a x b| = 0 folgt nach Teil a) die lineare Abhéngigkeit der Vektoren a und
b. Dieses ist aber ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Es gilt daher ¢t = 0. Aus
der vorausgesetzen linearen Unabhangigkeit von a und b ergibt sich ferner » = s = 0.
Wir haben also nun r = s =t = 0 gezeigt.

Nimmt man Satz 9.2 der Vorlesung zur Hilfe, so kann man b) auch wie folgt zeigen:

a, b, a X b ist linear unabhéngig <  (a,b,axb) #0

& (axbaxb)#0

& Jaxb2#0

& Jlaxbl#0

< |a||bsin(<a, b) £ 0

&7 sin(<a,b) #0

& Die Vektoren a und b sind nicht parallel.
< aund b sind linear unabhangig.

a < b| = a[[b] < [a] - |b] - sin(« (a b)) = laf - [b|
& sin(<(a, b)) =
& <(a,b)=7
& cos(<(a, b)) =0
< Ja| - |b|-cos(<t(a, b)) =0
< (a,b) =
& Die Vektoren a und b sind orthogonal

Wir erinnern daran, dass wir nur Winkel zwischen 0 und 7 betrachten.

AUFGABE 3 (4 Punkte):
Betrachten Sie das von den Vektoren a, b, ¢ aufgespannte Spat (siehe Abbildung 1).

Abbildung 1: Das aufgespannte Spat mit den Vektoren u, v und to

Zeigen Sie, dass die Vektoren u, v, 1o, welche die markierten Seitenmitten verbinden, in einer
Ebene liegen. Betrachten Sie dazu (u, v, o).

Losung: Wir stellen erst u, v und to mittels a, b und ¢ dar. Wir erhalten:
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eu=a+3c—sa=3(a+c)
ev=a+c+ib—(a+3c)=1(c+b)
etw=b+c+ia—(at+c+ib)=3(b—aq)

Wenn wir genau hinsehen, bemerken wir, dass v —u = v gilt. Hieraus ergibt sich, dass w auf
der Ebene liegt, die durch v und u aufgespannt wird. Wir sollen aber laut Aufgabestellung
das Spatprodukt der drei Vektoren betrachen.

(wo,0) E (ux o, w)
Vektorprod <%(a+ ¢) x %(c—l— b), %(b —a))
_ flaxc+axb+exc+exbb—a)
Skalarprod sflaxcb—a)+(axbb—a)+ (cxcb—a)+ (cxbb—a)
= glaxcb) —(axca)+(axbb) —(axba)+(cxbb) —(cxba)
or‘thgonal %Ku X ¢, b> — <C x b, Cl>]
— sl(a,c,6) — (¢, b,a)]
EY (e b,a) — (¢, b, )]
— 5-0=0

Nun kénnen wir mit Satz 9.2 der Vorlesung folgern, dass die Vektoren u, v, to linaer abhangig
sind. Nach Aufgabe 3 Blatt 2 liegen dann diese Vektoren auf einer Ebene.

AUFGABE 4 (4 Punkte):
Gegeben sei eine Orthonormalbasis ey, e2, e3 des Anschauungsraumes. Wir betrachten die in
Parameterform ¢ = a + ub; 4+ vby gegebene Ebene F mit

a = 321 + 522 — 263, [31 =¢; + 222 + 363 und bg = 281 +¢9 — 363.
und u, v € R. Ferner betrachten wir drei weitere Punkte
p1 = —e1 + 6es + 13e3, P = —15eq + 23e5 — 8eg und p3 = 30e; — 22¢9 + Tes.

Berechnen Sie den Abstand der Punkte p;, po und p3 zu der Ebene E.

Losung: Als erstes stellen wir die Vektoren durch ihre Koordinaten dar. Dieses vereinfacht
unsere Rechnungen erheblich.

3 1 2
a= 5 s [11 = 2 R [12 1
-2 3 -3
und
-1 —15 30
p1= 6 |,p2= 23 |, p3=| —22
13 -8 7



Wir bestimmen zunéchst die Hesse-Normalform von E. Dazu miissen wir by x by berechnen.
Nach den Rechenregeln fiir Koordinaten (siehe Vorlesung 11.3 (1.7)) miissen wir dazu die
Determinanten

bio bap [ bir b bi1 b2
b1s bags bis bags bio bap
bzw.
2 1 1 2 1 2
3 =3 3 =3 2 1
-9
berechnen. Wir bekommen also b; x by = 9 |. Durch die Normierung bekommen wir
-3
-9
den Stellungsvektor ¢ = %71 9 |. Die Berechnung des Skalarproduktes (a, ¢) nach 11.3
-3
(1.6) gibt uns
3 -9
1 24
(a,e) = ( 5 — 9 |)=—

Lo ) VITL g 171

Die Hesse Normalform von E lautet also

24
VITL\ V1T

Nun koénnen wir die Abstdnde der Punkte pi, po und ps3 bestimmen. Der Abstand eines
Punktes p zur Ebene E berechnet sich nach 7.6 der Vorlesung als Betrag von (p,e) — (a,e).
In unserer Situation bekommen wir

-1 -9
a) [(pre) —(wal=1(| 6 | . Ax| 9]~ Akl=IF—FAxl=0
13 -3
—15 -9
b) [(pare) = o)l =I{| 28 | Az | 9 )= Fml = 1Ak — Sl = SR = 6V
-8 -3
30 -9
o) sy =@l =1(| =22 | . Az | 9 |) - Frl=178— Axl= 7% =91
7 -3



