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AUFGABE 1 (4 Punkte):
Gegeben sei ein Tetraeder, dessen Eckpunkte durch die Ortsvektoren a, b, ¢ und 9 bestimmt

sind.

a)
b)

Bestimmen Sie die Ortsvektoren sq,...,s4 der Schwerpunkte der vier Dreiecksseiten.

Bestimmen Sie die Geraden, die jeweils durch einen Eckpunkt des Tetraedes und den
gegeniiberliegenden Schwerpunkt s; fiir 2 = 1,...,4 bestimmt werden. Geben Sie diese
Geraden in der Punktrichtungsform an.

Finden Sie einen gemeinsamen Punkt der vier Geraden aus b).

In welchem Verhaltnis teilt dieser Punkt jeweils die Strecke von einem Eckpunkt zu
dem gegeniiberliegenden Dreiecksschwerpunkt?

Losung:

a)

Man betrachte die folgende Skizze:

In Kapitel 1.5.6 der Vorlesung wurde gezeigt, dass der Schwerpunkt s eines Dreiecks
mit den Eckpunkten a, b und ¢ durch die Formel

1
szg(a—i-b—i-c)

berechnen lasst. Unsere Schwerpunkte der vier Dreiecksseiten unseres Tetraeders sind
somit 6, =3 (a+b+c), s5=5(b+c+0), s3=3(a+b+0)und s4=3 (a+c+0).
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b) g1 :04+71(81 —0), go:a+re(sy—a), gz:c+r3(s3—¢) und g4 : b+ ry(ss — b) sind
die gesuchten Geraden in Punktrichtungsform.

c¢) Betrachte den Punkt
1
p= Z(a+ b+c+0).

Wir wollen zeigen, dass p ein gemeinsamer Punkt der vier Geraden aus b) ist. Setzen
wir 7 = % in g; ein, so folgt

3 3
D+Z(51—D)ZD+—

1 1
1 —(a—i—b-i—c)—D):Z(a—i-bc—l—b):p.

3
Somit ist p ein Punkt der Geraden g;. Auf die gleiche Weise zeigt man, dass fiir ry =
r3=7Ty = i der Punkt p ebenfalls auf den Geraden gy, g3 und g, liegt. Der Punkt p ist
also ein Schnittpunkt der vier Geraden aus b).

d) Die vier Strecken, welche jeweils durch einen Eckpunkt des Tetraeders und seinem
gegeniiberliegenden Dreiecks Schwerpunkt bestimmt werden, treffen sich in einem ge-
meinsamen Punkt p. Dieser teilt die Strecken jeweils im Verhiltnis 3:1.

AUFGABE 2 (4 Punkte):
Es seien zwei Geraden G = {r | t = a;+rb; fiir r € R} und Gy = {r | r = as+sb, fiir s € R}
durch ihre Punktrichtungsform gegeben. Zeigen Sie folgende Sachverhalte:

a) Die zwei Geraden GG; und G, stimmen genau dann iiberein, wenn sie parallel sind und
einen gemeinsamen Punkt haben.

b) Sind G; und G, zwei parallele Geraden, so folgt, dass sie entweder iibereinstimmen
oder keinen gemeinsamen Punkt besitzen.

¢) Wenn die Geraden G; und G5 zwei gemeinsame Punkte besitzen, so stimmen sie iibe-
rein.

Losung:

a) Wir zeigen zunéchst die Implikation von links nach rechts (" = ”): Wenn die bei-
den Geraden (G; und (G5 iibereinstimmen, dann sind diese parallel und haben einen
gemeinsamen Punkt.

Da G| = G, ist, gelten die folgenden Eigenschaften (vgl. Vorlesung):

1. by = ab; mit a € R\ {0}
2. a0 —a; =bby mit b€ R

Aus der ersten der beiden Eigenschaften erhalten wir die Parallelitat von G; und Gs.

Wir wahlen einen festen Punkt s € G; und zeigen, dass dieser auch zur Menge G,
gehort, also ein gemeinsamer Punkt von G; und G5 ist. Sei also s = a; + rob; mit
ro € R Punkt aus G1. Wir erhalten durch Anwenden der obigen Eigenschaften:



s = a1+ Tohl
ag — bby + 7roby (zweite Eigenschaft anwenden)
= a—b(1by) +7(2by) (erste Eigenschaft anwenden)
= a2+ (%0 — %)52

Somit ist s auch ein Punkt der Geraden G,.

Wir miissen noch die Implikation von rechts nach links (” < ) zeigen: Wenn die beiden
Geraden (G; und G, parallel sind und einen gemeinsamen Punkt haben, dann stimmen
sie liberein.

Da G und G5 parallel sind, gilt by = ab; mit a € R\ {0}. Wir brauchen also nur noch
zu zeigen, dass a; — a; = bb; mit b € R gilt.

Sei p der gemeinsame Punkt von G; und G5. Daher léasst sich p sowohl als

p=a + 7‘051
fir ein 79 € R als auch
p = ax + sobo

fiir ein sy € R schreiben. Somit folgt:
aq +Tobl = das +80E]2 = a4 — 0y = SObQ — Tobl
Wegen by = ab; folgt hieraus

a —ay = So(abl) — 7'0[]1
= (spa —19)by

G1 und GG, stimmen also tiberein.

Seien nun G1 und G4 parallel.

1. Fall: G; und G; haben einen gemeinsamen Punkt, dann sind sie nach Teil a) schon
identisch.

2. Fall: G; und G5 haben keinen gemeinsamen Punkt.

Nun ist also gezeigt, dass parallele Geraden entweder identisch oder echt parallel sind,
da nicht mehr Falle auftreten konnen.

Angenommen die Geraden GG; und G5 haben zwei gemeinsame Punkt p; und po. Nach
Teil a) reicht es zu zeigen, dass G; und G parallel sind. Dazu betrachten wir die beiden
unterschiedlichen Darstellungen der gemeinsamen Punkte p; und po:

p1 = a; +roby und p; = as +7r1by
sowie
P2 = + 80[11 und P2 = as + $1b9
mit rg, 71, S, S1 € R. Bilden wir die Differenz der ersten beiden Gleichung und dann
der zweiten so ergeben sich folgende Beziehungen:
p2 — p1 = (S0 — 70)b1 und po — p1 = (51— 71)b>.

Hieraus konnen wir (so — 79)b; = (s1 — r1)bs folgern. Weil p; und py zwei verschiedene
Punkte sind, kann also nicht sy = ry bzw. s; — r; = 0 gelten. Wir konnen also durch
so — 1o dividieren und erhalten b; = j;::; b, mit ﬁ # 0. Die Geraden G; und Gy
sind also parallel.
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AUFGABE 3 (4 Punkte):

Gegeben seien vier Punkte durch ihre Ortsvektoren ag, a;, as und as. Zeigen Sie, dass aus der
linearen Abhéngigkeit der Vektoren a; —ag, as — ag und ag — aq folgt, dass diese drei Vektoren
in einer Ebene liegen. Gilt auch die Umkehrung?

Losung: Seien a; — ag, a; — ag und az — ag linear abhéngige Vektoren. Es gibt daher reelle
Zahlen r, s und ¢, die nicht alle Null sind mit

r(a; — ag) + s(az — ag) + t(ag — ap) =0

Es gelte ohne Einschrinkung r # 0. Dann folgt:

(01 = 60) = (=2)(02 — 60) + (=) (a5 — )

Liegen a; — ag) und as — ag nicht auf einer Geraden, so ist (a; — ag) ein Punkt der Ebene
durch den Nullpunkt, welche durch die Menge

E:={r|r=u(ay— ap) + v(as — ap) mit u,v € R}
beschrieben ist.

Andernfalls gibt es ein 0 # w € R mit ay — ap = w(az — ap) und die obige Beziehung dndert

sich zu
sw 1

(—7 - ;)(aa — do).-
Die Punkte, die durch die Vektoren a; — ag, as — ag und az — ay gegeben sind, liegen also auf
einer Geraden GG durch den Nullpunkt. Nun kénnen wir durch die Wahl eines Punktes p, der

nicht auf G liegt, eine Ebene E durch den Nullpunkt finden, die durch die Menge

(a1 — ap)

E:={t|z=u(as — ap) + vp mit u,v € R}
beschrieben ist und auf der die Punkte a; — ag, as — ap und a3z — ag liegen.

Wir wollen nun zeigen, dass auch die Umkehrung gilt. Dazu nehmen wir an, dass die Punkte,
die durch die Ortsvektoren a; — ag, a, — ag und a3 — ay gegeben sind, auf der Ebene

E:rx=ra+sb

liegen. Es gilt daher
(I) ag—ayp = ria+sb
(II) ag—ayg = roa+ s9b
(III) az—ay = r3za+ ssb.

Als erstes stellen wir fest, dass nicht 7, und s; gleichzeitg Null sein konnen, denn sonst ergibt
sich nach (I) a; — ap = 0 bzw. a; = a,. Dieses kann aber nicht sein, da wir von vier unter-
schiedliche Punkte ausgehen. Unter anderem zeigen unsere Betrachtungen, dass a; — ag # o,
as — ap # o und az — ag # 0 gelten. Ohne Einschrankung nehmen wir r; # 0 annehmen.



Durch Betrachten der Differenzen ro(I) — 71 (II) und (r3)(I) — r1(I1I) bekommen wir die
folgenden Gleichungen:

(IV) 7”2(“1 - ao) - T1(a2 - ao) = (7"281 - 7"152)b
(V) r3(ay —ag) —ri(ag —ag) = (rzsy —ris3)b

1. Fall (rgs; — r1s9) = 0: Dann vereinfacht sich die Gleichung (/V') zu
7‘2(0,1 — ao) — 7'1(0,2 — 0,0) =0

. Wir erinnern daran, dass r; eine von Null verschiedene reelle Zahl ist. Erginzen wir die
Gleichung noch durch 0(ag — a), so ergibt sich

T‘2(CL1 — CL()) — T’l(CLQ — ao) + 0(03 — Cl()) = T’Q(Gl — CI,()) — 7‘1(0,2 — ao) = 0.

Die Vektoren a; — ag, a; — ap und as — ag sind also linear abhingig.

2. Fall (rys1 — 7152) # 0: Dann kénnen wir (IV) auf die Form

T2 —T1

b= (a1 —ag) + (az — ag)

T281 — T'1S2 T281 —T'152

bringen. Das Einsetzen dieser umgeformten Gleichung in (V) fithrt uns auf

(7"351 —7’153)7“2 (7"381 —7"153)7’1
a, —a
T281 — T182 )( * °)+( T251 — 1 S2 )(

ra(ay — ag) + (—7‘1)(03 —ag) + (— as — dg) = 0.

Ordnen wir den Ausdruck etwas um, so erhalten wir

(7'381 - 7“183)7“2 (Cll o ao) + ((7’351 - 7’153)7“1)(

as — ag) + (—71)(az — ag) = o.
T981 — 157 oSy — 1Sy o) + (=71) (e = ao)

(rs —

Wir konnen also wegen r; # 0 wiederum auf die Lineareabhéingigkeit der Vektoren a; — ay,
as — ap und az — ag schlielen. O

AUFGABE 4 (4 Punkte):

Seien a; und ay linear unabhangige Vektoren und seien a,b,c,d € R. Zeigen Sie, dass die
Vektoren by = aa; + bay und by = ca; + day genau dann linear unabhéingig sind, wenn
ad — bc # 0 ist.

Losung: Es sind also die folgenden beiden Implikationen zu zeigen:
a) by = aa; + bay und by = cay + day sind linear unabhéngig = ad — be # 0
b) ad — bc # 0 = b; = aa; + bay und by = ca; + day sind linear unabhéngig

Wir zeigen zunéichst a). Seien b; = aa; + bay und by = ca; + das mit a,b,¢c,d € R linear
unabhangig, d.h. by # o und by # o und die Gleichung

Sb1 + tbg =0
mit s,t € R ist nur fiir s = ¢ = 0 losbar. Wir betrachten

Sbl + tbg =0 = S(G,Cll + bag) + t(Cﬂl + dag) =0
= (sa+tc)ag + (sb+td)ay =0
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Aus der letzten Gleichung erhalten wir aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von a; und as,
dass die Ausdriicke sa + tc und sb + td beide gleich Null sind. Dies fiihrt uns zu der Frage,
fiir welche s,t € R das lineare Gleichungssystem

sa+tc = 0
sb+td = 0

losbar ist. Subtrahieren wir das a-fache der zweiten Gleichung vom b-fachen der ersten Glei-
chung, so erhalten wir das aquivalente Gleichungssystem

sa + tc = 0
0+ (bc—ad)t = 0

Angenommen ad — bc ware gleich Null. Dann ware auch bc — ad = 0 und wir kénnten ¢ # 0
angeben, daraus mittels sb; = —tb, ein s # 0 berechnen, so dass s, # 0 das Gleichungssy-
stem losen wiirden. Damit hatten wir jedoch einen Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit
von b; und b,. Also war unsere Annahme falsch und es gilt daher ad — bc # 0.

Wir wollen nun b) zeigen. Seien b; = aa; + bay und by = ca; + das mit a,b, ¢,d € R gegeben
und es gelte ad — bc # 0. Wir miissen die lineare Unabhangigkeit von b; und by zeigen, also
folgende Dinge:

1. by #0 und by #0
2. Aus sby + tby = o folgt, dass s =t = 0 gilt.

Zu 1. : Angenommen es gelte by = aa; +bas = 0. Dann wiirde aus der linearen Unabhangigkeit
von a; und a, folgen, dass a = b = 0 gilt. Somit ware auch ad — bc = 0, was ein Widerspruch
zu unserer Voraussetzung ad — bc # 0 ware. Also gilt b; # 0. Ebenso zeigt man, dass auch
bg 7& (o) gllt

Zu 2. : Wir betrachten die Folgerungskette

sbi+thy =0 = s(aa1 + bCIQ) + t(ca1 + dCIQ) =0
= (sa+tc)ay + (sb+td)a, =0

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von a; und ay erhalten wir wiederum das lineare
Gleichungssystem

sa+tc = 0

sb+td = 0,

welches wiederum aquivalent zum Gleichungssystem

sa + tc = 0

0+ (bc—ad)t = 0

ist. Nach Voraussetzung gilt ad — bc # 0. Also ist auch bc—ad # 0 und daher erhalten wir aus
der zweiten Gleichung, dass ¢ = 0 sein muss. Ferner erhalten wir aus der ersten Gleichung
sa = 0. Falls a # 0 ist, so muss s = 0 sein und wir sind fertig. Falls aber a = 0 gilt, so folgt
wegen ad — be # 0, dass bc # 0 und somit auch b # 0 ist. Wegen sb + td = 0 folgt, da t = 0
und b # 0 gelten, dass s = 0 ist. O



