Der Mittelwertabakus
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Wie funknoniert
der Mittelwertabakus
und was leistet er?

Die 16 Klassen der Paderschule haben fol-
gende Schiilerzahlen: 22, 20, 23, 18, 21, 26, 23,
25,21,22,22,25,22, 21,26, 22. Diese Situation
ist graphisch durch das in Bild 1 wiedergegebe-
ne Hiufigkeitsdiagramm (Histogramm) darge-
stellt, aus dem man mit einem Blick schnell eine
Reihe von Informationen enmehmen kann.
Bild 2 zeigt die Schiilerzahlvertcilung einer
weiteren Schule mit 16 Klassen. Das Nebenein-
ander beider Darstellungen regt zu Vergleichen
an. Eine der moglichen Fragestellungen lautet:
Welche Schule hat die kieineren Klassen? Die
Frage kann sicherlich verschieden interpretiert
werden, aber in der Regel liuft sie auf einen
Vergleich der mitleren Klassenfrequenzen hin-
aus, also auf den Vergleich der beiden Zahlen,
die man erhilt, wenn man jeweils alle Schiiler-
zahlen addiert und das Ergebnis durch 16 teilt.
Das Resultat, das arithmetische Mirrel der ein-
zelnen Klassenstirken, ist eine fiktive Zahl aus
zwei Griinden: Erstens handelt es sich um die
Angabe, wieviel Schiiler in jeder Klasse waren,
wenn die Schiiler gleichmiflig auf alle Klassen
verteilt wiiren (was ja nicht der Fall ist), und
zweitens gibt es keine Bruchteile von Schiilern
(Dic betreffenden Mittelwerte lauten hier:
22 The und 21 W)
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Bild 2 Anzahl Kinder pro Klasse (16 Klassen)

Die Deurung des Mittelwerts als Antwort
auf die Frage: Wie viele Schiiler wiren beimég-
lichst gleichmiRiger Verteilung in jeder Klasse?
liefert die Grundidee fiir ein Verfahren, das ich
Mirelwertabakus nenne. Mit seiner Hilfe kin-
nen Grundschulkinder (3./4. Schuljahr) chne
zu rechnen durch Umnlegen von Pliittchen oder
Andern des Histogramms mit dem Zeichen-
stift einen handlungsorientierten, anschauli-
chen Zugang zu solch einem Mittelwertver-
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gleich gewinnen. Das Verfahren besteht in
schrittweiser Verinderung des Histogramms,
wobei dic einzelnen Schritte Anderungen der
Ausgangsverteilung in Richtung der angestreb-
ten Gleichverteilung entsprechen. Dies’ sei am
Beispiel erliutert: Will man die ungleiche Ver-
teilung der Schiiler auf die Klassen korrigieren,
so it man die (bzw. eine) Klasse mit den mei-
sten Schiilern einen Schiiler an die (bzw. eine)
Klasse mit den wenigsten Schiilern abgeben.
Fiir das Histogramm vom Bild 2 bedeutet das:
Ein Kringel aus der Siule ganz rechts (sie be-
steht in diesem Fall nur aus diesem Kringel)
rutscht eins weiter nach links und einer aus der
Siule ganz links rutscht um eins weiter nach
rechts. Es ergibr sich dann die in Bild 2a darge-
stellte Verteilung,
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Die eben beschriebene Operation wieder-
holt man so oft, bis der Endzustand erreicht ist,
der in Bild 2b wiedergegeben ist. Wendet man
das gleiche Verfahren auf die Darstellung in
Bild 1 an, so ergibt sich Bild 1a. Aus dem Ver-
gleich mit Bild 2b kann man dann direke able-
sen, welche Schule kleinere Klassen besitzt.
(Man kann auch die Mittelwerte aus beiden
Darstellungen prizise ablesen: Sie {ibersteigen
jeweils die unter der linken Saule stehende Zahl
um soviel Sechzehntel, wie die Hhe der rech-
ten Sdule angibt.)
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2
Warum kann
der Mittelwertabakus im
Grundschulmathematik-
unterricht niitzlich sein?

Wie gesagt ist das arithmetische Mittel eine
fikeive Zahl innerhalb eines mathematischen
Modells, eine Zahl, die keine direkte Entspre-
chung in der Realitit besitzt. Mit ihrer Hilfe
werden Mengen von Zahlen oder Griflenanga-
ben auf einen einzigen ,Kennwert* reduzierr,
in vielen Fillen zum Zwecke des Vergleichs
zwischen verschiedenen solchen Datenmen-
gen. Mittelwerte haben eine grofle Bedeutung
bei der mathematischen Beschreibung unserer
Umwelt. Sie begegnen uns als Durchschnitts-
einkommen, Durchschnittspreise (z. B. Miet-
spiegel, Immobilienpreise, Marktpreisumfra-
gen von ‘Testinstituten), mirtlere Korperge-
wichte und -griflen, Lebenserwartungen, pro-
Kopf-Verbrauch von Lebens- und Genufimit-
teln, mittlere Sonnenscheindauver, mitlere Nie-
derschlagsmenge, mirtlere Temperatur, Zensu-
rendurchschniwte usw. Die Bedeutung dieses
mathematischen Begriffs als Instrument zur
Erfassung unserer Umwelt sollte als Rechtferti-
gung dafiir geniigen, Fragestellungen in den
MU der Grundschule einzubringen, bei denen
das arithmetische Mitel eine Rolle spielt. Weil
es sich dabei aber, wie oben ausgefiihrt, um ei-
nen vergleichsweise abstrakten Begriff handelt,
sollte er sorgfiltig und breit fundicrt werden.

Wissen, wie man einen Mittelwert berech-
net, heiflt noch nicht: Wissen, was er bedeuter,
was er aussagt. Fiir den Unterricht folgt daraus,
dafl mit den Kindern vor der Mitteilung oder
Erarbeitung der Berechnungsvorschrift Sach-
verhalte bearbeitet werden, die in ithrem Hori-
zont liegen und zu Fragestellungen anregen, die
auf den Mirtelwert hinauslaufen. Der Vorteil
des Minelwertabakus besteht darin, dad man
mit seiner Hilfe solche Fragestellungen auch
ohne Riickgriff auf die formale Definition un-
tersuchen kann. Dariiberhinaus erméglicht er
die Behandlung von Situationen, in denen der
Mittelwert keine natiirliche Zahl ist. Weiterhin
kann (durch Umkehrung der Schritte) mit sei-
ner Hilfe in Umkehrung zu den iiblichen Auf-
gabenstellungen zu einer vorgegebenen Zahl
eine Datenmenge und eine Hiufigkeitsvertei-
lung konstruiert werden, die diese Zaht als Mit-
telwert besitzen. Die Vielfalt moglicher Lésun-
gen macht dann auch deutlich, wo die Grenzen
der Information liegen, die man aus einem Mit-
telwert entnehmen kann.
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Bild 3

Sein Nachteil ist, dafi sein Einsarz nurinei-
nem kleinen Bereich von Siwationen sinnvoll
ist, nimlich solchen mit wenigen vorkommen-
den verschiedenen Zablen (bis zu evwa 20) und
nicht allzu groflem Umfang der Datenmenge
(bis zu etwa 40). Am geeignetsten fiir cine Ein-
fiihrung scheint mir die Untersuchung der An-
zahlverteilung der Streichhdlzer in ciner Kol-
lektion von ca. 20-30 Streichholzschachteln zu
sein (z. B. soviel, wie Kinder in der Klasse

sind).

3
Wie viele Streichholzer sind
in einer Streichholzschachtel?

Das ist die Ausgangsfrage fiir eine von uns
mehrfach durchgefithrte Unterrichesreihe fir
das 3. oder 4. Schuljahr, bei deren Planung die
Idee des Mittelwertabakus entstand. Man lifke
die Kinder Schitzungen abgeben — manchmal
kennen Sie die auf der Packung aufgedruckee
Zahl ~ liflt anschliefend die Anzahl der
Streichholzer in ca. 20-30 Schachteln nachzih-
len und sie auf die Schachrel schreiben. Die Er-
gebnisse werden gesammelt, und mit den Kin-
dern werden Méglichkeiten erdriert, wie sie
iibersichtlich dargestelle werden kénnen. In
diesem Zusammenhang kann der Lehrer eine
der in Bild 3 oder Bild 4 wiedergegebenen An-
ordnungen der Streichholzschachteln = auf @
nem ,,Spielplan (Bild 3) oder zu Siulen aufge-
stapelt (Bild 4) — vorschlagen und herstellen
lassen. Ordnendes Sortieren fithre dircke 2u
dieser Anordnung, deren zeichnerische Wie-
dergabe (vgl. Bild 5) eine Form der gebriuchli-
chen  Histogrammdarstellung  (Siulendia-
grammy) ist. Grundschulkinder sollten lernen,
diese anschauliche und weit verbreitete Dar-
stellungsform zu lesen, d. h. aus thr méglichst
viel der darin enthaltenen Information zu ent-

nehmen und sprachlich wiederzugeben. Der
handelnde Zugang iiber das ordnende Sortie-
ren erwies sich in unseren Unterrichtsversu-
chen als wirksam beim Aufbau des Verstind-
nisses dieser Darstellungen. Dies zeigte sich
darin, dafl ein grofler Teil der Kinder die mei-
sten der nachstehend genannten Liickensitze,
die sie als Hausaufgaben bzw. Stillarbeit nach
dem Unterrichtsgesprich iiber das im Dia-
gramm dargestellte Ergebnis (vgl. Bild 5) bear-
beiteten, korreke erginzen konnte:

1. In O Schachteln waren 38 Streichhélzer.
2. In der Schachtel mit den wenigsten Streich-
hélzern waren O Streichhélzer.

3. Von den Schachteln mit O Streichhélzern
gab es die meisten.

4. InderSchachtel mit den meisten Streichhsl-
zern waren O3 Streichhélzer mehr als in der
Schachtel mit den wenigsten Streichhlzern,
5, In 0 Schachteln waren weniger als 40
Streichholzer.

6. Es gab genauso vicle Schacheeln e O
Streichhélzern wie mit @ Streichhdlzern.

7. Es gab O Schachteln mehr mit 40 Streich-
holzern als Schachreln mit 41 Streichhdlzern.
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Bild 5 Anzahl Streichhélzer pro Schachtel
{40 Schachueln}

Bild 4

Der Vergleich der Verteilung mit der auf
der Packung aufgedruckien Zahl (friiher ein-
heitlich 40, heute nach Aufhebung des Zind-
searenmonopols unterschiedlich) oder die Fra-
ge, welcher von den Schiitzwerten der Kinder
der beste ist, fiihrt auf die Frage, wic viele
Streichholzer in jeder Schachrel wiren, wenn
die Streichhélzer gleichmifig verteilt wiiren,
Dazu haben die Kinder folgende Vorschlige ge-
mache:

— Alle Streichhélzer auskippen und zusam-
menlegen, dann gleichmifig auf die Schacheeln
verteilen.

— Aus jeder Schachtel so viele Streichholzer
entfernen, daf} in allen Schachteln glech viele
sind {d. h. soviel wie in der Schachtel mix den
wenigsten Streichhdlzern; den Rest gleichma-
Ry verteilen.

Hartmut Spiegdd,
Arnold-Schliier-Wey 33,
4790 Paderborn st Pro-
fessor fiir Dudakok der
Mathematik an der Uni-
versitit Paderborn,

In diesem Zusammenhang kann — da nicht
zu erwarten ist, daB die Kinder selbst darauf
kommen — der Lehrer den Vorschlag machen,
der auf den Mittelwertabakus hinauslauft,
nimlich planmiBlig auszugleichen: Aus der
(bzw. ciner) Schachiel mitden meisten Streich-
hélzeen wird eins entnommen und in die (bzw,
aine} Schacheel mit den wenigsten Streichhal-
zern gelegt. Die Position der Schachteln auf
dem Spiclplan wird entsprechend verindert.
Das wird solange fortgefiihre, bis sich keine
Anderung mehrergibe, d. b sich nur nochina-
ner Spalte oder zwei benachbarten Spakten des
Spiclplans Schachteln betinden. Das entspre-
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chende Ergebnis zu der Ausgangssituation von
Bild 5 lautes dann: Es sind 8 Schachteln mic 39
Streichhdlzern und 12 Schachteln mit 40
Streichhélzern. Gemessen an dem Packungs-
aufdruck 40 Ziindholzer* fehlen also in dieser
Kollektion insgesamt 8 Streichhélzer.

1st das Verfahren auf dieser Ebene griind-
lich erarbeitet, wobei man bald dazu iibergehen
kann, das tatsichliche Umpacken der Streich-
hélzer wegzulassen, kann es auf der zeichneri-
schen Ebene durchgefihrt werden: Ausstrei-
chen und Neueinzeichnen der Kringel, die die
Streichholzschachteln darstellen. Mittels dieses
Verfahrens kénnen spiter auch zwei gleichlan-
ge Stichproben mitcinander verglichen wer-
den.

Aus der Tatsache, daf die korrekre zeich-
nerische Durchfithrung des Verfahrens eine ho-
he Konzentrationsfihigkeit erfordert, kann ei-
ne Konsequenz gezogen werden: mit den Kin-
dern erriern, auf welchen Rechenwegen man
zum Ergebnis kommen kann.

4
Weitere Beispiele

Die Erarbeitung des Mittelwertabakus am
Beispicl der Anzahlverteilung bei Streichholz-
schachteln kann die Funkiion eines Paradigmas
haben, d. h. fiir sich allein genommen schon in

der Lage sein, iibertragbare Einsichten hervor-
zubringen. Andererseits bieten sich auch fiir
die Grundschule viele weitere Situationen an,
die man mit seiner Hilfe bearbeiten kann: So
lassen sich z. B. Fehlerzahiverteilungen von
Klassenarbeiten in dieser Form darstellen und
auswerten. Ein Beispiel zeigt Bild 6.
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Bild 6 Anzahl Fehler in 20 Arbeiten

Von den ,Merkmalen® der Kinder der
Klasse diirfren am unproblematischsten das Al-
ter (in Monaten) und die Kérpergrofle (in cm)
zu erheben und so zu verarbeiten sein. Ob man
ebenso mit den sensibleren Datenmengen: Ho-
he des Taschengeldes oder Kérpergewicht ver-
fahren sollte, hingt von dem sozialen Klima in
der Klasse ab. Schlieflich eignet sich das Ver-
fahren auch sehr gut zur Ermittung bestimm-
ter empirischer Mirtelwerte von Zufallsgréfien.
Diese Mittelwerte liefern einen Anhaltspunkt
dafiir (und zwar umso genauer, je grofier die
Zahl der Versuche ist), was man auf Dauer in
den Situationen erwarten kann, fiir die diese
Zufallsversuche ein Modell sind. Ein schwieri-
ges Beispiel: Man wiirfelt mit einem Wiirfel
und stellt die Augenzahl fest. Wie lange (d. h.
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fordern.

Algebra fiir die 7./8.Klasse
Tell 1: Briiche, Zinsen und Prozente, nega-
tive Zahlen und Polenzen

Der Aufbau des Zahlensystems als Grund-
lage fur die weitere Algebra wird anschaulich
am Zahlenstrahl erklart. Zur eigenen Hand-
habung sind Zahlenstrahl und verschiedene
verschiebepleile aus Pappe beigelegt Wei-
ter werden die Negativzahlen eingefuhrt,
das Potenzrechnen geiibt sowie die Grund-
begrri..f{e der Aussagenlogik verstandiich ge-
mac

112 S. + 30 S. Losungshett + Ubungsmate-
rial DM 14,80
Mentor-Lernhilie 35, Besl-Nr. 64 350

Tell 2: Termumniormungen - Gleichunaen —
Ungleichungen — Funklionen

Die allgemeinen Regeln dieser zum Teilrecht
abstrakien Algebra konnen an Zahlenbei-
spieten selbstandig erarbeitet und durch Auf-
gaben eingetibt werden, Selbst so schwieri-
ge Begriffe wie »Funktion« und »Relation«

Fiir Ihre Schiiler der 7.8. Klassen empfehien wir:

Mit MENTOR kéinnen |hre Schiiler selbstandig und mit Erfolg arbeiten und
versdurmten Stoff nachholen. Beispiele werden in kleinen Schritten vorge-
rechnet, im beiliegenden Losungsheft konnen die Schiiler die Aufgaben
Schritt fir Schritt Uberpriifen. Bitte fordern Sie unseren ausfuhrlichen Pro-
spekt an. Fachlehrer kdnnen je Titel 1 Prifexemplar

mit 50% Rabatt an-

werden aus der Erfahrungswelt der Schiiter
abgeleitet und versténdlich gemachlL

136 S. + 35 S. Lésungsheft DM 16,80
Menlor-Lernhille 36, Besl.-Nr. 64 360

Geometrie fiir die 7./8.Klasse

Tell 1: Achsenspiegelung, Punklspiege-
fung, Drehung, Verschiebung,
Vektorrechnung

Die Abbildungsgeometrie ist leicht faBlich
dargestellt und wird an vielen Beispielen und
Aulgaben eingetbt. Mit Hile von farbig be-
druclden Transparentiolien werden auch die
Abbildungsgesetze fur die wichtigsten Kon-
gruenzabbildungen anschaulich erklart Mit
iiber 300 Abbitdungen und den farbigen Fo-
lien wird hier eine »Geometrie zum Anlas-
sen~ geboten.

104 S.+ 32 S, Losungsheft + Ubungsmate-

ral DM 16.80 %
Mentor-Lemhille 37, Best-Ni 64 370

Mentor-Verlag Neusser Strafle 3 8000 Miinchen 40

Mit Mentor—
leichter lernen

Teil 2: Konstruktionen, Flachenberechnun-

wicviel Wiirfe) braucht man im Durchschnitt,
bis jede Augenzahl mindestens einmal vorge-
kommen ist? (Schirzen Sie selbst einmal!) Das
Ergebnis von 50 Versuchen zeigt Bild 7. Unter-
sucht werden hier Versuche (Wurfserien) im
Hinblick auf das Merkmal ,, Anzahl der Wiirfe,
bis jede Wiirfelzahl wenigstens einmal aufge-

treten ist™.
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Bild 7 Anzahl Wiirfe mit cinem Spiclwiirfel,

bis alle Augenzahlen wenigstens einmal gefallen sind
in 50 Versuchen

Der dazugehérige Mirtelwert ist 14,5. Der
theoretische Wert betriigt: 14,7. Dieses Experi-
ment modelliert eine den meisten Kindern be-
kannte Situation: In Siiigkeiten sind Sammel-
bilder (z. B. 6 verschiedene Sportlerportraits)
verpackt. Wieviele Packungen mufl man
durchschnirtlich kaufen, bis man alle verschie-
dene Bilder hat (vom Tauschen wird hierbei ab-
gesehen)? Ein weiteres Beispiel ist die mittlere
Wartezeit bis zum Wiirfeln einer bestimmten
7ahl z. B. der 6 oder der 1. Auch hier lassen sich
die Versuchsergebnisse in der hier vorgestellten
Form gut darstellen und auswerten.

gen,_Einfuhryng_in_die_Haumgeo-
metrie

SchwerpunkimaBig beschéfligt sich dieser
Band mit dem Winkel im Dreieck und an Pa-
rallefen, den Onslinien, Ortsbereichen,
Dreiecken, Vierecken, dem Kreis und der
Geraden. Genaue Anleitungen heffen, die
{iber 270 Figuren durch eigene Konstruktio-
nen zu erganzen. Beweisschritte werden
durch kleine Einzelschritte durchschaubar
gemacht.

111 5. 4 40 S. Lisungsheft DM 16,80
Mentor-Lernhitfe 38, Best-Nt. 64 380
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