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Fachbereich 17 — Mathematik

Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler A

Aufgaben
zu den Abschnitten 1 bis 8

1.1 Eine Matrix besitzt 36 Elemente. Von welchem Format kann sie sein?
1.2  Wie lautet die (4,4)-Matrix A = (a;), deren Elemente durch
C_Jitk fir i>k
Gk= ik fir i<k
bestimmt sind?
1.3 Wie lauten die Elemente der (3,3)-Matrix A = (ai), die der Gleichung
—0,3a11  —(azs —az2 +a11) az +ag
A= a1 —ao —a1 a12
—0,3a11 1 —Q12 — a32
geniigt?
1.4 Gegeben sind die Matrizen
5 7 -3 4 6 -11
A=| 2 9 B=| 5 1 =1 -7 =2 |.
-1 3 6 —4 4 -8
Berechnen Sie
a) (A-B)-C b) A-(B-0C) c)A—-B+C
d) 24 —-3B +6C e) 0,5A+2(B-C) fyiA-iB+1iC
1.5 Zwei der folgenden Matrizen sind vergleichbar. Welche sind es, und welche Relation besteht
zwischen ihnen?
2 3 1 4 0 3
A= 0 -2 B=1]61 c=1[2 -1].
2 4 2 7 2 4
1.6 In welchem Wertebereich miissen x und y liegen, damit fiir nachfolgende Matrizen A und B

die Relation A < B gilt?

0 2 1 2 2
A= 4 22—42+6 -3 B=1| 4 =z
Y 0 1 4 4

2
y |-
x



1.7 1In drei Lagern werden vier unterschiedliche Erzeugnisse gelagert. Der Lagerbestand zu Be-

ginn des Jahres ist durch die Matrix

400 600 700

I = 300 200 1000
° 400 300 750
600 200 800

gegeben. Die Elemente /;; der Matrix L, = (I;;) geben an, wieviel Einheiten des Erzeugnisses
i im Lager j liegen. Es ist geplant, im Laufe des Jahres den Lagern flinfmal die Mengen
a;j (a;; ist Element der Matrix A = (a;;)) und dreimal die Mengen b;; (b;; ist Element der
Matrix B = (b;;)) zu entnehmen.

a) Welche Beziehung mufl zwischen L,, A und B bestehen?

b) Uberpriifen Sie, ob diese Bedingung verletzt wird, wenn

40 80 100 60 50 60
A= 20 24 80 B 40 25 200
60 50 30 30 15 200
60 40 40 100 0 150

ist.

c) Wie stark diirfte as3 anwachsen, wenn ansonsten die oben genannten Werte beibehalten
werden?

d) Man berechne die Lagerrestbesténde.

1.8

Folgende Matrizen sind miteinander zu multiplizieren.

3 -1 —4 2 —6
A‘(—2 3 5 2 4) B_(

Welche Reihenfolge ist dabei moglich?

3 LN
[l S A
SN—

1.9

Gegeben sind die Matrizen

2 5 3 1
3 2 3 4 5 0 1 0
a={34) B=[5 2 C:( )D:( )
(33) oo (1) em(ri1t) oo (0
Man berechne die folgenden Ausdriicke, soweit diese gebildet werden konnen.

a) AC b)CA ¢ AB d)BD ) (A+B)C
f) (A-D)C g (A+B)D h)D(A-B) i) (A+B)-(C—D).

1.10

Es sei

0 1 2 4
A—(_2 3) und B—<1 _5>.

Bilden Sie A + B, (4 + B)2,AB, A%, B2
Uberpriifen Sie, ob die binomische Formel (a + b)?> = a? + 2ab + b? auch fiir diese Matrizen
gilt.



1.11 Wie lautet das Produkt ABC der Matrizen

b
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und in welcher Reihenfolge sind sie zu multiplizieren, damit der Rechenaufwand moglichst
gering ist?

1.12

In welcher Reihenfolge sollten die Multiplikationen des Matrizenprodukts P = ABCD aus-
gefiihrt werden, wenn A aus 1 Zeile und 100 Spalten, B aus 100 Zeilen und 1000 Spalten, C
aus 1000 Zeilen und 20 Spalten und D aus 20 Zeilen und 200 Spalten bestehen und Sie mit
moglichst wenig Rechenoperationen auskommen wollen?

1.13

Ein Betrieb stellt drei Erzeugnisse her, die auf vier Maschinen bearbeitet werden. Die Ma-
schinenzeit je Erzeugniseinheit, die Maschinenzeitfonds und die Produktionsmenge sind der
folgenden Tabelle zu entnehmen.

Maschine Maschinenzeit Maschinenzeitfonds
in Zeiteinheiten

1000
1200
1500
1900

W N =
DN = O =
= R =N
B Ot W N W

4
Produktionsmenge | 1 To T3

a. Fihren Sie eine Matrix A fiir die benttigte Maschinenzeit je Erzeugniseinheit, einen
Spaltenvektor f fiir die Maschinenzeitfonds und einen Spaltenvektor z fiir die Produk-
tionsmenge ein!

b. Wie errechnet man die verbrauchte Maschinenzeit?

c. Welche Bedingungen muf} der Vektor z erfiillen?

1.14

Gegeben seien der Gozintograph einer zweistufigen Produktion:

R’ —3 Lz —2 . p
3
7 1
R ~1 /A - [P

sowie ein Produktionsprogramm p” = (10,12).

a) Stellen Sie die Matrizen V' und V' auf, die den direkten spezifischen Materialver-
brauch beim Ubergang von Stufe 0 zu Stufe 1 bzw. von Stufe 1 zu Stufe 2 beschreiben.

b) Ermitteln Sie die Vektoren z und r der fiir die Endproduktion P benétigten Zwischen-
produkte bzw. Rohstoffe.



1.15 FEin Betrieb stellt aus drei Rohstoffen vier Erzeugnisse her. Der Verbrauch an Rohstoff je

Erzeugniseinheit ist der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Rohstoff | Rohstoffbedarf (in Mengeneinheiten)
je Einheit des Erzeugnisses

1 2 3 4
1 6 2 3 7
2 1 15 2 3
3 4 6 9 12

Man interessiert sich fiir folgende Fragen:

a) Wie hoch ist der Rohstoffverbrauch, wenn von jedem Erzeugnis eine Einheit hergestellt
wird?

b) Wie hoch ist der Rohstoffverbrauch, wenn vom Erzeugnis j = 1,2,3,4 die Menge
21 = 2,29 = 1,23 = 4 und x4 = 0 Einheiten hergestellt werden?

¢) Wie hoch sind die gesamten Rohstoffkosten in den Féllen a) und b), wenn die 3 Roh-
stoffe 102, 21 bzw. 7 Geldeinheiten je Mengeneinheit kosten?

d) Was kostet jeweils eine Einheit der Erzeugnisse 1 bis 47

Beantworten Sie diese Fragen, indem Sie fiir die gegebenen und gesuchten (skalar-, matrix-
oder vektorwertigen) Groflen geeignete Bezeichnungen einfiithren und diese durch Gleichun-
gen miteinander verkniipfen.

1.16 (*) Gegeben seien die Matrizen
A=(ay) ;= 1,....m B= (big) ; = 1,...n umd C= (s5) 4 = 1,...,q °
i=1...,n i=1...,q i=1...,p
LaBt sich das Matrizenprodukt D := ABC bilden? Wenn ja, gebe man eine Formel fiir das
Element d;; von D an.
1.17 Es sind die Matrizen X bzw. Y und X zu berechnen

mo a=(39) m=(73 ) e=(] F)na-y

a) AXA7l=1

b) (A-X)-B=1I

¢) 2B+X-B)=A-X-B

d A-B-B-X=2-(A-B)-X-A-X
o) A+(AL(XB)l=24

) (A-B)+A-X=1I

g 2X—(A+B2X =I1-CX

h) A(X —2I) = ABI — X)B + (AX + B)

. _ (0 1 (11 21
mit A—<10> und B—(312)

i) (1) X+XB+YB+I=N
(2) 2XA+2YA—B=N

. 11 1 2
mit A—(12) und B—<35)



1.18 Losen Sie die folgende Materialverflechtungsaufgabe mit Hilfe der Matrizenrechnung;:
Der Materialflu in einem Betrieb lduft von vier eingesetzten Rohstoffen (Ry,..., Ry) iiber
drei Zwischenprodukte (Xi,...,X3) zu den vier Endprodukten (Z1,..., Zy).
Der Materialflul je Produktionseinheit der empfangenden Stufe wird durch Kleinbuchstaben
der abgegebenen Stufe bezeichnet. Der erste Index gibt die Herkunft der abgebenden Stufe
an, der letzte Index die Verwendung in der empfangenden Stufe. Ubersprungene Produkti-
onsstufen werden durch den dazwischengestellten Index Null (0) bezeichnet.
Zum Beispiel:
11 ist der Materialverbrauch an R; fiir die Herstellung einer Einheit X .
r102  ist der Materialverbrauch an R, fiir die Herstellung einer Einheit Z,
(unter Uberspringung der Stufe X).
Folgende Werte sind gegeben:
ri1=2 rion=4 zun=1 z21=1 z32=1
o1 =3 rio2=1 Z12=2 X2 =3 w33 =2

7"3221 .2313:3 1‘24:4 .TL‘34=5
7"4224 .2314:4
7"4323

Alle nicht genannten Werte sind Null (0).

a) Zeichnen Sie einen sog. Gozintographen, d.h. ein Diagramm des Materialflusses.
b) Stellen Sie die Materialverflechtung durch geeignete Matrizen dar.

c) Welcher Rohstoffverbrauch ergibt sich pro Einheit des Fertigproduktes
Zi(1=1,2,3,4)7

1.19 Welche Rohstoffmengen sind in Aufgabe 18 bereitzustellen, wenn folgende Produktion das
Werk verlassen soll?
X; =100 Z; =200
X2 =200 Zy =100
X3 =400 Z5=100
Zy =100

1.20 Wir betrachten einen Betrieb, der aus Einzelteilen T1, . .., T4 zundchst Baugruppen By, By, B3
montiert und diese dann zu zwei Enderzeugnissen F;, E, verarbeitet.
Baugruppe 1 besteht aus 7 Einzelteilen, und zwar aus je 3 Teilen 77 und 7, und dem Rest
Tg.
Ebenso besteht Baugruppe 3 aus 7 Einzelteilen. Man benétigt hierfiir einen Teil Ty mehr,
dafiir aber keinen Teil T;. Ferner werden 2 Teile 75 benétigt, den Rest benttigt man von
T3.
Baugruppe 2 benétigt je 2 Teile 77 und Ty, 4 Teile T5 und 5 Teile T5.
In das Enderzeugnis E; geht die Baugruppe B3 gar nicht ein; dafiir benttigt man 3 Teile
Bs und 4 Teile Bs.
Fiir Enderzeugnis E, benttigt man insgesamt 8 Teile: 2 Teile der Baugruppe Bs, einen Teil
der Baugruppe Bs und den Rest an Baugruppe Bj.
Berechnen Sie die Anzahl an Einzelteilen, die fiir die Produktion eines Endprodukts 1 bzw.
2 notig sind!
Stellen Sie dazu obige Informationen zuerst moglichst iibersichtlich dar!

1.21 Ein Unternehmen produziert aus 3 Rohstoffen R, Ry, R3 zwei Produkte P, und P», wobei
zundchst 2 Zwischenprodukte Z; und Zs hergestellt werden.

M1) JeME P werden 2ME Z;und 3ME Z,,
jeME P, werden 14ME Z; und 20ME Zs,

jeME Z; werden 10ME Ry, 4 ME Ry und 1 ME Rj3 sowie
jeME Z, werden 2 ME Ryund 5 ME Rj3
benotigt.



Wie (M1); es werden jedoch je ME P; zusitzlich 8 ME R3 direkt verarbeitet.
Wie (M2); zusitzlich werden 0.02 ME Py, je ME Z; benétigt.

I)
IT)

TIT)

V)

Geben Sie die Gozintographen fiir die Fille (M1) bis (M3) an.

Stellen Sie in den Féllen, in denen es sinnvoll ist (Begriindung!), ein mehrstufiges Ma-
terialfluBmodell auf.

Geben Sie fiir (M1) bis (M3) jeweils ein komplexes MaterialfluBmodell an.

Hinweis zu II) und III):

Nennen Sie die in den jeweiligen Modellen auftretenden Matrizen und Vektoren sowie deren
Bedeutung und geben Sie die Beziehungen an, die zwischen ihnen bestehen miissen, damit die
Produktion realisierbar ist. Welche Griofien geben bei realisierbarer Produktion die Mengen an
absetzbaren Endprodukten bzw. nicht bendtigten Rohstoffen oder Zwischenprodukten an?

Geben Sie eine Formel an, mit der in den Fillen (M1) und (M2) der Materialbedarf an
Ry, Ry und R3 ermittelt werden kann, wenn p; Einheiten an P; und ps Einheiten an
P, produziert werden sollen.

(BEOMP) Wie lauten die zahlenméBigen Ergebnisse des vorigen Punktes, wenn

a) 1.000 ME an P; und 2.000 ME an P, produziert werden sollen,
b) dariiber hinaus noch 400 ME Z; an einen Partnerbetrieb abgegeben werden sollen?

1.22 (EOMP) Ein Unternehmen stellt aus 2 Rohstoffen Ry und R iiber zwei Zwischenstufen,
in deren erster 2 Zwischenprodukte Z; und Zs und in deren zweiter ein Hilfeprodukt H;
entstehen, zwei Endprodukte P; und P> her.

Der
Z
Z1
Z>
Z>
H,
P,
P
P
P
P,

a)

direkte Materialverbrauch zur Produktion von je 1 ME
an R; Dbetrigt 2 ME,
an Ry betrigt 1 ME,
an R; betrigt 1 ME,
an Ry betrigt 2 ME,
an Z; Dbetrigt 3 ME,
an Z; Dbetrigt 2 ME,
an Z, betrigt 1 ME,
an H; betrigt 1 ME,
an H; betrigt 1 ME,
an Zy Dbetragt 3 ME.

1) Geben Sie den Gozintographen fiir den Materialfluf} an.
2) Stellen Sie ein (komplexes) MaterialfluBmodell auf.
3) Welche Mengen an Rohstoffen R; und Ry sowie Zwischenprodukten Z; und Zs

miissen hergestellt werden, um eine absetzbare Produktion von 250 ME P; und
100 ME P, herzustellen?

Wie lauten die Antworten zu a), wenn zusétzlich noch ein Materialverbrauch von 4 ME

R, je ME P, und von 1/4 ME P, je ME Z; entstehen?

Welche Produktion ist in den Fillen a) und b) erforderlich, wenn zusétzlich 20 ME Z
und 5 ME H; in den Verkauf gebracht werden sollen?



1.23

Die Produktion aus 1.14 soll nun im Hinblick auf die entstehenden spezifischen und absoluten

Rohstoffkosten untersucht werden. Die Rohstoffe R; und R, mogen derzeit zu konstanten

Preisen 79 [GE/ME] und 79 [GE/ME] erhiltlich sein. Da die spezifischen Verbrauchswerte

bekannt sind, lassen sich die spezifischen Rohstoffkosten (d.h. die Rohstoffkosten je erzeugter

Mengeneinheit Zwischen- bzw. Endproduktion) ermitteln. Es bezeichne

7 die Rohstoffkosten zur Erzeugung einer ME Z; (in [GE])

w3 die Rohstoffkosten zur Erzeugung einer ME Z, (in [GE])

n? die Rohstoffkosten zur Erzeugung einer ME P; (in [GE])
(in [GE))

w5 die Rohstoffkosten zur Erzeugung einer ME P (in [GE]), sowie

(IAVA l)T

7T—0 = (7]—(1)77(2) ’ 71'_1 = (W%77r2 7 2)T

;7T_23= (7r177T2

Weiterhin bezeichne K := K (z°, p) die (absoluten) Gesamtrohstoffkosten zur Erzeugung des

Produktionsprogrammes p bei den geltenden Rohstoffpreisen 0.

I) Stellen Sie den Zusammenhang
i) zwischen 7% und 7!
ii) zwischen 7! und z2
iii) zwischen 7° und =2
unter Verwendung der Matrizen V°!, V12 und V := VO1V12 formelméBig dar.
II) Geben Sie eine Formel zur Bestimmung von K = K (7°, p) aus vorgegebenen Vektoren
a° und p an.
III) Ermitteln Sie 7' und 72 fiir den Fall 7° = (3;8)7.

IV) Wie gro8 sind die absoluten Rohstoffkosten zur Herstellung des Programms
p = (10, 12)T 2

2 5 2
. .. 4 3 0
2.1 Bilden Sie mit den Vektoren a = 1 b= 0 c= 4
3 2 1

-3 -3

1 5 .
p= _6 und q= 4 die Summen
3 7

a) IET +(l_bT b) ng'i'l_)TQ

2.2 Gegeben sind die Vektoren a, b, ¢ aus Aufgabe 1.
Bestimmen Sie

a)r =3a—2(b+ 2) b) s=—-4a+5c+b c)t=r+s

2.3 Man gebe drei Vektoren an, die im dreidimensionalen Raum ein Dreieck bilden.
Welcher algebraische Zusammenhang besteht zwischen diesen Vektoren?

2.4 Fiir die durch die Punkte P; = (1;1) und P, = (3;5) des IR? verlaufende Gerade gebe
man

a) eine Funktionsgleichung,

c
d

)

b) eine Parameterdarstellung,
) eine Geradengleichung in Normalenform,
)

(Z) eine Geradengleichung in Hessescher Normalform an.



2.5 (Z)

Ausgehend vom Koordinatenursprung werde auf die in Aufgabe 4 bestimmte

Gerade das Lot gefillt.

a)
b)

Wie lang ist das Lot?
Welche Koordinaten hat der Lotfulpunkt?

2.6 Durch die Punkte P, = (—6;4;1), P, = (1;—2;2) und P = (3; —8; —2) des IR? wird
eine Ebene F bestimmt. Geben Sie je eine Ebenengleichung an in

a)
b)

Funktionsdarstellung
Parameterdarstellung
Normalenform

(Z) Hessescher Normalform.
(Z) Welchen Abstand hat der Koordinatenursprung von der Ebene E?
(Z) Welcher Punkt der Ebene FE liegt dem Koordinatenursprung am nichsten?

2.7 Untersuchen Sie jede der nachfolgenden Aussagen auf Richtigkeit (= Allgemeingiiltig-
keit).
(Richtige Aussagen sind zu begriinden, falsche durch geeignete Gegenbeispiele zu wi-
derlegen.)

Es seien M ein linearer Raum, n > 2 eine natirliche Zahl und a,,...,a, € M.

(xii)

(xiii)

—~

xiv)

Die Vektoren aq,...,a, sind genau dann linear abhéngig, wenn sich einer von
ihnen als Linearkombination der {ibrigen darstellen 148t.

Die Vektoren aq,...,a, sind genau dann linear abhéngig, wenn sich hochstens
einer von ihnen als Linearkombination der {ibrigen darstellen 1483t.

Wenn die Vektoren a,,...,a,, linear abhingig sind, 148t sich einer von ihnen als
nichttriviale Linearkombination der iibrigen darstellen.

Die Vektoren q,...,a, sind linear unabhéngig, wenn sich keiner von ihnen als
Linearkombination der iibrigen darstellen 1483t.

Wenn a4, ...,q, linear abhingig sind, 146t sich mindestens einer dieser Vektoren
als nichttriviale Linearkombination der iibrigen darstellen.

Wenn die Vektoren a4, ...,a, linear abhéngig sind, 148t sich jeder von ihnen als
Linearkombination der tibrigen darstellen.

Die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren a,,...,a,, ist notwendig dafiir, dafl der
Nullvektor 0 nicht unter diesen vorkommt.

Kommt der Nullvektor 0 unter a,,...,a, vor, sind diese linear abhéngig .

Zwei Vektoren a; und g, sind genau dann linear unabhingig , wenn keiner ein
Vielfaches des anderen ist.

Kommt der Nullvektor 0 unter den ersten n—1 Vektoren a,,...,a,_; vor, koénnen
ay,-..,a, nicht linear unabhéngig sein.

Kommt (im Fall n > 3) der Nullvektor 0 unter den ersten n — 1 Vektoren
Qi,---,Q,_1 vor, konnen hochstens n — 2 der Vektoren aq,...,a, linear un-

abhéngig sein.

Der Vektor @, ist genau dann linear unabhingig , wenn a, # 0 gilt.
Falls a,, ..., qa, linear abhéngig sind, mufl dimM < n gelten.

Falls dimM < n gilt, sind a4, ...,a,notwendig linear abhéngig .



2.8 Untersuchen Sie, ob die nachstehenden Vektoren linear unabhéngig sind oder nicht.
4 10
a)a= 1 b= 2,5
2 5
2 0 5 1
b) a= 1 b= 0 c=1| 3 da=1 0
5 -7 1 2
4 -2 6
ca=1| 5 b= 1 c= -3
1 -3 9
2 10 12
Da=( 1) (%) = (1)
1 2
e)a=| -2 b=| —4
5 5
1 2 -1
fla=| 3 b=1| 0 c= 1
4 4 0
2 1 0
gla=| 1 b= -1 c=1| 3
0 2 —4
2.9 Stellen Sie in den Fillen, in denen die Vektoren der vorangegangenen Aufgabe linear
abhingig sind, jeweils einen der Vektoren als Linearkombination der anderen Vektoren
dar.
2.10 Bestimmen Sie sdmtliche Variablen z, z,u,v,w in den gegebenen Vektoren so, dafl

diese Vektoren linear abhéngig sind.

T -0

2 u+v

—4 12
b) a= v b= 3

6 v —w

2.11

Bestimmen Sie die Variablen u,v und w in den folgenden drei Vektoren so, dafl diese
Vektoren linear abhéngig sind.

2 u+v 1
—4 12 2
a=| , b= 3 und - e=| 4
6 v—w 4



2.12

In Aufgabe 1.14 wurde der folgende Gozintograph einer zweistufigen Produktion be-
trachtet:

Ry ~1 A P

Es waren Matrizen V°' und V2 sowie Vektoren z und r eingefiihrt worden, die den
direkten spezifischen Materialverbrauch beim Ubergang von Stufe 0 zu Stufe 1 bzw.
von Stufe 1 zu Stufe 2 sowie die erforderlichen absoluten Mengen an Zwischenpro-
dukten und Rohstoffen beschreiben.

a) Zeigen Sie, dafl

i) die Spalten von V% eine Basis b = (b*,0%)7
ii) die Spalten von V2 eine Basis ¢ = (c!,?)”
iii) die Spalten von V := VO'V'2 eine Basis d = (d',d*)”

des IR’ bilden.
b) Geben Sie die Koeffizienten von
i) z beaziiglich ¢
i) r beziiglich b
iii) r beziiglich d

an und interpretieren Sie diese 6konomisch.

2.13

(Z) Es werde der Raum M := L(a,b) betrachtet mit

4 0
a= 0 und b= 2
-1 3

Gibt es eine Orthonormalbasis u, v von M (d.h., eine Basis u, v mit den Eigenschaften
u L vund [Ju| = [[o]| = 1)?
- Falls JA, geben Sie eine solche Basis u,v an (dabei ist nachzuweisen, daf} es sich
um eine Orthonormalbasis von M handelt);
- falls NEIN, zeigen Sie, daf} eine solche Basis nicht existieren kann!

2.14

(*) Die Vektoren a' und a® mdgen eine Basis der/R? bilden, und es gelte
b' = bud' + bpd’
b2 = bya' + byd®

mit b12 # 0.

(i) Bilden auch die Vektoren a' und b' eine Basis des IR?? (Begriindung!)
(ii) Falls die Antwort zu (i) JA lautet, d.h., @' und b' eine Basis von IR? bilden, muf
sich der Vektor b in der Form

b = aa' + b’

darstellen lassen, wobei die Koeffizienten a und /8 eindeutig bestimmt sind.
Geben Sie Formeln an, in denen « und g durch byq, ..., by ausgedriickt werden.



2.15 Welche der folgenden Mengen sind lineare Teilriume von R™" 7

i) Die Menge M; oberer n x n-Dreiecksmatrizen
i) Ma={AeR™|A>0}
111) M; = {A e R™ | air > ann}
iv) Ms={A € R™" | A ist invertierbar}

) M5:{A€R"’"|a11+a,m:0}

(Begriindung!)

v

2.16 Berechnen Sie zu den folgenden Matrizen die Inversen, sofern diese existieren.

2 4 1 1 2 3 11 0
a)A=| 3 1 2 WB=| -1 1 0 ) C = 20 5
15 3 0 3 3 -1 1 -5
10 -3 0 2 1 -1 2
01 20 0 -3 0 4
dD=1 99 3 0 DE=19 o 1 3
00 91 0 0 0 2
1 4000 1 2 -3 -2 1
0 =2 0 0 0 01 1 2 =2
f)F=[0 5 10 0 gG=|00 -1 4 1
0 -8 0 1 0 00 0 -1 2
0 100 1 00 0 0 1
0 5 4 37 4
h) H = DJ=| -1 2 1
1 -3 1 0 3 5 3
0 375

2.17 Es sei das Modell einer volkswirtschaftlichen Verflechtung gegeben mit dem Produk-
tionsvektor z, dem Endverbrauchsvektor y und der Matrix A des direkten Verbrauchs
gegeben. Es gelte die Bilanzgleichung

z=A-z+y
Man berechne die Produktion z in Abhéingigkeit von y. Die Matrix A ist gegeben mit:

0,1
A=1 0,3
0,4

’

Y

oo o

1 0,2
2 0,1
10,3

2.18 (*) Ein Unternehmer l&8t ein und dasselbe Produkt P in n Zweigwerken produzieren.
Obwohl theoretisch in allen Zweigwerken dieselben Stiickkosten k auftreten miifiten,
wurden aufgrund geringfiigiger (zufiilliger) storender Einfliisse in den Zweigwerken die
konkreten Stiickkosten k..., k&, festgestellt. Ermitteln Sie die theoretische Grofle &
so, daf der theoretische Stiickkostenvektor k(1,...,1)T moglichst “nahe” beim beob-
achteten Stiickkostenvektor k = (ky,...,k,)7T liegt.

(Hinweis: Die Aufgabe 1&8t sich geometrisch 16sen, wobei es zweckméfig ist, sich den
Sachverhalt zuniichst fiir den Fall n = 2 klarzumachen.)




Bestimmen Sie jeweils den Rang der folgenden Matrizen:

11 1 1 3 2 5 4
a1 2 4 o2 74

a) A= o 1 1 bB=146 6 17 7

1 1 -5 3 31 -2 5

4 31 -3

16 2 -1 15 6
gc=| 2 -5 5 2 Odp=|6 8 4

9 8 4 5 1 2 10

3 9 3 —4

12 3 4 2 3 4
OE=|-40 5 6 HF=[ 13 195 —26

5 2 —2 —2 11 165 —22

Man bestimme den Rang der sog. Transportmatrix T’

a) fiir den Fall von 5 Zeilen und 6 Spalten

111000
0 00111
T=|11 001 0 0
010010
0 01 001

b) im allgemeinen Fall von (k + ) Zeilen und (k - I) Spalten.

Man bestimme den Rang der folgenden Matrix

Wie wirkt sich die Teilmatrix A auf den Rang aus?

Bestimmen Sie die Werte von b, fiir die das folgende Gleichungssystem Losungen
besitzt, und geben Sie die zugehorige(n) Losung(en) an:

2c — y — z = b?
T + 2z = 1-b
r — y — 2z = b

Stellen Sie fest, fiir welche Werte von u das Gleichungssystem A -z = b 16sbar ist,
und geben Sie die zugehorige(n) Losung(en) an:

1 1 -1 9
1 2 1 12

a) A=| 1 1 4 b=1 _y9
-2 1 3 u

1 1 2 -1 -5

B 1 2 -1 1 | -6

by A=1 o 1 3 1 b= 3

2 -1 -1 —u 9



3.6 Priifen Sie die Losbarkeit der nachstehenden Gleichungssysteme durch Rangbetrach-
tung und bestimmen Sie die Losung, falls eine solche existiert.

a’) 1y — 8ry + 923 = -—-32
2z1 — To + 3x3 = -1
Ty + 2z — r3 = 12
b) 1 + 32 + 23 — x4 = T
2¢1 + dx2 — x3 + 234 = 22
3r1y 4+ 8ry + 3 — x4 = 24
c) Ty — 2x5 4+ 3x3 — Ty — 25 = 2
3r1 — Ty + bxz — x4y — s = 6
2x1 + To + 23 — 224 — 3x5 = 8
d) 1 + 2x2 + 323 = 1
1 + 3xz2 + Szz = 1
3.'E1 — o — 4:E3 = 1
921 + 2z -— zz3 = 1
S5x1 + 29 + r3 = 1
e) 1 + 3x2 + 6x3 = 2
221 + Tze + 13z3 = 2
—2.’L‘1 — 5.’1;'2 — 3.’E3 = 2
1 + 3xz2 + bdxz = 2
5v1 + 8xo + T3 = 2
f) T — X2 + w3 = 4
1 + 2z + z3 = 13
207 4+ 4z + 23 = 26
4ry + OSxy + 4x3 = 43
g) ry + x2 + r3 + x4 = 4
rT — X2 + 3 + T4 = 8
3r1 + 22 + 3x3 — x4 = 16
3.7 Losen Sie die Gleichungssysteme A -z = b mit
-1 6 2 4
a) A= 2 =2 -1 b= 2
3 —4 -2 1
1 1 1 6
b) A= 3 2 1 b= 10
2 3 4 20
1 2 5 21
c) A= -2 —4 -10 b= —42
3 6 15 63
1 1 1 1 1 6
-1 2 1 -1 -2 —-23
d A= 1 -3 5 —1 -1 b= 14
2 1 1 0 0 3
-3 -4 -1 0 0 6

3.8 a) Man gebe an, wann in den Aufgaben 3.5, 3.6 und 3.7 auch eine nichttriviale
Losung fiir das jeweils entsprechende homogene LGS existiert.

b) Falls solche Losungen existieren, berechne man sie.




3.9 Losen Sie mit Hilfe des Austauschverfahrens folgende Gleichungssysteme:

2) 201 +3x0, =2 ) 3x1 +4x, =28
3r; +4x2, =4 21 +32z2 =14
T + o — xr3 = 3 T + o — r3 = 1

c) 207 — =x2 + 2z3 = 15 d) 267 — zo2 + 223 = 2
321 + 2z — 33 = 4 31 + 229 — 33 = 3

3.10 Gegeben seien die Vektoren

4 7 6 —4
a= -1 )b= 2 Jc= -9 |d= 16
2 -10 30 —56

a) Welche dieser Vektoren lassen sich als Linearkombinationen der restlichen dar-
stellen?

b) Geben Sie zu jedem der unter a) genannten Vektoren sémtliche Moglichkeiten an,
diese als Linearkombination der restlichen darzustellen.

Hinweis: Es ist zweckmifig, das Austauschverfahren einzusetzen.

3.11 Fiir die Herstellung von drei Erzeugnissen benstigt ein Betrieb zwei verschiedene
Materialarten. Der Mengenbedarf und -vorrat ist in der Tabelle gegeben.

Material | E1 E2 E3 | Materialvorrat
M1 2 1 2 240
M2 3 0 2 230

Wieviele Einheiten sind von den einzelnen Erzeugnissen herzustellen, damit das ge-

samte Material verbraucht wird?

a) Geben Sie ein lineares Gleichungssystem an, dem die gesuchten Ergebnismengen
notwendigerweise geniigen, und bestimmen Sie dessen allgemeine Losung (Para-
meterdarstellung).

b) Stellen Sie die unter (a) gefundene Losungsmenge graphisch dar.

¢) Kennzeichnen Sie die 8konomisch sinnvolle Losungsteilmenge
— in Form einer Parameterdarstellung
— graphisch.

d) Stellen Sie fest, ob ganzzahlige Losungen des Problems existieren, und geben Sie
gef. eine Parameterdarstellung dafiir an.

e) Welche (ganzzahligen) Erzeugnismengenkombinationen ergeben eine maximale
bzw. minimale Gesamterzeugnismenge?

3.12 Fir die Herstellung eines Erzeugnisses nach zwei Technologien stehen zwei Materialien
zur Verfiigung. Bei der ersten Technologie werden 40 Mengeneinheiten (ME) des ersten
und 50 ME des zweiten Materials benotigt, bei der zweiten Technologie 65 ME des
ersten und 30 ME des zweiten Materials. Der Betrieb hat einen Materialvorrat von
3600 ME beim ersten und 2450 ME beim zweiten Material. Wieviel Einheiten sind
nach den verschiedenen Technologien herzustellen, wenn das Material voll verbraucht
werden soll?

3.13 Zwei Aktienhéndler bieten Aktienpakete zum Verkauf an. Der erste bietet ein Paket

an, das 10 Aktien der Firma A, 40 der Firma B und 100 der Firma D enthilt. In
einem Paket des zweiten Handlers befinden sich 50 Aktien der Firma A, 30 der Firma
B, 40 der Firma C und 20 der Firma D. Ein Kunde mochte gerne 130 Aktien der
Firma A, 180 der Firma B, 80 der Firma C und 340 Aktien der Firma D erwerben.
Ist es ihm moglich, die gewiinschte Anzahl von Aktien durch den Ankauf der beiden
verschiedenen Sorten Aktienpakete — eventuell von jedem Paket eine gewisse Anzahl
— zu bekommen, oder muf} er die Aktien einzeln erwerben?



3.14

Ein Gewiirzhindler bietet zwei verschiedene Gewiirzmischungen an, die er in 10g-
Péckchen verkauft. Ein Péckchen der Mischung A enthilt 2g Gewiirz 1, 3g Gewiirz
2 und 5g Gewiirz 3. Ein Pickchen der Mischung B enthilt 4g Gewiirz 1 und je 3g
Gewiirz 2 und 3.

Ein Kunde benétigt eine Gewlirzmischung, die zu je 3 Teilen Gewiirz 1 und 2 enthalt
und zu 4 Teilen aus Gewiirz 3 besteht. Von dieser Mischung benétigt er 200g. Kann
er die angebotenen Gewlirzmischungen so kombinieren, dafl er exakt die bendtigte
Menge seiner eigenen Mischung erhalt?

3.15

Ein Bastler benétigt fiir ein Radio noch diverse elektronische Einzelteile:

3 positive Festspannungsregler 7805

13 Verstarker ICs, TBA 820

und 4 Spulen 40 pH.

Ein elektronisches Versandhaus bietet einen Bausatz an, der einen Festspannungs-
regler, 5 Verstirker ICs und 4 Spulen enthilt. Ein Geschéft am Ort verkauft einen
Verstirker IC nur dann, wenn man noch genau vier Spulen dazukauft.
Kann der Bastler die beiden verschiedenen Bausitze so kombinieren, dafl er keine
Bauteile zuviel hat?

3.16

Eine Vermogensanlagegesellschaft bietet dem Anleger an, mit Einzahlungen in jeweils
beliebiger Hohe Anteile an drei Portefeuilles zu erwerben, die ausschliellich aus den
4 Standardwerten A, B,C und D zusammengesetzt sind. Im Portefeuille P; betrigt
der wertméflige Anteil der Papiere A — D 60%, 10%, 20% und 10%, in P 40%, 20%,
20% und 20% sowie in P3 50%, 30%, 10% und 10%.
a) Ein Anleger hiitte gern einen bestimmten Geldbetrag zu 54%, 16%, 18% und 12%
in den Werten A bis D angelegt. Ist dies durch Erwerb von Anteilen von P; bis
P3; moglich?
Wenn ja, wie mufl der Anleger seinen Geldbetrag prozentual auf die Portefeuilles
aufteilen?
b) Wiirde es eventuell geniigen, ausschlieffilich Anteile an P, und P3 zu erwerben?
c¢) Ein Anleger mochte die Papiere A, B,C und D im Gesamtwert von 66, 4, 22
und 8 TDM erwerben, sein Geschiftspartner im Wert von 18, 10, 6 und 6 TDM.
Konnen beide ihr Ziel erreichen, indem
cl) jeder fiir sich Anteile an P;, P> und P; erwirbt?
¢2) Dbeide zusammen Anteile an Py, P, und P3; erwerben und sich untereinander
iiber die Eigentumsrechte einigen?
Wenn ja, wie ist (jeweils) zu verfahren?

3.17

10 6 -2 2
Gegeben sind die Punkte A = 2 |,B=1| 8 |,C= 12 JundD=1| 6
5 3 7 9
a) Zeigen Sie, dafl diese Punkte in einer Ebene liegen.
b) Bestimmen Sie die Gleichung dieser Ebene in Parameter- und Funktionsdarstel-
lung.
c) Zeigen Sie : die vier Punkte bilden ein Parallelogramm.

d) Bestimmen Sie die Spurgerade der Ebene in der xy-Ebene in Parameter-, Funktions-
und Abschnittsdarstellung.

e) Bestimmen Sie die Schnittgerade der Ebene mit

) 4 1
2 1 4+Al 3 | +p| 0 |, \peR
8 8 0

E =

I~
I



3.18 Eine Bickerei verbackt Roggen-, Weizen-, Gersten- und Hafermehl zu den Brotsorten
A ,Helles Vierkorn“, B ,,Dunkles Vierkorn“ und C ,Naturliebe“. Die darin je Brotlaib
enthaltenen Mengen [in 100g] der genannten Mehlsorten z; bis z4 sind in folgender
Tabelle zusammengestellt.

| T1 T2 T3z T4
Al2 6 1 1
B|5 2 2 1
cjo 1 3 3
Zu Beginn der Woche vor den Betriebsferien stehen noch folgende Mengen y; an Mehl-
sorte z; zur Verfiigung:
a) y1 =77, y2 = 154, y3 = 115,5 und y4 = 107,5 [Zentner]
b) y1 = 50, y2 = 100, y3 = 110 und y, = 80 [Ztr.]
c) y1 =192,5, yo = 15,4, y3 = 57,75 und y4 = 14,95 [Ztr.]
Untersuchen Sie, ob die bestehenden Mehlvorrite durch das Backen geeigneter Stiick-
zahlen der genannten Brotsorten aufgebraucht werden kénnen.
1 T 0
3.19 a) Gegeben sind die Vektoren a = 0 , b= 1 und ¢ = 1
4z 2z T
Welche Bedingungen muf} z erfiillen, damit a, b und ¢ linear unabhéngig sind?
1/2
b) Stellen Sie den Vektor d; = | —5/2 | als Linearkombination von
-3
1 2 0
a=1| 2 |,6={ 0 Jundg =1{ 1 | dar.
3 1 1
c) Bestimmen Sie einen Vektor e;, so dal e; den durch a,, b; und ¢; gegebenen
Streckenzug schliefit.
2 1
3.20 Gegeben seien die Geraden gy =<r=1{ 1 | + A 1 ,AE IR 3 und
6 -2
1 2
g=<sr=| -2 |+A| 4 |, eR
3 1

a) Berechnen Sie den Schnittpunkt S der Geraden.

b) Berechnen Sie die Spurpunkte S; und Sy in der xy-Ebene.

c) (***) Berechnen Sie die Projektionen von g; und g in die xy-Ebene in Funkti-
onsdarstellung sowie deren Schnittpunkt S’.

d) (***) Wie lautet die Gleichung der Geraden durch S’ parallel zu g;?




34 7 0 . .
00 1 —1 a) mnach der zweiten Zeile.
4.1 Entwickeln Sie die Determinante 45 —2 0
- b) nach der vierten Spalte.
1 2 1 3
4.2 Berechnen Sie nach dem Entwicklungssatz (unter Benutzung vereinfachender Rechen-
regeln) die Determinanten
3 21 0,5 0,1 0,3 ; _g _é ‘21
a)|3 -2 5 b)| 0,2 -0,3 —-0,2 c) 4 3 -1 3
3 -3 4 0,7 0,5 —0,2 5 2 3 1
T 9 1 4 5 4 0 -1 0
i 3 o s 2 21 0 4
d) e) 0 00 3 O
2 1 -1 1
5 5 9 g -3 24 1 -2
0 03 -2 0
4.3 Berechnen Sie z aus folgenden Gleichungen:
z 4 z 1 2 3
a)| 2 z 2 |=a b)|lz z z |=12—2
1 z 0 7 8 9
Welche Werte kann a annehmen?
13 8 —2 ; 0 = 1
c) +150=0 d)|1 0 z|=0
9 4 <z 2 0 1
12 -2 z 4 ’
4.4 a) Welchen Flicheninhalt hat das Dreieck in der zy-Ebene mit den Eckpunkten
(0;0), (2;1) und (1;2)?
b) Welchen Rauminhalt hat ein Parallelepiped, das aus den Vektoren
a’ = (4,4,0), [ (=2,2,0), ¢f'=(0,0,5) aufgespannt wird?
(Berechnen Sie den Inhalt mit Hilfe von Determinanten und iiberpriifen Sie Ihr Er-
gebnis durch elementare zeichnerisch-rechnerische Losung!)
4.5 Man beweise fiir ein durch die drei Punkte (z1,y1), (z2,y2) und (z3,ys3) gegebenes
Dreieck die Flichenformel F' = |h| mit:
1 1T Y1 1
h=-= T2 Y2 1
2
z3 ys 1
Hinweis: Man lege den Koordinatenursprung in einen Eckpunkt des gegebenen Drei-
ecks.
4.6 Man beweise flir Determinanten 2ter Ordnung die folgende Gleichung:

|A-B| =|A]-|B|.



4.7 (*) Esseien b', b% und b® Vektoren aus IR®, und es gelte det(b',b?,b%) = 5.
a) Bestimmen Sie den Wert der Determinante det(a', a?,a?), wenn gilt
a' =4p" - p* +0°
a® = 100" - 20°
a® =-b'+b* +b.
(Hinweis: Geschickte Anwendung der Rechenregeln fiir Determinanten spart Arbeit!)
b) Bestimmen Sie den Wert der Determinante det(b2 — b, 0% + b3).
4.8 (*) Zeigen Sie unter Ausnutzung der Definition der Determinante, daf fiir eine belie-
bige n x n-Matrix A gilt:
det A#0< rgA=n.
4.9 Zeigen Sie anhand passender Beispiele, daf die Gleichung
det(A + B) = det A + det B
gelten kann, aber nicht zu gelten braucht.
4.10 (Z) Eine Zahl X heifit Eigenwert der Matrix A € IR™", wenn gilt
det(A — AI) =0.
Berechnen Sie alle Eigenwerte der Matrix
3 4
a) A= ( 5 5 )
0 -1 1
byA=| -3 -2 3
-2 -2 3
4.11 (*) Gegeben seien zwei 2 x 2-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;), sowie die Werte
a=det A,b=det B,c = det ( a1 biy ) und d = det ( b a1y )
as1  boa ba1 a2
Kann man det(A + B) aus den Werten a, b, ¢ und d berechnen? (Wenn ja, gebe man
eine Formel an! )
5.1 Stellen Sie die Erfiillungsmengen folgender linearer Ungleichungssysteme (LUS) gra-
phisch dar.
z—y < 4 —2r + y > 2
a) z+y > 0 b) 3z + 4y > 12 z,y>0
z > 0 t + y — 6 < 0
z + by < 10 (2r+y <4 und x,y > 0)
c) 3z — 5y > 15 d) oder
dr + by > 20 (z+2y<4 und 2,y >0)
Welche der Erfiillungsmengen sind beschrénkt, welche konvex und welche beides?
5.2 Die Geraden mit den Gleichungen

4z — Ty + 28 = O
2c + 6y — 9 =0

zerlegen die zy-Ebene in vier Punktfelder, die jeweils von allen drei Geraden begrenzt
werden. Bestimmen Sie fiir jedes dieser Punktfelder das Ungleichungssystem, dessen
Erfilllungsmenge es darstellt. Dabei sollen die Randgeraden mit einbezogen werden.




5.3 Man stelle die durch
{(z,y) :x =4s3 + 454,y = 251 + 353 + 453,51 +S2+s3+s4=1,5,>0
fir i=1,...,4}
gegebene Punktmenge mit Hilfe eines LUS dar.
5.4 Ein Unternehmen kann 3 Sorten Transportbeton Bj, By, Bz liefern. Der ,,Stiickge-
winn“ betrage je abgesetzter Tonne konstant g; = 20, g» = 25 und g3 = 10 [GE].
Das Unternehmen strebt fiir das laufende Geschéftsjahr einen Gewinn von G=100000
[GE] an.
a) Beschreiben Sie die Menge zulissiger (d.h. den Zielgewinn realisierender) Absatz-
pléne.
b) Der Zementanteil in den Betonsorten betrage z; = 50, 22 = 30 bzw. 23 = 10 Ge-
wichtsprozent.
Gibt es zuldssige Absatzpline (gemif a)), deren Gesamtzementverbrauch
bl) exakt ¢t = 1300[M E] betriigt
b2) den Wert von t = 1300[M E] nicht iiberschreitet?
5.5 Zur Herstellung von zwei Erzeugnissen werden drei Materialien bendétigt. Der Mate-
rialbedarf je Einheit und die Materialfonds sind der folgenden Tabelle zu entnehmen.
Material je Einheit
Material | des Erzeugnisses | Materialfonds
1 3 6 240
2 6 4 360
3 0 5 150
a) Man stelle ein Ungleichungssystem fiir die Produktionshshe der beiden Erzeugnis-
se auf und gebe Produktionspléne an, bei denen keine, eine und zwei Materialarten
voll verbraucht werden.
b) Wie miifiten die Materialfonds abgeindert werden, damit ein Produktionsplan
existiert, bei der alle drei Materialien voll verbraucht werden?
5.6 Ein Gemiisebauer hat 30 Morgen Land zum Anbau von Erbsen und Stangenbohnen

zur Verfligung.

Fiir einen Morgen Erbsen mufl der Betrieb im Durchschnitt einen Arbeitstag, fiir
einen Morgen Stangenbohnen zwei Arbeitstage aufwenden. Insgesamt stehen 50 Ar-
beitstage zur Verfiigung.

Die Ausgaben fiir Saatgut betragen fiir einen Morgen Erbsen 200,—- DM, fiir einen
Morgen Stangenbohnen 100,—- DM. Der Bauer kann hochstens 5.000 DM fiir das Saat-
gut ausgeben.

a) Welches ist die grofitmogliche Anbaumenge von Erbsen bzw. von Stangenbohnen?

b) Welche Anbaumengen ergeben sich, wenn die zur Verfiigung stehenden Arbeits-
tage und das Geld voll verbraucht werden sollen?

c¢) Wieviel Morgen Erbsen und Stangenbohnen muf3 der Bauer anbauen, damit sein
Gewinn moglichst grofl ist, wobei der Gewinn bei einem Morgen 200,— DM und
bei einem Morgen Stangenbohnen 300,— DM betrigt?



5.7 Fiir eine Schiffsbesatzung werden zwei Vitaminpriparate U und V bereitgestellt,
durch die der tégliche Vitaminbedarf des Personals gedeckt werden soll. Der Min-
destbedarf an Vitaminen A, C, K je Tag, der Gehalt der Priparate an den Vitaminen
je Gramm sowie die Kosten je Gramm in DM fiir die Priparate sind in der nachfol-
genden Tabelle angegeben.

Gehalt der Praparate | Mindestbedarf
in Mengeneinheiten je g in ME
U A%
A 0,10 0,15 1,5
C 20,0 10,0 150,0
K 1,0 4,0 20,0
Kosten je
ginDM | 0,1 0,2

Welche Mengen von beiden Praparaten miissen je Tag jedem Besatzungsmitglied ver-
abreicht werden, damit der Mindestbedarf gedeckt wird und die Kosten minimal sind?

5.8 Zwei Giiter G; und G5 werden auf zwei Maschinen bearbeitet und dann auf zwei
Fliefbindern zusammengesetzt. An einem Tag konnen auf der ersten Maschine héchstens
15 Stiick des Gutes G oder 12 Stiick des Gutes G5 oder eine entsprechende Kombina-
tion beider Giiter und auf der zweiten Maschine hochstens 9 Stiick des Gutes G oder
18 Stiick des Gutes G5 bzw. eine entsprechende Kombination bearbeitet werden. Auf
dem ersten FlieBband kénnen hochstens 7 Stiick des Gutes G1 und auf dem zweiten
Flieflband hochstens 10 Stiick des Gutes G zusammengesetzt werden. Fiir das Gut
G4 wird ein Gewinn von 8,— DM je Stiick erzielt, fiir das Gut G2 ein Gewinn von 5,—
DM je Stiick.

Es soll ein Produktionsplan so aufgestellt werden, da der Betrieb den grofitmdoglichen
Gewinn erzielt.

5.9 Ein Farbenhiindler hat von den Farbsorten A und B die Mengen 80 kp bzw. 50 kp zur
Verfiigung. Er kann daraus zwei handelsiibliche Mischungen herstellen, die zu 10,-
DM bzw. 15— DM/kp verkauft werden kénnen. Die Mischungen bestehen aus 60%
bzw. 30% der Farbsorte A. Die Sorte B bildet jeweils den Restbestandteil. Wie sind
die Farben zu mischen, wenn der Verkaufserlos maximiert werden soll?

5.10 Eine Baufirma lagert an zwei Orten L; und Lo Grolbausteine, die kostenminimal zu
3 Baustellen By, Bz und Bs transportiert werden sollen. Die Lager- und Bedarfsmen-
gen in Stiick sowie die Transportkosten in DM/Stiick sind in der folgenden Tabelle

angegeben.
Baustelle Bedarf Ly Lo
B 1200 .22 .15
B 2000 .25 .10 Kosten
Bs 800 .30 .25

Lagerbestand 4000 2400 1600

Man stelle einen kostenminimalen Transportplan auf!



5.11

Ein Produktionsverfahren kann in 2 Varianten ablaufen, die sich durch die Mengen
beim Verbrauch der Rohstoffe A und B und bei der Erzeugung der Produkte X und Y
sowie durch die Kosten unterscheiden. Von den Rohstoffen A und B sind Vorrite von
200 bzw. 150 Einheiten vorhanden. Von den Produkten X und Y miissen mindestens
die Mengen 100 bzw. 80 Einheiten hergestellt werden. Die Produktion bringt einen
Gewinn von 30,— DM/Std. bei Variante I und 40,—- DM/Std. bei Variante II. Die
Verbrauchs- und Produktionsmengen sind in der folgenden Tabelle dargestellt.
Einheit/Std. | Rohstoffe | Produkte

A B X Y

Prozefl 1 5 3 ) 8

Prozef§ 11 4 5 4 4

a) Man bestimme den Produktionsplan mit maximalem Gewinn.
b) Wie dndert sich die Losung, wenn die Mindestproduktion von Y auf 320 Einheiten
heraufgesetzt wird?

5.12

Eine Firma stellt Gefriertruhen und Kiihlschrinke her. Der Gewinn bei einer Gefrier-
truhe betrdgt 360 DM, bei einem Kiihlschrank 280 DM. Unter Beachtung folgender
Bedingungen soll der Gesamtgewinn maximal sein:

a) Die Geh#useabteilung kann in einem Monat hichstens 1000 Geh#use fertigstellen.

b) Die Montageabteilung fiir Gefriertruhen kann im Monat héchstens 600 Stiick, die
fiir Kiihlschrinke hochstens 800 Stiick montieren.

c) Die Abteilung fiir elektrische Installation kann im Monat hochstens 800 Gefrier-
truhen oder 1200 Kiihlschriinke oder eine entsprechende lineare Kombination fer-
tigstellen.

5.13

Man l6se zeichnerisch die folgenden linearen Programme.

a)
1 + To + 3 + T4 < 11
1 + x4 = 5
2.731 + 3 = 8
2z + z3 < 8
221 + 3y + x3 + x4 = Z — Max
z;>0; i=1,...,4
b)
2x1 + 4z + x4 = 20
To + x3 + x4 < 10
ry + zo + dxyg + x4 < 30
211 + x3 = 24
207 4+ 1z + 3x3 + x4 = Z — Max

1‘1'20; ’i=1,...,4

5.14 Eine Fabrik stellt zwei Erzeugnisse F; und E> her, fiir die der erforderliche Aufwand

an Rohmaterial, Maschinenzeit und Arbeitszeit sowie der zur Verfiigung stehende
Vorrat aus der Tabelle ersichtlich sind. Gesucht ist derjenige Produktionsplan, bei
dem der Gewinn maximal ist.

Produktionsfaktor Aufwand je ME des Produktes Fonds
Ey Es

Rohmaterial (t) 913 27

Maschinenzeit (h) 2|1 7

Arbeitszeit (h) 2|2 12

Gewinn (1000DM /t) 53 -




6.1 Die Gesamtkosten K einer Unternehmung sind in Abhangigkeit von der Ausbringung

x durch folgende Tabelle gegeben.
x| 5] 7 ]10] 2
K | 60 | 194 | 665 | 6525

Stellen Sie nach diesen Angaben die Gesamtkostenfunktion als Polynom 3. Grades

dar.

6.2 Ein Hotel in Osterreich hat 120 Betten. Der Ubernachtungspreis betrigt 500 Schil-
ling. Bei einer Belegung von 100 Betten betragen die Gesamtkosten 42.000 Schilling
fiir 24 Stunden; darin sind 32.000 Schilling fixe Kosten. Bei welcher Belegung liegt
die Nutzenschwelle? (Von welcher Belegung an beginnt man also einen Gewinn zu
erzielen?)

6.3 Eine Motorenfabrik stellte bisher nach linearer Gesamtkostenfunktion ein Zubehorteil
in Eigenfertigung mit folgenden Kosten her.

Monat Stiickzahl | Gesamtkosten in DM
Juli 100 3.500
August 300 7.700
September 260 6.860
Oktober 600 14.000
November 220 6.020
Dezember 200 5.600

Jetzt wird ihr von einer Metallwarenfabrik das gleiche Zubehorteil zum Fremdbezug

fiir

42— DM/Stiick angeboten.

a) Wie lautet die Gesamtkostenfunktion der Motorenfabrik?

b) Wieviel Stiick miifite die Motorenfabrik mindestens herstellen, um die Zubehértei-
le billiger zu produzieren, als sie die Metallwarenfabrik anbietet? (Hinweis: Es sind
nur ganzzahlige Produktionsangaben sinnvoll.)

6.4 Ein Spielgerit wird zu p DM verkauft. Es ist bekannt, dal die Nachfragefunktion in
der Form z = f(p) durch = = 3355 — 6 gegeben ist.

a) Wie lautet der Definitionsbereich D und der Wertevorrat W der vorstehend ge-
nannten Funktion?

b) Bei welchem Preis verschwindet die Nachfrage?

c) Wie grof} ist die Nachfrage bei einem Preis von p = 407

d) Bei welchem Preis werden ¢ Einheiten nachgefragt (xo = beliebiges, ganzzahliges
Element aus dem Wertevorrat)?

e) Welche Nachfragemenge wird niemals iiberschritten (obere Grenze angeben —
siehe auch Frage a))?

6.5 Gegeben sei die Nachfragefunktion p = xL mita >0, b>0.

+5b
a) Zeigen Sie, daf die Nachfrage von Null bis zu unbegrenzt grofien Mengen steigt,
wenn der Preis fillt.
b) Zeigen Sie, dafl dabei der Umsatz (Umsatz in Geldeinheiten) bis zu einem Héchst-
wert stindig zunimmt (Umsatzfunktion also in der Form U = f(p)).
c) Bei welchem Wert liegt die obere Grenze des Umsatzes?



6.6

Fiir eine Wohltatigkeitsveranstaltung in einem Kino ist die Besucherzahl x bei einem
festen Eintrittspreis von p DM mit £ = a : p — b bekannt, wobei a und b positive
Konstanten sind. Es erweist sich, dafl das Kino (welches 3.000 Sitzpldtze hat) halb
besetzt ist, wenn 12— DM als Eintrittspreis erhoben werden, daf3 aber bei 9,— DM
nur ein Sechstel der Sitze leer bleibt. — Bestimmen Sie die Konstanten a und b.

Ermitteln Sie

a) den Eintrittspreis, bei dem das Kino voll ist, und zeigen Sie,
B) daBl — wenn alle Einkiinfte Wohlfahrtszwecken zugefiihrt werden — sie fiir diesen
Fall am hochsten war, und zwar

v) wie hoch?

6.7 Fiir ein bestimmtes Gut ist die Nachfrage durch die Gleichung

x = 75 : p+18 und das Angebot durch die Gleichung = = 3p+18 gegeben. Wie verlduft
der Graph der Angebots- und Nachfragefunktion? Wie lautet der Gleichgewichtspreis,
welche Menge wird dabei umgesetzt und welcher Erlos wird dabei erzielt?

6.8

Gegeben sei die Nachfragefunktion

p=+va—-bxr (mita>0Ab>0)

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich D und den Wertevorrat W der vorstehend
genannten Funktion.

b) Bestimmen Sie z als Funktion von p.

¢) Zeigen Sie, dal die Nachfragekurve in der Form z = g(p) der Bogen einer Parabel
ist.

d) Wo liegt der Scheitel der Parabel? Und wie verlduft sie (steigend, fallend; ge-
staucht, gestreckt)?

6.9

Ein Verlag bringt ein Buch in einer Auflage von 8.000 Stiick heraus. Die Herstell-
und anteiligen Verwaltungs- sowie Betriebskosten betragen 96.000,— DM. Wie grofl
mufl der Ladenverkaufspreis p sein, wenn 2% der Auflage als Werbeexemplare frei
abgegeben werden und ein Gewinn von 32.000,—- DM erzielt werden soll? (Es soll
vorausgesetzt werden, dafl die gesamte Auflage abgesetzt wird.)

6.10

Ein Betrieb produziert einen bestimmten Artikel mit fixen Kosten in Héhe von 21.000,-
DM und variablen Kosten in Héhe von 18,- DM /Stiick. Wie hoch muf} der Absatzpreis
sein, damit die Nutzenschwelle (“Break-Even-Punkt”) bei 3.000 Stiick liegt?

6.11

2
Gegeben ist die Kostenfunktion K = ro_ 6x + 84; sie gilt im Intervall 20 < z <

60. Der Absatzpreis der produzierten Ware ist 10,— DM/Stiick. Man bestimme die
Nutzenschwelle.

7.1

Zeigen Sie durch Priifung der Vorzeichen bestimmter Ableitungen, daf3 die Kosten-
funktion

K=+azx+b+c (mita,b,c>0)

Durchschnitts- und Grenzkosten ergibt, deren Kurven mit zunehmender Ausbringung
sténdig fallen.




7.2 Ein Unternehmer rechnet mit der Erlosfunktion £ = %a; — 1 in Abhéingigkeit von der
Produktion x, wobei x als Funktion des Produktionsfaktors r wie folgt gegeben ist:
T=-24+Vbr
a) Stellen Sie den Erlos als Funktion des Produktionsfaktors » dar.
b) Wie grof ist der Grenzerlds fiir r = 57
c¢) Wie verhiilt sich der Grenzerlos in Abhéingigkeit von r? (steigend, fallend oder
konstant?)

7.3 Die Produktionskosten fiir z Einheiten eines Gutes seien gegeben durch
K =0,012% + 0, 1z + 100. Die Nachfragefunktion lautet

_ s+l

(@ +2)
Bestimmen Sie den Grenzgewinn beziiglich des Outputs z, und zwar
a) allgemein als Funktion von z,
b) speziell fiir den Output z = 10.

7.4 FEin Monopolist rechnet mit der Erlosfunktion £ = —3x2 + 182z — 6 und der Kosten-
funktion K = 2z + 6 fiir das Gut X. Bestimmen Sie die Abszisse des Cournotschen
Punkts. (Anmerkung: Das Gut, auf das sich diese Angaben beziehen, kann auch nicht-
ganzzahlig hergestellt werden.)

7.5 Aus dem “Postgebiihrenheft” der Deutschen Bundespost von Januar 1983 konnten
u.a. folgende Angaben entnommen werden: Im Verkehr mit dem Ausland sind fiir
Briefe in Rollenform als Hochstmafle zulissig: Linge und der zweifache Durchmesser
zusammen 104cm, Linge jedoch nicht iiber 90 cm. Welcher nach dieser Vorschrift
zuldssige Zylinder hat den gréften Rauminhalt?

7.6 Bei einer Reisegeschwindigkeit von v (km/h) entstehen fiir ein Fahrzeug Kosten von
K =0,1+1,5v—0,01v2 pro Stunde. Die Kostenfunktion gilt im Intervall 0 < v < 75
(km/h). Bei welcher Geschwindigkeit nehmen die Kosten pro Stunde bzw. die Kosten
pro Kilometer ein Minimum an?

7.7 Fir ein Gut, das nicht nur ganzzahlig erzeugt werden kann, gilt im Intervall 1 < p < 16
(GE) die Nachfragefunktion

36
z(p) = —.
(p) v
Bei welchem Preis nimmt der Umsatz (in Geldeinheiten) ein Maximum an?
7.8 Dasselbe wie in Aufgabe 7 fiir die Nachfragefunktion

p= —%x +40
und das Intervall
a) 2<p<8(GE)
b) 2<p<30(GE)



7.9

Ein Konsument habe folgende Nutzenfunktion fiir ein Gut in Abhiingigkeit von der
Menge x von G:  N(z) = —z? + 12z.

Bis zu welcher vorhandenen Menge x von G ist es fiir den Konsumenten sinnvoll,
weitere Mengeneinheiten von G zu kaufen?

7.10

Eine Firma produziert ein Gut G mit Hilfe von vier Faktoren z1,...,Z4.

Die Produktionsfunktion lautet: q(z1, 2,3, 74) = —(21 + 22)? + 122324.

Die Firma habe nun die Moglichkeit, den ersten Faktor zu variieren, wihrend die drei
weiteren fest vorgegeben sind. Wie kann der Output maximiert werden?

7.11

Der Hersteller einer Zeitung verkauft sein Gut zur Zeit monatlich an 2000 Leser zum
Preis von 50 DM/Monat. Aus Umfragen weif} er, daf§ bei jeder Senkung/Steigerung
des Preises um 1 DM die Nachfrage um 100 Leser steigt/sinkt.

a) Bei welchem Preis der Zeitung erreicht er maximale Einnahmen?
b) Der Hersteller hat fiir die Produktion pro Monat Fixkosten von 30000 DM und
Kosten von 10 DM pro Leser. Bei welchem Preis erzielt er den grofiten Gewinn?

7.12

Zwei Grofifabnehmer fiir elektrische Energie, die in einem Abstand von 40 km bzw. 60
km auf der gleichen Seite eines gradlinig verlaufenden Kanals liegen, sollen durch ein
am Kanal liegendes Kraftwerk versorgt werden. An welcher Stelle ist das Kraftwerk
zu errichten, wenn jeder Abnehmer mit einer eigenen Leitung angeschlossen werden
soll und wenn die beiden Versorgungsleitungen zusammen eine moglichst kleine Ge-
samtléinge haben sollen? Die Fuflpunkte der Lote, die man von den Abnahmeorten
auf den Kanal fillt, liegen 70 km weit auseinander.

7.13

Es sei K = ax?+ bz + ¢ die Kostenfunktion eines Monopolisten mit uneingeschréinkter
Kapazitit und p = d — fz die Preis-Absatz-Funktion (a, b, c,d, f > 0).

Bestimmen Sie den Monopolpreis und -absatz durch die Parameter a, b, ¢, d, f (Mo-
nopolpreis und -menge ist derjenige Preis bzw. diejenige Menge, die zum Gewinnma-
ximum fiihrt).

7.14

Eine Zuckerfabrik mit einer Tageskapazitit von 180 Einheiten hat Gesamtkosten von
K = %:c2 + 52 + 200, wenn z Einheiten Zucker pro Tag erzeugt werden. Der feste
Marktpreis ist p DM pro Einheit.

a) Wie lautet die Angebotsfunktion der Unternehmung?

b) Bei welchem Preis werden 150 Einheiten erzeugt?

c¢) Wieviel Einheiten werden bei einem Marktpreis von 45— DM pro Einheit er-
zeugt? (Beachten Sie die Kapazititsgrenze!)



7.15

Eine Fabrik mit einer Tageskapazitit von 50 Einheiten Stahl erzeugt tiglich z Ein-
heiten Stahl zu den Gesamtkosten

1
K= 1—0373 — 322 + 50z + 300.

a) Wieviele Einheiten pro Tag mufl der Unternehmer im Hinblick auf die Gewinn-
maximierung erzeugen, wenn der feste Marktpreis
i) 20,30 DM
ii) 290,- DM
pro Einheit betrégt ?

b) Wie wiirde sich der Unternehmer entscheiden, wenn die Kapazitéitsgrenze seines
Betriebs bei 35 Einheiten pro Tag lige ?

¢) Wie wiirde sich der Unternehmer entscheiden, wenn der feste Marktpreis p = 15
DM pro Einheit wire ?

7.16

Ein ElektrogeridtegrofShéndler hat mit einem Fabrikanten einen Jahresliefervertrag
iiber 300 Fernsehgeriite getitigt und steht nun vor der Entscheidung, in welchen
Posten und damit in welchen Zeitabstéinden er die Lieferung vereinbaren soll. Fiir
jede angelieferte Partie mufl er — unabhiingig von der Zahl der angelieferten Geriite
— einen pauschalen Transportkostenbeitrag von 450,— DM zahlen. Die Lagerkosten
(Raumkosten und Zins) belaufen sich auf 60,— DM pro Gerét und Jahr.

Wieviel Gerite pro Lieferung miissen bestellt werden, damit die Gesamtkosten (aus
Transport und Lagerung) im ganzen Jahr moglichst klein gehalten werden?

7.17 Ein Produktionsbetrieb fertigt ein bestimmtes Erzeugnis.

a) Der Bedarf betrégt r Stiick in der Zeitspanne von T Zeiteinheiten. Er verteilt
sich gleichm#fig auf diese Zeitspanne. Der Betrieb fertigt das Erzeugnis in Losen.
Entwickeln Sie eine Formel fiir die optimale Losgrofe (in x Stiick), wobei folgende
Parameter zu beachten sind:

!l = Lagerkosten pro Erzeugnis und Zeiteinheit
u = Lohn- und Materialkosten aller r Erzeugnisse
¢ = Riistkosten fiir ein Los
b) Verwenden Sie die Formel der Aufgabe a) fiir ein Zahlenbeispiel mit:
r = 40.000 Erzeugnisse in diesem Jahr,
I = 0,50 DM pro Stiick und Monat, und
¢ = 300,— DM fiir ein Los.

7.18 Eine Porzellanfabrik fertigt ein bestimmtes Tafelgeschirr an, von dem es 4.000 Ge-
decke/Jahr produzieren und absetzen kann. Die Riistkosten fiir ein Fertigungslos be-
tragen
3.200,—- DM/Produktionsserie. Das im bereits gefertigten (aber noch nicht abgesetz-
ten) Geschirr gebundene Kapital mufl mit 8% p.a. verzinst werden.

Wie grof} soll das Los pro Produktionsserie gewihlt werden, wenn sich der Absatz

kontinuierlich vollzieht und die proportionalen Herstellungskosten (Rohstoffe, Ener-
gieverbrauch usw.) 80,— DM/Gedeck betragen?

7.19 Bestimmen Sie die Nachfrageelastizitét bzgl. des Preises, wenn das Nachfragegesetz

20

Tr=
p+1

lautet, und wenn p = 3 ist. Interpretieren Sie den gefundenen Wert.




7.20 Bestimmen Sie die Nachfrageelastizitdt bzgl. des Preises als Funktion von z fiir die

Nachfragegesetze
a) p=+a-bx

b) p=(a—bz)

c) p=a— bz’

und bestimmen Sie fiir jeden Fall die Gréfe von p, fiir die ey—_1 ist.

7.21

Gegeben sei die Nachfragefunktion p = 8=2.

a) Bestimmen Sie die Nachfrageelastizitit bzgl. des Preises p = 11 und interpretie-
ren Sie den gefundenen Wert.

b) Zeigen Sie, dafl die Nachfrageelastizitéit konstant —% betrigt, wenn die Nachfra-
gefunktion x = % lautet.

c) Zeigen Sie, daB fiir die Nachfragefunktion z = ap—* (mit a, k > 0 und konstant)
die Nachfrageelastizitdt konstant —k ist.

(Nachfrageelastizitét jeweils bzgl. des Preises, also jeweils e4p.)

7.22

Stellen Sie fest, ob die Nachfragefunktion p = —2; beim Preis p = 6 elastisch ist (bzgl.
des Preises).

7.23

Fiir welche Preise ist die Nachfragefunktion z = ap+b (mit a < 0 und b > 0) elastisch
(bzgl. des Preises)?

Beachten Sie den Definitionsbereich.

7.24

Die Nachfragefunktionen fiir zwei Giiter A und B lauten:
Tp=T7" p_l/ 2

zp = —6p+ 18

Welche Nachfrage reagiert “empfindlicher” auf Preisinderungen?

7.25

Bestimmen Sie fiir die nachfolgenden Funktionen y = f(x) die Elastizitét von y bzgl.
x, also gy, (und zwar jeweils als Funktion von z).

a) y=2x>

=

y =lIlnaz;(a > 0)
c) y=ze % (a>0)
y = %"; (a > 0)

)
)
)
)y =a% (mit a > 0)
)
)
)

- o &

Y= eroEe
y=1a2—4x+2

_ 22241
Y= 152

o

h

7.26

Ermitteln Sie fiir die folgenden Funktionen y = f(z) die Elastizititen e,,, und bestim-
men Sie die Intervalle, in denen die Funktionen unelastisch, 1-elastisch bzw. elastisch
sind.

a) y=+1-—2a?

b) y=g5%5

¢) y=+2z+ a(mit a > 0)

Beachten Sie den Definitionsbereich.



7.27 Essei f(pa) = 10—2p4 die Nachfragefunktion fiir eine bestimmte Automarke abhiingig
vom Preis p4 je Mengeneinheit. Auflerdem sei g(pg) = 20 — 12pp die Nachfragefunk-
tion einer Brotsorte abhingig vom Preis pp je Mengeneinheit.

Untersuchen Sie mit Hilfe der Elastizititen, welche Nachfrage empfindlicher auf Preisdnde-
rungen reagiert.
(Beachten Sie, daf§ die Elastizitét nicht von der Mafleinheit abhéngt.)

7.28 Bestimmen Sie fiir folgende Nachfragefunktionen die Preiselastizitdt der Nachfrage:
a) a(p) = 0,2p™*
b) a(p) = 10e~3P

7.29 Wenn die Nachfragefunktion ¢ = ¢(p), die die nachgefragte Menge q in Abhingigkeit
vom Preis p angibt, umkehrbar eindeutig ist, kann man den Preis in Abh#ngigkeit
von der Menge angeben:  (q) := ¢~ (q) = p.
Entsprechend kann man den Gesamterlos als Funktion des Preises oder der nachge-
fragten Menge schreiben.
Berechnen Sie die Elastizitit des Erloses
a) bzgl. des Preises
b) bzgl. der nachgefragten Menge.
Schreiben Sie diese dann als Funktion der Preiselastizitét der Nachfrage €4(;),p-

8.1 Berechnen Sie folgende Integrale.

a) /xdx b) /3t2dt c) /im‘*dm
1 s 3, T 5
d)/th e) /(29: — 3% +8x—2)da:

f) /O zdz g) /23(6:172 — 23)dx

-1

h) /2 (4 — 6z — 2°)dz

-1

8.2 Wie gro8 ist die Fliche, die die Kurve y = f(x) mit der z-Achse einschlie}t? (Skizze)

a) y=8-—1z?

b) y=3z—3z?

) y=1z2-1zr-3

8.3 Bestimmen Sie die Gréfie der Gewinnlinse bei gegebener Gesamtkostenfunktion
K =2® —92° + 30z + 16

in Verbindung mit der Erlosfunktion £ = 24z.

8.4 Ermitteln Sie fiir den Grenzumsatz U’ = 20 — 4z die Gesamtumsatzfunktion und
leiten Sie die Nachfragefunktion ab, fiir die bekannt ist: “Fiir p = 30 Geldeinheiten
pro Mengeneinheit werden = 4 Mengeneinheiten nachgefragt.”

8.5 Bestimmen Sie die Gesamtkostenfunktion, wenn bekannt ist, dafl die Fixkosten ¢ GE
betragen und daf} bei einer Ausbringung von z Einheiten die Grenzkosten K’ = ax+b
lauten (mit a, b, c > 0).



8.6 Berechnen Sie die Konsumentenrente und die Produzentenrente fiir eine Ware, deren

Angebot und Nachfrage durch folgende Gleichungen gegeben sind:
Angebotsfunktion: p = 2(z+1)
Nachfragefunktion: p = 1(36—z?)

8.7 Die Nachfrage nach einem Gut erfolgt nach der Nachfragefunktion p = 100 — 2z — z2.
Berechnen Sie die Konsumentenrente, wenn das Gut zu einem Marktpreis von a)
p1 = 1, b) po = 20, ¢) p3 = 52 Geldeinheiten pro Mengeneinheit angeboten wird.
Bestimmen Sie auch Definitionsbereich und Wertevorrat der Nachfragefunktion.

8.8 Gegeben sei eine Umsatzfunktion in der Form U = f(p). Der Grenzumsatz lautet kon-
stant —15 (Geldeinheiten), und bei p = 16 Geldeinheiten pro Mengeneinheit werden
x = 7 Mengeneinheiten nachgefragt. Das fragliche Gut kann auch nicht-ganzzahlig
produziert und nachgefragt werden.

a) Wie lautet die Nachfragefunktion in der Form z = h(p)?

b) Wie lautet die Nachfragefunktion in der Form p = g(z)?

¢) Interpretieren Sie die obige Aussage: “Der Grenzumsatz betrigt konstant —15
Geldeinheiten.”

d) Bei welchem Preis erlischt die Nachfrage?

e) Ermitteln Sie auf der Basis der Losung zu b) die Grenznachfrage
i) als Funktion p,
ii) fiir den Wert p = 21 Geldeinheiten/Mengeneinheit.

f) Interpretieren Sie den unter e.ii) gefundenen Wert.

g) Wie lautet der Definitionsbereich der Umsatzfunktion?

8.9 Fiir einen Produktionsvorgang (Output x in Mengeneinheiten) sind die Grenzkosten
mit 322 — 42+ 20 und die Fixkosten mit 200 (jeweils in Geldeinheiten) bekannt. Welche
Stiickkosten entstehen bei einem Output von 207

8.10 Von einer Angebotsfunktion ist folgendes bekannt:
Das Angebot erlischt bei p = 4 Geldeinheiten, bei p = 9 Geldeinheiten werden x = 200
Mengeneinheiten angeboten und fiir das Grenzangebot gilt =’ = % (mit a €R). Wie
lautet die Angebotsfunktion in der Form z = f(p)?
Hinweis: Die Stammfunktion von h = p% ist H = Qp% + Cj also: [ %dp =2,/p+C.
8.11 Losen Sie durch Substitution oder partielle Integration:

8 1
—2z
a)/e dx b)/—eu—sdm C)/1+4xd$

x Inx
- i f 2
d)/1_4m2da: e)/ . dz )6/w(3x + 8)dx
 ag? z+1 / 3z?
g) 2/:1: e“? dx h) /7x2+2m+7dx i) 79m3+18d$
dz
j k 2 | 3
j) g )/lnm dz )/xlnmdw
3 2
m)/m-ewdm n)/Z—wd:c 0)/%dm

Uberpriifen Sie die Ergebnisse durch Differentiation.




8.12 Berechnen Sie, sofern die Ausdriicke existieren:

16d sd
x x
S D [
1 1
d)/el d e) [,
n ¢ dz e
1 0
3 1
1 —Z
g)/$—3dw h)/e dx
2 1
1/2 J 3d
z dz x
k —_— 1 —
) /\/1—3&2 )/—w
—1/2 2

i) [ = mita>1

8.13

Man berechne das bestimmte Integral

3
Ja" d
1

nach der Trapez- und nach der Simpsonformel mit je 2, 4 und 8 Intervallen fiir
und n =4. Man vergleiche die 6 Ergebnisse mit der exakten Losung.

n=3



