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Fachbereich 17 — Mathematik

Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler A

Loésungen
zu den Abschnitten 4 und 5

Losung:
3 4 7 0
4.1 00 1 -1]_
4 5 =2 0| 2
1 2 1 3
4.2 Losung:
‘ a) 24, b) 0163, c) -146, d) 0, e) - 468
Losung:
Berechnung der Determinante ergibt:
4.3 a)8—b5r’=aeor’=1i8—-a)=>z=%/1(8—a)a<8
‘ b)0=12—z& z=12
c) =30z +150=0=>z =5
d)a®!—z=0=>2]=2=xec{-1,0,1}
Losung:
a) Vorzeichenbehaftete Fliche A eines Dreiecks mit den Eckpunkten
T1 0 T2 2
P = = P = =
()=o) »=(3)-(1)
_ T3 _ 1
p=( " )={,
1
A = idet(Pz —P,P; — P)
4.4 1 0 0 1
1 L2 —T1,L3 —T1 1 o1 b 3
Y2 =¥ ¥s — 1 zs ys 1 1 2 1
(Hinweis: Der Flicheninhalt ist |Al|!)
b) Vorzeichenbehaftetes Volumen eines von a, b, ¢ aufgespannten Parallelepipeds
4 -2 0
V = det(a,b,c) = det| 4 2 0 |=80
0 0 5
Losung:
4.5 det (Py — P1, P3 — P1) ist definitionsgemif} der orientierte Flicheninhalt des durch P, — P1

und P; — P, aufgespannten Parallelogrammes. Den Flicheninhalt des Dreiecks erhdlt man als
die Halfte des Betrages hiervon.



Losung:
Seia=( " ") p=(2I 2,
iy Y1 Y

dann ist |A| = z1y2 — z2y1, |B| =ZT1y, — T2y, und

4.6 AB~— T1T1 + T2y, T1T2 + T2y,
YITL + Y2y,  Yi1T2 + Y2

sowie |AB| = £1T1y1T2 + Z1T1Y2Ys + 2419172 + T2Y1 Y2y — Y1T121T2 —
— Y1T1Z2Yy — Y2Y1T1T2 — Y2Y; L2Ys
und |A|-|B| = 21y2%1Y, + T2Y, T2y, — T1Y2T2Y, — T2Y1T1Y>,
damit |AB| = |A||B|
Losung:

4.7 a) det(a',a? a®) = 56 - det(b', b%,b%) = 280
b) det(b® —b',b%,b' +b°) = det(b',b,b°) =5
Losung:

4.8 (*)-Aufgabe
Losung:

10

4.9 Fir A=B = ( 00 ) gilt die Gleichung;
fiir A= ( 8 ), B = ( ) gilt sie nicht.
Losung:
a) 0 = det(A — AI) = det ( 3 _’; 5 _f\ ) =(3—A)(5—)) —8 = \? — 8\ +7. Daraus folgt:
A1 =1 und A2 =7 sind die Eigenwerte von A.

4.10 3 1 1
b)0=det(A—AXI)=det|{ —3 —2-—2X 3 | = -=X4+X4+X—1. Daraus folgt \ =1
-2 -2 3-A
und Ao = —1 sind die Eigenwerte von A.
Losung:
Variante I: Ausnutzen der Multilinearitét.
Fiir A = (a',a?), B = (b',b%) [in Spaltennotation] gilt
det(A + B) = det(a* +b',a® + b%) = det(a',a® + b%) + det(b',a® + b%)
4.11 = det(a',a?) + det(a',d®) + det(b',a®) + det(d',b°) =a+b+c+d

Variante II: Elementares Nachrechnen:
det(A+ B) = (@11 +b11)(az2 +ba2) — (@12 +bi2)(a21 + b21) = a11a22 +a11b22 +b11a22 +b11b2z —
a12a21 — @12b21 — bi2a21 — bi2bar =a+b+c+d



Losung:
a) Die Ungleichungen:
g1

g2
g3

z—y<4
z+y>0
x>0

charakterisieren die folgende Erfiillungsmenge E. E ist konvex und unbeschrankt.

v %

a3

0.0

b) Die Ungleichungen :

g1
g2
g3
5.1 g4

—2r+y>2
3r +4y > 12
z+y—6<0
z,y >0

charakterisieren die folgende Erfiillungsmenge E. E ist konvex und beschridnkt.

A

(0,6) gl

(413 ,14/3)

(0.3) (411 ,30/11)
(0,2

g3
g2
>
(4.0) (6.0)
¢) Die Ungleichungen
g1 ¢ z+5y<10
g2 3z — 5y > 15
g3 4x + 5y > 20

charakterisieren die folgende Erfiillungsmenge E. E ist konvex und unbeschrankt.



Lésung:

d) Die Ungleichungen:

X2

(0,4) %

0,2) 1
(10,0)

(5,0)
(0-3)
g1:2c+y<4 und =z,y
oder

g:x+2y<4 und z,y

X1

>0

charakterisieren die folgende Erfiillungsmenge E. E ist nicht konvex, aber beschriankt.

x2

A
(04
/
(0.2
(43 ,4/3)
/S
4
/S e
(2,0 4.0 ™ a
92
gl
Losung:
Geradengleichungen:
g1 dr —Ty+28=0
g2 20 +6y—9=0
93 —r—2y+5=0

Die Flichen (1), (3), (5) und (7) werden von allen drei Geraden berandet (man beachte

5.2
Ungleichungssysteme :

1)gr : 4 —Ty+28
g2 2z +6y—9
g3 —z—2y+5

(5) g 4 — Ty + 28
g2 2 + 6y —9
g3 —r—2y+5

INIV IV

VIV IA

[

S O

den Schnittpunkt der Geraden g» und g3!). Fiir die einzelnen Flichen gelten die folgenden

(3) 1 dr—Ty+28 > 0
g2 2z + 6y —9 < 0
g3 —zx—2y+5 > 0

(7) g1 dr—Ty+28 > 0
g2 2¢ 4+ 6y — 9 > 0
g3 —-r—2y+5 > 0



5.3

Losung:

T 0 0 4 4 .
Aus(y):sl(2 )+32<3 )+33<4 )+34< 0>,si20,23¢:1folgt,daﬁdze

so beschriebene Menge die Eckpunkte (0,2), (0 ,4), (4 ,4) und (4,0) hat. Anhand einer Skizze:

ersieht man nun die genaue Form der Menge E und kann die geforderten Ungleichungen
ablesen:

1 1
griys e +392: 0w Sdigsry2—grt+2

5.4

Losung:

b; bezeichne die abzusetzende Menge der Betonsorte B; [in Tonnen)].
a) Die Menge zulissiger Absatzpline ist dann

B = {b € R*|20b: + 25b> + 10b3 = 100000, b >0}

(geometrisch: Der im ersten Oktanden verlaufende Teil einer Ebene)

b1) Folgendes Gleichungssystem ist zu lésen:

20b1 + 25b2 + 10b3 = 100000
0,5b1 + 0,3b2 + 0,1b3 = 1300

Die Menge L der sinnvollen (d.h. nichtnegativen) Lisungen ist

- 1 0\ _ 5000
L_{(—G)IS)H_(GOOO) 5000, 2920 < \ < 1000

(geometrisch: eine Strecke in der o.g. Teilebene)

b2) Hier ist das LUS

20b1 + 25b2 + 10b3 = 100 000

0,5b1 + 0,3b2 + 0,103 < 1300

zu betrachten.

Es ist l6sbar, weil bereits das entsprechende GLS (in bl)) Iosbar ist.

Geometrisch ergibt sich als Liésungsmenge ein Ausschnitt aus der unter a) genannten
Teilebene.




5.5

Losung:
Sei zur Abkiirzung x; die Anzahl der Einheiten, die vom Erzeugnis i produziert wird. Somit
miissen allgemein die folgenden Ungleichungen gelten:

g1 3x1+6x2 <240
g2 : 6z + 4z <360
gz : bxz <150

gs : ;>0

Zeichnerische Losung :
Die Erfiillungsmenge E stellt sich wie folgt dar:

ool 2
\\
\\
2
40 ~
T C=(20,30 8
B=(0 ,30) ( )
D=(50,15)
E o
x1
»
A=(0,0) E=(60,0) 80

Das heiflt, die Erfiillungsmenge E ist konvexe Kombination ihrer Eckpunkte:
E = conv(A,B,C,D,E).

Offensichtlich gilt nun:
(1) Genau die Produktionpline aus der Menge E, die nicht auf einer der Geraden g1 bis gs
liegen, zum Beispiel x = (1, 1), verbrauchen keines der Materialien vollstindig.
(2) Zulissige Produktionspline, die das Material (1, 2 oder 3) aufbrauchen, nicht aber die
anderen Materialien, miissen auf (g1, g2 oder gs) liegen, ohne auf einer der beiden anderen
Geraden zu liegen.
Somit ergibt sich :
a) conv(C,D)\{C,D} : Menge der zuldssigen Produktionspline, die Material 1 aufbrauchen.
conv(D,E)\{D} : Menge der zuldssigen Produktionspline, die Material 2 aufbrauchen.
conv(B,C)\{C} : Menge der zulissigen Produktionspline, die Material 3 aufbrauchen.
In C=(20,30) werden die Materialien 1 und 3 vollstindig aufgebraucht.
In D=(50 ,15) werden die Materialien 1 und 2 vollstindig aufgebraucht.
Es existiert kein zuldssiger Produktionsplan, in dem die Materialien 2 und 3 vollstindig
aufgebraucht werden.
b) Ein Produktionsplan, bei dem alle drei Materialien aufgebraucht werden kann nur
existieren, falls sich alle drei Restiktionsgeraden in einem Punkt schneiden. Dies kann z.B.
dadurch erreicht werden, indem man:

- Material 3 auf 75 herabsetzt, oder

- Material 2 auf 240 herabsetzt, oder

- Material 1 auf 300 heraufsetzt.

Losung mit dem Simplexverfahren :
Das Ungleichungssystem kann als zuldssiger Bereich eines Standardmaximumproblems mit
der Zielfunktion Z(z,y) = 0 angesehen werden. Ein erstes Simplextableau ergibt sich zu :
1 T2 1

s1 | -3 -6 240

s2 | -6 -4 360

s3 | 0 -5 150

Z |0 0 0
Dieses Tableau ist optimal. Da aber jede weitere Ecke (B, C, D, E) des zuldssigen Berei-
ches ebenfalls optimal ist (denn die Zielfunktion ist konstant), kann durch insgesamt vier
Simplex-Austauschschritte jede dieser Ecken erreicht werden. Hierbei ist darauf zu achten,
Wiederholungen zu vermeiden. Man erhélt dann dasselbe Ergebnis wie bei der zeichnerischen
Lésung.




Losung:
zu c¢) Es bezeichne x die Anzahl der mit Erbsen bebauten Morgen und y die Anzahl der mit
Stangenbohnen bebauten Morgen.
Es ergeben sich nun folgende Einschrinkungen:
g1 : z+y < 30 Beschriankung des Anbaulandes (in Morgen)
go : z+2y < 50 Beschrinkung der Arbeitstage (in Tagen)
gs: 200z + 100y < 5000 Beschrinkung des Kapitals (in DM)
Zielsetzung ist es, den Gewinn zu maximieren, also Z(z,y) = 200z + 300y — max zu Iésen.
Aus der graphischen Lésung der Aufgabe:

AY

(0 ,50)
03
5.6 \
(0,30) \ g1 (10 ,20)
(0,25)
S
z ~9
~ (50 ,O) X
- o
s .0 N0

erhilt man ein Maximum bei £ = 10 und y = 20. Der Wert der Zielfunktion ist dort
Zmaz = 8000.
Der Gemiisebauer erhilt also einen Gewinn von 8000 DM, wenn er 10 Morgen Erbsen und 20
Morgen Stangenbohnen anbaut.
zu a) Es kénnen maximal 25 Morgen Erbsen bzw. Bohnen angebaut werden.
zu b) Es existiert keine Losung.
Losung:
Der Gehalt der einzelnen Préparate sei u und v. Als Restriktionen fiir die einzelnen Vitamine
erhilt man:

g1 : 0.1u+015v > 1.5 Bedarf an Vitamin A

g2 : 20.0u+10.00 > 150.0 Bedarf an Vitamin C

gs : 1.0u+4.0v > 200 Bedarf an Vitamin K
(Alles gemessen in Mengeneinheiten)
Ziel ist es, die Kosten zu minimieren, also Z(u,v) = 0.1u + 0.2v — min (in DM) zu I6sen.
Die Aufgabe ist graphisch l6sbar, man erhédlt (mit (z,y) statt (u,v)):

yh -
015 |
5-7 Y, e

N s
(0,10) \ //
y A\
\ 4
A\
\ z
©05) \ )
\ s
(12 ,2) ‘
A st
(75,0) (15,0) (20,0 X
02 g3

gl

Es ergibt sich ein Minimum bei w = 12 und v = 2. Der minimale Wert der Zielfunktion ist
dann Zy,;, = 1.6. Fiihrt man also jedem Besatzungsmitglied 12g des Priparates U und 2g des
Préparates V' zu, so ist der Vitaminbedarf bei einem minimalen Kostenaufwand von 1.6 DM
gedeckt.



Losung:
Sei zur Abkiirzung x; die Anzahl der Stiicke, die vom Gut i produziert wird. Als Restriktionen
ergeben sich :
- die Beschrinkungen fiir die Maschinen
g+ 3L
undg2:%1+f—§§1,
- die Beschrinkungen fiir die FlieBbdnder g3 : ©1 < 7 und g4 : x2 < 10,
- die Nichtegativitidtsbedingungen.
Die Zielfunktion zur Ermittelung des grofitmdoglichen Gewinnes lautet

Z(x1,x2) = 8x1 + bxa — mazx.

Das Problem ist graphisch Ii)'sl\)(ar:

5.8 12
g4
10
(58 |9
E
02 ¢
X
z 7 9 15
Man erhilt das Maximum fiir (z1,z2) = (5, 8). Der Wert der Zielfunktion ist hier Zmaz = 80.
Losung:
Aus den Daten kann man die folgende Tabelle erstellen:
Farbe Mischung Fonds
1 2
A 0.6 0.3 80
B 0.4 0.7 50
Sei zur Abkiirzung x; die Menge an hergestellter Mischung i. Es gelten also die folgenden
Ungleichungen:
g1 : 0.6z1+03zx2 < 80.0 Hoéchstmenge an Farbe A, in kg
g2: 04z1+07x2 < 50.0 Hobchstmenge an Farbe B, in kg
und die Nichtnegativitdtsbedingungen.
Die Zielfunktion, die den VerkaufSerlés maximiert, lautet Z(z1,z2) = 10z1 + 1522 — 2 = mazx
(in DM). Durch die graphische Lésung der Aufgabe:
X2
5.9
266.7
714 | 82
NN gl
~ x1
—
125
133.3

erhilt man ein Maximum fiir x1 = 125 und x2 = 0. Der Wert der Zielfunktion ist dann
Zmaz = 1250. Stellt man also 125 kg der Mischung 1 her, so erhilt man den maximalen
Gewinn von 1250DM.



Losung:

(1) Mathematische Formulierung des Problems:

Sei zur Abkiirzung x;; die Anzahl der GroBbausteine, die von Lager j zu Baustelle i
transportiert werden sollen und k;; die dabei anfallenden Transportkosten. Ziel ist es, die
Transportkosten zu minimieren, also das Programm K(z) = Z?zl Zj.:l zijki; — min zu
losen. Da der Gesamtbestand aller Lager mit dem Gesamtbedarf aller Baustellen (4000
Steine) iibereinstimmt, wird der Bedarf der Baustellen befriedigt:

Bi: x11 4+ 12 = 1200
Bs : o1 + T22 = 2000
B3 : z31 +x32 = 800
und die Lagerbestinde werden ausgeschOpft:
Li: zn +x21 +x31 = 2400
Ly : T12 +x202 +x32 = 1600

wobei alle auftretenden GréBen nichtnegativ sein miissen.

Man kann folgende Gleichungen herleiten:

Tr12 = 1600 — Ir22 — X32 2 0
31 = 800 — x32 > 0
T21 = 2000 — I22 Z 0
5.10 r11= —4004+2x22+2x32 > 0

Diese Ungleichungen bilden die Erfiillungsmenge des Optimierungsproblems, das man
graphisch Iésen kann:

x32
A
1600
gl 93
AN
AN
800 N g2
400 /// . . Val .
N / ) / // ~
N ’ - -
g4 400 1600 2000 x22

Als optimale Lésung erhalten wir dann y™ = (1200, 400, 800, 0, 1600, 0).
Der Wert der Zielfunktion ist ablesbar zu Z = —684, d.h. also der kleinste Kostenaufwand
des Transportproblems betrédgt 684 DM.



5.11

Losung:
Es sei zur Abkiirzung x, die Anzahl der nach Prozef I produzierten Stunden und z» die
Anzahl der nach ProzeB II produzierten Stunden.
a) Es miissen die folgenden, aus der Tabelle ersichtlichen Ungleichungen gelten:

g1: bzr1+4z2 < 200 Beschrinkung von A

g2: 3x1+5z2 < 150 Beschrinkung von B

gs: bxi+4xe > 100 Mindestproduktion an X

ga: 8xi1+4x2 > 80  Mindestproduktion an'Y
Als Zielfunktion ergibt sich Z(z1,x2) = 30z1 + 4022 — max (in DM). Die graphische Lisung
des Sachverhaltes:

X2
50 |
gl
30
2|
20| Y
\ (400/13 ,150/13)
N
N \\\
\ g2
\ AN
. B’
- >xl
10 20 AN 50

.
“
“

ergibt ein Maximum bei z; = 400/13 =~ 30,77 und z2 = 150/13 = 11,54. Der Wert der
Zielfunktion ist dann Z = 18000/13 =~ 1384,6. Produziert man also 30,77 Stunden nach
ProzeB I und 11,54 Stunden nach Prozef II, so erhilt man den maximalen Gewinn von 1384,6
DM.

b) Setzt man die Mindestproduktion von Y auf 320 Einheiten herauf, so verdndert sich die
vierte Ungleichung entsprechend und die Lésung ist (40;0).



Losung:
Es sei zur Abkiirzung x1 die Anzahl der produzierten Gefriertruhen und z2 die Anzahl der
produzierten Kiihlschrdnke. Es miissen die folgenden Ungleichungen gelten:
gL x1+x2 < 1000 Gehduseabteilung, Anzahl der Gehduse
g2 : z; < 600 Montageabteilung fiir Gefriertruhen
g3 : z2 < 800 Montageabteilung fiir Kiihlschrinke
gs: 3Smi+wy < 1200 Abteilung fiir elektrische Installation
Die Zielfunktion lautet: Z(z1,x2) = 360z1 + 2802 — max (in DM).

A

Das Problem ist graphisch losbar:

Ax2

1200 |\ ga
5.12 g2
1000
800 93
v
RN 1
g x1
L
. 600 800 1000
Als gesuchte Losung findet sich ein Maximum fiir £1 = 400 und x> = 600. Der maximale
Gewinn ist dann Zpq, = 312000. Stellt man also 400 Gefriertruhen und 600 Kiihlschrianke
her, so betrigt der Gewinn 312000 DM.
5.13 Lésung:
Losung:
Mit den Bezeichnungen x; := zu produzierende Menge des Erzeugnisses E; ergibt sich als
Zielfunktion :
Z = b1 + 32 = maz.
Aus der Tabelle und den Nichtnegativitdtsbedingungen x; > 0 ergibt sich das mathematische
Modell :
Skizze :
X g1: 9z1+3z2 <27
9 g2: 2x1+4+x2 <7
g1 g3 : 2x1 + 222 <12
T; >0
5.14 Zmaa -
Die graphische Lésung liefert das Ergebnis =1 = 1,
2 = b und Zpae = 20. Produziert die Fabrik also eine
V/ Mengeneinheit des Erzeugnisses E1 und fiinf Mengeneinhei-
92 g3 ten de Erzeugnisses E», so hat sie den maximalen Gewinn
335 6 %cl von 20000 DM.




