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Das Ergebnis (10.37) motiviert die folgende Begriffsbildung:

(11.4) DEF: K sei ein Korper und V' ein K—Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit ein
Unter(vektor)raum von V', wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

Ul) oy €U
U,) Vu,u' eU :u+u' €U
U;) Vae KVYueU :a-uel.

(11.5) BEISPIELE: a) Sei A € M,,,(K) . Dann ist die Losungsmenge Los(A,0,,) C K™
des homogenen LGS’s Az = 0, nach (10.37) ein Unterraum von K".

b) In jedem K—Vektorraum V sind die Teilmengen {oy} und V Unterrdume von V. Der
Unterraum, der nur aus dem Nullvektor besteht, heifit der Nullraum.

o= (5

d) Sei vy €V ein fester Vektor. Dann ist

relR } C R? ist ein Unterraum von IR2.

U:={a-vn|lac K} CV

ein Unterraum von V. U heifit der von vy erzeugte Unterraum von V.

1 -1
e) Seien vy = 2 und vy = 0 zwei Vektoren aus R®. Dann ist U :=
3 1

{a1v; + agvy|a,a5 € R} € R® ein Unterraum von R®. Ein Element aus U heifit eine
Linearkombination von v; und vy. U heifit auch der von der Teilmenge {vi,v,} erzeugte
Unterraum von R3.

(11.6) BEM: Ein Unterraum U C V eines K—Vektorraumes V ist fiir sich selbst betrachtet
wieder ein K—Vektorraum.

(11.7) SATZ: K sei ein Korper, V ein K-Vektorraum und E := {vy,v9,...,v,} C V eine
endliche nichtleere Teilmenge von V. Dann ist die Menge

Lr(E):={av; +ave+...+ayv, | a1,09,...,04, € K } CV

ein Unterraum von V, und es gilt E C Lk (F).

Lk (E) heiBit der von E erzeugte Unterraum von V. Ein Element aus Lg(E) heifit eine
Linearkombination der Vektoren vy, vs,...,v,. Man schreibt auch Lx(E) = Lk (v1,vq,...,0y).
AuBerdem definiert man Lg(0) := {ov}.
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(11.8) BEISPIELE: a) E={v}CV = Lk(v)={av|a € K} =: Kv.

Insbesondere Lk (oy) = {ov}.

b) E={v,v} CV = Lg(v1,v2) ={a1v; + agve|as,as € K}

c) Betrachtet man K als K-Vektorraum, so gilt Lx(lx) = K , also Lg(1) = R ,
Lou,(lg,) =%y .

d) Sei E:={ei, ese3} CR? die Teilmenge, die aus den 3 Einheitsvektoren aus R® besteht.
Dann gilt Lr(E) = R

(11.9) DEF: K sei ein Korper und V ein K—Vektorraum. Eine (endliche) Teilmenge E C
V' heifit ein Erzeugendensystem (abgekiirzt: EZS) von V, wenn Lg(E) = V gilt.

(11.10) BEISPIELE: a) {e;,es, €3} ist ein EZS von R®. Dies gilt auch fiir K2,
b) Die Menge {ej,es,...,e,} C K" der Einheitsvektoren in K™ ist ein EZS von K™.
c) {1k} ist ein EZS von K.

d) {oy} und 0 sind EZS’e des Nullraumes { oy }.

Bei einem EZS E C V konnen unterschiedliche Falle auftreten:

a) Jeder Vektor aus V 148t sich auf genau eine Art als Linearkombination der Vektoren aus E
darstellen

b) Es gibt Vektoren, die sich auf verschiedene Arten als Linearkombination der Vektoren aus
E darstellen lassen.
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(11.11) SATZ: Sei V ein K—Vektorraum. Fiir Vektoren wy,vs,...,0, 1,v, € V gilt:

Lg(v1,V2,...,0p-1,Vp) = Lx(V1,02,...,Un_1) <= Up € Lk(v1,02,...,0p_1)

(11.12) DEF: SeiV ein K—Vektorraum. Eine endliche Teilmenge T = {vq, v, ..., vn_1,0s} C
V' heift linear abhingig (iiber K), wenn sich mindestens ein Vektor aus 7" als Linearkom-
bination der iibrigen Vektoren aus 7" darstellen 1af3t. Anderenfalls heifit 7" linear unabhangig
(iiber K). Es wird festgesetzt, daf die leere Menge () linear unabhéngig iiber K ist.

(11.13) SATZ: Kriterium fiir die lineare Abhingigkeit/Unabhingigkeit
Sei V' ein K—Vektorraum und 7 = {v;,ve,...,0,} CV :

a) T ist genau dann linear abhéngig, wenn es Skalare a4,...,a, € K gibt, die nicht alle 0

n
sind, so daf Z a;V; = Q101 + GsVs + ... + a,v, = oy gilt.

i=1
b) T ist genau dann linear unabhingig, wenn fiir beliebige Skalare as,...,a, € K mit
n

Z a;V; = a1 V1 + Aoy + ... + a,v, = oy folgt, daB alle a4, ..., a, Null sind.
i=1



