Chr.Nelius , Mathematik fiir Informatiker I, (WS 2000/01) 12.2.2001

(10.35) SATZ: Seien A € M,,,(K) und b € K™, und es sei vy € K" eine Losung des
LGS’s Az =b. Dann gilt:

Los(A,b) = {wvy+w|w € Los(A4,0) }

(10.36) BEM: In (10.35) nennt man vy € K" eine spezielle Losung des LGS’s Az =b .
Die allgemeine Losung v des LGS’s Ax = b 148}t sich dann in der Form

v =g+ w
darstellen, wobei w eine Losung des zugehorigen homogenen LGS’s Az = o ist.
(10.37) SATZ: Es sei A € M;,,(K) eine Matrix und o, € K™ der Nullvektor. Die

Losungsmenge L := Lds(4,0,) C K™ des homogenen LGS’s Az = o, besitzt dann die
folgenden Eigenschaften:

a) VoweL:v+welL b) Vae KVYve L : avel c) op,€L

L ist also abgeschlossen gegeniiber der Addition und Skalarmultiplikation auf K™ und enthélt
die Nullspalte aus K™.

8§11. Vektorraume

(11.1)) DEF: Sei K ein Korper und V eine Menge mit einer Addition + : V xV —
V., (v,w) — v+ w € V und einer skalaren Multiplikation -x : K xV — V | (a,v) —>
av € V . Dann heifit (V,+, k) ein K—Vektorraum (oder ein Vektorraum iiber K), wenn
folgende Eigenschaften gelten:

a) Fiir die Addition:

Ay) YwyweV: v+wevV

Ay) Vu,v,weV: u+@w+w)=(u+v)+w
Ay YwyweV: v+w=w+w

Aj) oy eV YweV: wv+oy=v

Ay) YweV FweV: v4+w=oy

b) Fiir die skalare Multiplikation:

SMy) Vee KYweV: cweV

SM,) Vee KVv,weV: clv+w)=cv+cw
SM;) Ve,de K YveV: (c+dv=cv+dv
SM;) Ve,de K Yv eV : c¢(dv) = (ed)v

SMy) YveV: lg-v=w
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BEZEICHNUNGEN: (V,+, k) sei ein K—Vektorraum.
Die Elemente aus V heiflen Vektoren, die Elemente aus K Skalare.
Das Element oy aus Ajz) heifit Nullvektor von V. Er ist eindeutig bestimmt.

Das Element w in A,) heifit der zu v negative Vektor. Er ist eindeutig bestimmt und wird
mit —v bezeichnet.

Die Differenz zweier Vektoren ist definiert durch: v — w := v + (—w) .

(11.2) BEISPIELE: a) Ist K ein Korper, so ist die Menge M,,,(K) aller (m x n)-
Matrizen mit Elementen aus K nach (10.5) ein K—Vektorraum. Dabei sind m und n beliebige
natiirliche Zahlen. Also z.B.:

My;5(Q) ist ein Q-Vektorraum
M;(R) ist ein R—Vektorraum
My 3(Z7) ist ein Z;—Vektorraum.

b) Spezialfall von a): Der K—Vektorraum K™ := M,,,(K) aller Spalten aus m Elementen
von K. Addition und Skalarmultiplikation sind komponentenweise definiert. Etwa:

A
= (%)

ax
a2
as
Q4

ai,as,a3 € R} ist ein IR—Vektorraum

a, ae € Q } ist ein Q—Vektorraum

Zé = ai, 00,03, a4 € 2o ist ein Zs—Vektorraum

c) Jeder Kérper K ist ein K—Vektorraum:
R ist ein IR—Vektorraum, Q ist ein Q—Vektorraum, Z,3 ist ein Z,3—Vektorraum

d) R ist ein Q-Vektorraum

e) Die Menge F(K) aller unendlichen Folgen von Elementen aus K ist ein K—Vektorraum.
Zwei Folgen (an)nen und (by)nen werden “gliedweise® addiert, d.h.

(an)nEN + (bn)nEN = (an + bn)nEN € f(K) und c- (an)neN = (C : an)nEN € f(K) .
f) Die Vektoren der Ebene (bzw. des Raumes) bilden einen Vektorraum iiber R.

(11.3) SATZ: K sei ein Korper. In einem K—Vektorraum V' gelten die folgenden Rechen-
regeln:

a) YveV :og-v = oy

b) YVae K : a-oy = oy

c) Vae KVYveV :a-v=0y < (a=0g V v=oy)
d) YVveV: (-1g)-v = —w.



