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(9.23) DEF: Eine natiirliche Zahl p heifit Primzahl, wenn gilt:

i) p>2 ii) 1 und p sind die einzigen positiven Teiler von p.

Es bezeichne IP die Menge aller Primzahlen.

1¢P,4¢P,6¢P, {2,3,57,11,13,17,19,23,29,31} C P

2 ist die einzige gerade Primzahl.

(9.24) SATZ: Eindeutige Primfaktorzerlegung

Jede natiirliche Zahl n > 2 148t sich als Produkt von Primzahlen darstellen. Diese Darstellung
ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

Beweis: s. (6.8) Beispiel: 24 =2-2.3.-2=3.2.2-2=2.2-2-3

(9.25) FOLG: Zu jeder natiirlichen Zahl n > 2 gibt es eindeutig bestimmte Primzahlen
P1,---,pr (r € N) und natiirliche Zahlen k1, ...,k € N mit p; <ps <...<p, und

nzpfl-pSQ-...-pr
Dies ist die sog. kanonische Primfaktorzerlegung von n.

72 = 23 . 32

(9.26) FOLG: Sein = phr.pke. -p¥r die kanonische Primfaktorzerlegung der natiirlichen

Zahl n > 2. Eine Zahl t € IN ist genau dann ein Teiler von n, wenn es Zahlen [y,...,l, € Ny
gibt mit 0 < [; < k; fir alle7 =1,...,r gibt und

t=pl-py-...opf
Bezeichnet 7(n) die Anzahl der positiven Teiler von n, so gilt

T(n) = (k1 +1) (ka+1)-...- (k. +1).

Beispiel: 7(72) =7(2*-3*) =(3+1)-(2+1) =12
k|1]2k-3 | k|1|2F.3
010 1 210 4
0|1 3 201 12
02 9 212 36
110 2 310 8
171 6 311 24
112 18 312 72

(9.27) FOLG: a) Jede natiirliche Zahl n > 2 besitzt mindestens einen Primteiler.

b) Teilt eine Primzahl p ein Produkt zweier natiirlicher Zahlen, so teilt p mindestens eine
dieser Zahlen.
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(9.28) SATZ: p,...,p, seien paarweise verschiedene Primzahlen, und es gelte

m=pi"-ph?-...-pfrund n = pit - pi - ... - pl mit k;, l; € No. Dann gilt:
a) ggT(m,n) = pmn) | pminGee)
b) kg\/(m’ n) — prlnax(k1,l1) . p;nax(k,q,l,ﬁ)

c) ggT(m,n)-kgV(m,n) = m-n

Beispiel: ggT(72,20)="
72 =23.32 = 23.32.50
20 :225 — 22_30_51

ggT(72, 20) — 2min(3,2) . 3min(2,0) . 5min(0,1) = 922.30.50 —4
kgv(72’ 20) — 2max(3,2) . 3max(2,0) . 5max(0,1) = 93. 32 . 51 = 360
ggT(72,20) - kgV(72,20) = 4 - 360 = 1440 = 72 - 20

(9.29) SATZ: (Euklid , ca. 300 v.Chr.) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Verteilung der Primzahlen

Die Verteilung der Primzahlen innerhalb der natiirlichen Zahlen ist vollig regellos. Zwischen je
zwei aufeinanderfolgenden ungeraden Primzahlen liegt mindestens eine gerade Zahl, es gibt aber
aufeinanderfolgende Primzahlen mit dem Abstand 2: (3,5),(5,7),(11,13),(17,19), (29, 31).
Solche Paare nennt man Primzahlzwillinge. Im Gegensatz zu (9.29) ist bis heute unbekannt,
ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt. Es sind Primzahlzwillinge mit mehr als 18000
Dezimalstellen bekannt.

Der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen kann aber auch beliebig grofl wer-
den: Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es stets n aufeinanderfolgende zusammengesetzte Zahlen
(also Nicht—Primzahlen):

m+D!+2, (n+)!+2, (n+1)!+4,...,(n+D)!+n, (n+1)+(n+1)

Fiir x € R bezeichne w(x) die Anzahl der Primzahlen < z. Der Primzahlsatz besagt:

Dabei bedeutet ~ asymptotische Annéherung, d.h. immer besser werdende ["Ibereinstimmung
bei immer grofler werdendem .

Dieser Primzahlsatz wurde 1792 von Carl Friedrich Gaufl vermutet und erst mehr als 100 Jahre
spater von Hadamard und de la Valleé—Poussin 1896 bewiesen.



