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(9.6) SATZ: Division mit Rest

Zu a € Z und n € N existieren eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢ und r mit
a=qgn+r und 0<r<n

Hierbei heifit ¢ der Quotient bei Division von a durch n und r der Rest bei Division von «a
durch n.

Bew: Idee: Subtrahiere von a > 0 solange n, bis eine Zahl zwischen 0 und n — 1 iibrigbleibt.
Setze ¢ := {EJ und r:=a—qn .

Dann gilt: q,rne Z und a=qn+r. Nochzz: 0<r<n.

Fir alle z € R gilt: |z| <z < |z|+1,woraus 0 <z — |z] <1 folgt. Fiir =z = % ergibt

. a a a
sich dann: 0§——{—J=——q<1 ‘n = 0<a—qn<n
n n n —_——
=r
Bezeichnungen: Gelte a = ¢gn+7r mit 0 < r <n . Dann setzen wir ¢ =: ¢ divn und

r =: ¢ mod n.

(9.7) FOLG: Fir a€Z und neN gilt: nla <= amodn=0

Eine rationale Zahl r ist ein Bruch zweier ganzer Zahlen

ro= % (a,b € Z,b+#0)

Fiir jede rationale Zahl gibt es unendlich viele solcher Darstellungen der Form

ak
r = o (ke Z\ {0})

Um zu einer moglichst einfachen Darstellung zu kommen, kiirzt man gemeinsame Faktoren von
Zahler und Nenner heraus, z.B.

36 2-18  3-6 6

42  p-21 BT 7

Die Zahlen 6 und 7 haben jetzt keinen gemeinsamen Teiler # 41, sie sind teilerfremd. Mit einem
Schlage erhilt man diese Darstellung, indem man den groften gemeinsamen Teiler von Zahler
und Nenner herauskiirzt. Man kommt dann zu der eindeutigen Darstellung einer rationalen
Zahl

r = g mit ¢ € Z,d € IN, ¢ und d teilerfremd

Die folgende Definition fiir den ggT ist so formuliert, daf§ sie leicht auf andere Bereiche (z.B.
fiir Polynome) iibertragen werden kann.
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(9.8) DEF: Seien a und b ganze Zahlen. Eine Zahl g € Z heifit groBter gemeinsamer
Teiler (ggT) von a und b, wenn folgendes gilt:

i) >0

ii) gla und g|b

ili)VieZ : tlaundt|b = t|g
Bezeichnung: g = ggT(a,b)

(9.9) BEM: a) i) liefert die Eindeutigkeit des ggT’s (s.b)) , ii) bedeutet, da} g ein gemein-
samer Teiler von a und b ist und iii) besagt, dafl g von jedem gemeinsamen Teiler von ¢ und
b geteilt wird.

b) Zu a,b € 7 gibt es hichstens einen ggT.

Bew: Seien g und ¢’ ggT’s von a und b. Dann folgt aus (9.8), daB8 g und ¢’ sich gegenseitig
teilen, woraus nach (9.3c) |g| = |¢'| folgt. Wegen i) ergibt sich hieraus g = ¢'.

c) Im Falle g = ggT(a,b) # 0 ist g auch wirklich der gréfite unter den gemeinsamen Teilern
von a und b .

Bew: Ist ¢t € 7 ein beliebiger gemeinsamer Teiler von a und b, so folgt aus iii) ¢|g , woraus
sich mit (1.3b) ergibt ¢t < |t| < |g| = g.

d) ggT(a,b) = ggT(|al, b])

e) ggT(a,b) = ggT(ba)

f) ggT(a,b) =|a|] <= alb.

Im folgenden zeigen wir, dafl zu je zwei ganzen Zahlen stets der ggT existiert. Dies geschieht
dadurch, dafl wir ein Verfahren zur Berechnung des ggT’s angeben (euklidischer Algorithmus).
Das folgende Lemma ist Grundlage fiir eine Berechnungsmethode des gg'T’s:

(9.10) LEMMA: Seien a,b,q,r € Z mit a = gb+r . Dann gilt ggT(a,b) = ggT(b,r).

Im Falle b > 0 gilt insbesondere ggT(a,b) = ggT (b, a mod b)

Bew: Die Aussage ist so zu verstehen, dafl ggT(b,r) existiert und gleich ggT(a,b) ist, wenn
ggT(a,b) existiert und umgekehrt.

Gezeigt wird, daf8 die Zahlenpaare (a,b) und (b, 7) dieselben gemeinsamen Teiler haben.

Fiir ein beliebiges t € Z mit ¢t | a und ¢ | b folgt mit (9.3f) auch t|(a—gqb) , d.h. ¢t|r. Umgekehrt
folgt aus t|bund t|r auch ¢|(¢gb+7r) , also t|a.

Existiere nun ¢ := ggT(a,b) . Dann gilti) g >0 .

ii) Nach obiger Uberlegung ist ¢ auch ein gemeinsamer Teiler von b und 7 .

iii) Sei ¢t € Z ein beliebiger gemeinsamer Teiler von b und r. Dann ist ¢ auch ein gemeinsamer
Teiler von a und b, also ¢t | g , da ¢ := ggT(a,b) .

Damit ist g auch ggT von b und r.  Die Umkehrung geht analog. =
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Beispiel: Wir wollen den ggT von a = 48 und b = 18 berechnen.

Division mit Rest ergibt 48 =2-18+ 12, also ggT(48,18) = ggT(18,12) nach (9.10)
Division mit Rest ergibt 18 =1-12+6, also ggT(18,12) = ggT(12,6) nach (9.10).

Nun gilt nach (1.9f) ggT(12,6) =6, da 6] 12.

Insgesamt erhalten wir: ggT(48,18) = ggT(18,12) = ggT(12,6) = 6,

womit wir den ggT berechnet haben. Wir werden sehen, dafl dieses Verfahren immer den ggT

zweier ganzer Zahlen liefert (euklidischer Algorithmus). Indem wir die Divisionsgleichungen
jeweils nach dem Rest auflosen und in die vorhergehende Gleichung einsetzen, erhalten wir

6 = 18—1-12
= 18— (48—2-18) = 3-18—48

Damit haben wir den gg'T' von 48 und 18 als ganzzahlige Linearkombination von 48 und 18
dargestellt:
6 = ggT(48,18) = (—1)-48+3-18

Auch diese Moglichkeit der Darstellung des gg'T’s ist immer gegeben, wie wir gleich sehen wer-
den.

(9.11) Der erweiterte euklidische Algorithmus

Seien a,b € IN . Die Folgen (rk)k>0 > (Gk)k>1 > (@Tk)k>o 5 (Yk)k>o0
seien rekursiv definiert durch:

ro:=a, r :=0b Fir k€ Ny sei gxy1 der Quotient und 7o der Rest bei
Division von 7, durch 7rg.q, falls rp 1 #0 , d.h.

(*X) Tk = Qi1 Thpr FTep2 mit 0 < 7ppo < TRy
To:=1, 21:=0 (**) Thy1 = Th—1 — Gk * T Vk>1
Yo:=0, yp:=1 (k**) Y1 = Yh—1— @ Yp VE>1

Dann gilt :
a) VE>0 : 1, = xp-a+yr-b
b) Es gibt eine Zahl m € N mit 7, #0 und 7,43 =0 , und es ist

rm = g8T(a,0) = Zp-a+ Yy - b

BEM: Zur Berechnung des ggT’s mit Hilfe des einfachen euklidischen Algorithmus
(EA) bendtigt man nur die beiden Hilfsfolgen (r%)k>0 und  (gg)e>1 . Der erweit-
erte euklidische Algorithmus (EEA) liefert zusitzlich die Darstellung des ggT’s von a
und b als ganzzahlige Linearkombination der beiden Zahlen a und b .
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Bew: a) Wir fithren Induktion nach k € Ny :

(TA) k=0 zp-a+y:b=1-a4+0-b = a =1
k=1 zi1-a+y;-b=0-a+1-b=0b0b=1r
(IV) Sei k € N beliebig und gelte die Behauptung fiir £ — 1 und &, d.h.

Tk—1 = Tk—10 + Yk

1b

(IB) 7j41 = Tp410 + Ypyrb
Nach () fiir k—1 gilt rgy1 = rg_1—qrre. Setzt man fiir r,_; und 7 die IV ein, so erhilt man:

und 7y = zpa + yrb

o1 = (Tr—10 + Yp—1b) — qr(zka + yib)
= (Tk-1— @k) @+ (Y1 — QiYk) b

~

> ~ ”

~~

=Tpt1 (%)

=Yr+1  (hxk)

= k410 —+ yk+1b

b) Wir fiihren wiederholte Division mit Rest aus. Dies ist solange méoglich, wie die Zahl, durch
die geteilt ist, von 0 verschieden ist.

To
1
To
1
)

Tk

Annahme: 7, >0 V&> 2.

= Qk4+1 - Tk+1 T Tr42

a
b

Qi T1+ 1o mit
Qo To+ 13 mit
g3+ T3+ ry mit

0<rya<mnm
0<r3<mry
0<ry<rs

mit 0 S Tk+2 < Tk+1

Dann folgt b=ri>ro>r3>ry>...>rg>...>0

d.h. es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen < b. Widerspruch!

Folglich gibt es ein m € N mit r,,.1 =0 und 7, # 0. Zu zeigen bleibt, daB} r,, wirklich
der gg'T von a und b ist. Dazu schreiben wir noch einmal das Divisionsschema auf:

To
1
To
1
)

Tk

T'm—2
T'm—1

a
b

qi-T1+ 1o mit
Qo To+ 13 mit
Q3 T3+ ry mit

Q1 Th41 + Th2

=0

Tm—1"Qm-1 + T'm
T"m " 4m + Tm+1
~——

0<ry <y
0<ry <ry
O0<ry<rs

mit 0< Tk+2 < Tk+1

mit 0< 7, < rpmet

Aus der letzten Gleichung folgt 7, | 7,1 , so da nach (9.9f) gilt: r,, = ggT (1, rm_1) . Mit

(9.10) und den obigen Gleichungen ergibt sich

ggT(a,b) = ggT(ro,m1) = g8T(ri,m2) = ggT(r2,73) = ... = 88T(rm-1,7m) = Tm
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Die Darstellung des ggT’s ergibt sich unmittelbar aus a). Danach gilt

ggT(a,b) = 1y = Ty 0+ Yy - b Mit Ty, Yy € Z

—
—
—

Beispiel: Seien a := 3473, b:= 1311 . Es sollen der ggT und die Darstellung des ggT’s
bestimmt werden.

(EA) k | Th2=qr1Tk-1+ Tk

0 To=a ro = 3473

1 ro=b r o= 1311

2 Toqu'T’1+T2 3473 = 2-1311 + 851
3 T1:QQ'T’2+T’3 1311 1-851 + 460
4 ro=¢q3- T3+ T4 851 1-460+ 391
) T3 =q4 T4+ 75 460 1-391+ 69
6 T4 =4(q5"T5 +7T¢ 391 = 5-69+46

7 rs=gqe 1+ 69 = 1-46+[23]
8 T'6=(I7'T'7+’f'8 46 = 2-234+0

Es ist also rg = 0 . Folglich 23 =r; = ggT(3473,1311)

(EEA) k| 0 1 2 3 4 5 6

i | 3473 1311 851 460 391 69 46
!l - 2 1 1 1 5 1

| 1 0 1 -1 2 -3 17
ye | 0 1 -2 3 -5 8 —45

o] )
IE
|

23 = ggT(3473,1311) = (—20)- 3473 4+ 53 - 1311

Aus (9.11) erhdlt man nun das folgende Ergebnis:

(9.12) SATZ: Zu je zwei ganzen Zahlen a und b existiert der eindeutig bestimmte ggT.

Auflerdem gibt es Zahlen z,y € Z mit ggT(a,b) = z-a+y-b . (Diese Zahlen x und y
sind nicht eindeutig bestimmt).

Bew: 1. Fall: a,b € N Die Behauptung ergibt sich aus (9.11) und (9.9b)
2. Fall: a=0,b€ Z bel. Hier gilt ggT(a,b) = |[b] = 0-a+sign(b)-b
3. Fall: a € Z bel.,b=0 Hier gilt ggT(a,b) = |a| = sign(a)-a+0-b

4. Fall: a,b € Z bel. Nach (9.9d) gilt ggT(a,b) = ggT(|al,|b|) , und ggT(|al, |b|) existiert
nach den vorherigen Fallen, da |al,|b] € Ny . AuBlerdem gibt es z',y € Z mit

ggT(a,b) = ggT(lal,[b]) = 2'-|a|+ ¥y -[b] = (z'-sign(a))-a+ (y'-sign(b))-b
s —_——— —_——
=z =y

= z-a+y-b mitx,yecZ



