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(7.5) SATZ: Jede nichtleere endliche Menge 7T natiirlicher Zahlen besitzt ein kleinstes Ele-
ment und ein grofites Element.

Bew: Vollstindige Induktion nach |T'|=:n € N
Wir zeigen die Existenz eines kleinsten Elementes. Der andere Fall wird analog bewiesen.

(IA) n=1: T ={x;}. Dann ist z; ist kleinstes Element von T .

(IV) Sei n € N beliebig und die Behauptung richtig fiir n:

(IB) Jede (n + 1)-elementige Teilmenge 7" von IN besitzt ein kleinstes Element.

Sei T'= {x1, T2, -, Tny Tng1}- Die Teilmenge 7" := {x1,...,x,} hat dann n Elemente und
besitzt nach (IV) ein kleinstes Element z; € 7', d.h.:  z; < w; firallei=1,...,n.

1. Fall: z; < x,41 . Dann ist x; kleinstes Element von T'.

2. Fall: vy <2 = xp41 <z Vi=1,---,n = =z, ist kleinstes Element von 7T". O

Wir konnen jetzt eine Formel beweisen, die wir friiher einmal vermutet haben:
(7.6) SATZ: Fiir jede endliche Menge M gilt |P(M)|=2MI.

Bew: Induktionnach n:=|M|€Ny: (IA) n=0: [M|=0= M =0= P(M) = {0},
also |[P(M)|=1=2°

(IV) Sei n € Ny beliebig und die Behauptung richtig fiir alle endlichen Mengen mit n Ele-
menten.

Sei M eine Menge mit n + 1 Elementen. Zz: |P(M)| = 2"!

Sei zy € M fest. Setze N := M \ {zo}. Dann gilt |N|=n und |P(N)|=2" nach (IV).
Fiir eine beliebige Teilmenge U C M gilt entweder 1) zy ¢ U oder 2) 2o € U

1) 20 ¢ U= U C N, d.h. U € P(N). Nach (IV) gibt es 2" Moglichkeiten fiir U.

2) U= (U\{zo}) U{zo} =V U{zo} mit V € P(N). Nach (IV) gibt es 2" Moglichkeiten fiir
V und damit auch fiir U .

Insgesamt: |P(M)|=2"+2" =2.2" = 2n+! O

Ist M = {1,2,3,4}, so gibt es insgesamt 2* = 16 Teilmengen von M. Diese Teilmengen konnen
0,1,2,3 oder 4 Elemente haben.

Sei Pp(M)={U|UC M, |U|=k} fiir eine endliche Menge M.
k=0: 0
k=1: {1},{2} {3}, {4}
k=2: {1:2}7{1a3}7{1a4}7{2a3}7{2:4}7{374}
k=3: {1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2, 3,4}
k=4: M

ot
C?a‘l—‘n-lk@p-lkb—‘

Um diese Zahlen formelmaflig bestimmen zu konnen, fiithren wir die Binomialkoeffizienten ein:
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(7.7) DEF: Fiir n,k € Ny heifit die Zahl

(n>._ n! ~n-(n—=1)-...-(n—k+1)
k) kl(n—k)! 1-2-3-...-k

Binomialkoeffizient n uber k.

Fir 0 <k <nist

B —

ny _ nl nn=1)-...-n—k+1)(n—k)-...-2:1 nn—1)...-(n—k-+1)
<>_k!(n—k)!_ kl(n —k)! 1-2-3-.. -k

Der rechtsstehende Ausdruck ist auch fiir £ > n definiert und ergibt 0, da im Zahler 0 als Faktor
auftritt.

3
10\ 10-9-8-7
(4)="Faaa -
(7.8) BEM: a) Fiir 0 < k <n gilt (Z)Zk!(nniik)!ew'
(Z) = 0 fiir £ > n, insgesamt (Z) € Ny
b) (73):1 und (T)zn fir n > 1.
c) <Z>:<nﬁk> fir0<k<n
Bew: no\ n! B n! _(n -
—' Cn=k)n—(n—k)  (n—k)E  \k
) (0)- (_1) 5 nemken
Bew: (" no\ n! n! _nlln—k+14+Ek)
Bew: <k>+<k 1)_k'(n—k)!+(k—1)!(n—k+1)!_ KHin—k+1)!

e) Diein d) angegebene rekursive Formel ist Grundlage fiir das sogenannte Pascal’sche Dreieck,
mit dessen Hilfe man Binomialkoeffizienten berechnen kann.



Chr. Nelius:Mathematik fir Informatiker I (WS 2000/01) 8.12.2000

SN
) ()
N/
(o) () ()
s
(%) () () ()
SN N N TN
) () (2) (3) (3)
1 < | > 1
N N
LN N N
T

(7.9) SATZ: Sei M eine endliche Menge mit n Elementen (n € INg). Dann gibt es genau <Z>

k—elementige Teilmengen von M .

Bew: Wir zeigen durch Induktion nach n:=|M | € Ny, daf gilt: |Px(M) | = (Z) eN.

0!
~0!(0 - 0)!
(IV) Sei n € Ny beliebig und die Behauptung richtig fiir alle endlichen Mengen mit n Ele-
menten.

(IA)n=0 = M=0 = |P(M)|=|Py(M)|=1 und (8) =1eN

: L (n+1 (n+1)! ..
= . : = = ————)"-" < <
Sei |[M|=n+1. Zz |P(M)| ( k > Hint 1- k) fir0<k<n+1
(n+1)!
=0: M)|=1 =1
E=0: [PM)[=1 und Gre=577
(n+1)!

k=n+1: |Py(M)|=1 und (n+1)!(n+1—(n+1))!:1

Seil<k<n M={z,x9....,5n-1}, N:=M\{zp1}, | N|=n.
Fiir ein beliebiges U € Pr(M) gilt dann genau einer der beiden folgenden Félle:

n

1.Fall: z,,,y U = U C N. Nach (IV) gibt es (k

> Moglichkeiten fiir U.
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=V

/_/% .
2.Fall: z,., €U = U=U\{zpu1}) U{zpp1} mit Ve Py_1(N).

Fir V (und damit U) gibt es nach (IV) kﬁ Maoglichkeiten. Insgesamt also aus beiden
1
Fillen (Z) + (k " 1) = (”Z ) Méglichkeiten fiir U. O

(7.10) BEM: 3 (Z) - kz_j Po(M)| = | P(M)| = 2"

k=0

Beispiele: 1. Wieviele Tipreihen gibt es beim Lotto 6 aus 49?7

4 4948 -47-46 - 45 - 44
<9>: 9:48-47-46-45 = 13.983.816

6 1-2-3-4-5-6
2. Wieviele Moglichkeiten fiir ”3 Richtige” gibt es bei einer Ausspielung?

(9453 (5) -
3 3 3 3
Wahrscheinlichkeit fiir “3 Richtige“:
_ Anzahl der giinstigen Falle  246.820
~ Anzahl der moglichen Fille  13.983.816
d.h. ca 1,8% aller moglichen Tipreihen bringen bei einer Ausspielung 3 Richtige.

3. Wieviele Moglichkeiten gibt es, beim Skatspiel (32 Karten) ein Blatt aus 10 Karten zu
bekommen?

=0,01765...

10
4. Wieviele Moglichkeiten gibt es beim Skatspiel, genau 3 Buben und 2 Asse zu bekommen?

2
(3 ) = 64.512.240 (Mehr Méglichkeiten als in 1.!)

4 4 24
<3> : <2> . <5> = 1.020.096  Die Wahrscheinlichkeit ist 0,01581...

Woher kommt der Name Binomialkoeffizient?

(a+b)° =1 1

(@ +0b)t =a' +b 1 1
(a+b)?*=0a’+2ab+1* 1 2 1
(a+0b)3=a®+ 3a% + 3ab® + b* 1 3 3 1

(@ +b)* = a* + 4a®b + 6a%V? + 4ab® + b* 1 4 6 4 1

(7.11) SATZ: (Binomialsatz) Fiir alle z,y € R und n € IN gilt

@ty = Y <Z> "yt

k=0



